Capitolul 1

PUNCTE REMARCABILE
ASOCIATE UNUI TRIUNGHI

1.1 CENTRUL DE GREUTATE AL UNUI TRIUNGHI

,2Drumul de o mie de mile incepe cu primul pas.”- Lao Tse!

Punctul de concurentd al medianelor unui triunghi ABC' se numeste centrul de
greutate al triunghiului ABC. Centrul de greutate al unui triunghi este un punct
interior triunghiului. In cele ce urmeazi, vom nota centrul de greutate al triunghiului
ABC cu G, iar cu a, b, ¢ lungimile laturilor BC, C' A, respectiv AB.

Teorema 1 Centrul de greutate al unui triunghi se afla pe fiecare mediand la o treime
de miglocul laturii opuse corespunzatoare i la doud treimi de varful corespunzator.

Demonstratie. Fie M, MM, triunghiul median al triunghiului ABC (Figura
1.1). Teorema lui Menelaus aplicatd in triunghiul AM,C pentru transversa B—G—M,,

Figura 1.1: Centrul de greutate al unui triunghi

'Lao Tse (sec. IV f.e.n.) — filosof chinez, figurd centrald in religia taoists



PUNCTE REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 2

ne da:
GA MC BM,
GM, My,A BC
sau GA = 2GM,, deci GM, = AM, si GA = 2AM,. O

Teorema 2 Distantele de la centrul de greutate al unui triunghi la varfurile triunghi-
ului sunt egale cu: $1/2(0% + ¢2) — a2, $1/2(a® + ) — b2, 1/2(b? + a?) — 2.

Demonstratie. Deoarece GA = %AMa, rezulta

2 2 1 1
— :,_,\/ﬁzf\/ﬁ
GA 3AMa 35 2024+ ¢?) —a 3 2(b% + ¢2) — a?,

unde am utilizat teorema medianei. Analog, GB = 1./2(a?+¢%) —b? i GC =

%\/2(a2+b2)—02. O

Teorema 3 Distantele de la centrul de greutate al unui triunghi la laturile triunghiului
sunt egale cu: %ha, %hb, %hc, unde hg, hy, he sunt lungimile tnaltimilor triunghiulus
ABC.

Demonstratie. Fie G, gi H, proiectiile punctelor G, respectiv A pe BC. Din
aseméanarea triunghiurilor GG, M, si AH,M, rezulti

GG, GM, 1
he  AM, 3’
deci GG, = %ha. O
Teorema 4 Centrul de greutate al unui triunghi apartine dreptei lui Fuler o triunghi-
ului.
Demonstratie. Vezi ,Dreapta lui Euler”. ([

Teorema 5 Centrul de greutate, centrul cercului circumscris si ortocentrul unui tri-
unghi ABC' sunt puncte coliniare, iar

1 1
GO =-HG = -0OH.
2 3
Demonstratie. Vezi ,,Dreapta lui Euler”. U

Teorema 6 Dacia L este punctul lui Longchamps al unui triunghi ABC, atunci
1

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Longchamps”. U
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Teorema 7 Centrul de greutate al unui triunghi ABC apartine dreptei lui Nagel core-
spunzatoare.

Demonstratie. Vezi ,Dreapta lui Nagel”. O

Teorema 8 Daca G este centrul de greutate al unui triunghi ABC, atunci

a? + b + 2
—g

OG? = R? —
Demonstratie. Vezi [12, § I1.10]. O

Teorema 9 Pentru orice punct M din planul triunghiului ABC este adevarata relatia:

_ 1

MG
3

(MA+MB+MC). (1.1)

. . . . . u . — e
Demonstratie. Din teorema medianei scrisa vectorial avem: 2M M, = MB +
MC. Din &7 = 2, rezulta

el MA+2MM, MA+MB+ MC
B 142 - 3 ’

Observatia 10
i) Dacad M = G, relatia (1.1) devine:
—_— = — —
GA+GB+GC=0.
ii) Daca M = O se obtine relatia lui Sylvester:
—_— =

—_— = =
OA+ OB+ 0C =30G =0OH.

iii) Daca M = A, relatia (1.1) devine: AG = A—B>J§AC.

Teorema 11 Coordonatele baricentrice absolute ale centrului de greutate al unui tri-

unghi ABC' sunt G (%, %, %)

Demonstratie. Rezulta din proprietatea precedenta. O

Teorema 12 Afizul centrului de greutate al unui triunghi ABC este egal cu

ZA+ 2B+ 2¢

ZG = 3

Demonstratie. Rezolvarea este analoaga cu cea din Teorema 9. ([
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Teorema 13 Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC. Pentru orice punct M
din planul triunghiului ABC' este adevarata relatia:

AB? + BC? + CA?

3 +3MG?.

MA? + MB? + MC? =

Demonstratie. Vezi [12, § I1.10]. O

Teorema 14 In orice triunghi ABC' este adevirati relatia:

2 24 2
GA?+GB? + GO = T
Demonstratie. Din teorema 13 pentru M = G, rezultd concluzia. O

Teorema 15 In orice triunghi ABC este adevirati relatia:

a* + vt 4 ¢

GA* + GB* + GC* = 5

Demonstratie. Ridicand la patrat relatia AG* = §[2(b% + ¢?) — a?] rezulta:

1
AG* = ﬁ[4(b4 4+t 20%c) 4 at — 4 (VP + 2)),

de unde: GA* + GB* + GC* = W. -

Teorema 16 O dreapta d, care nu este paraleld cu BC' gi trece prin centrul de greutate
G al triunghiului ABC, intersecteaza laturile AB si AC in punctele M, respectiv N.

Atunci:
BM ~CN

MA T ATt

Demonstratie. Fie M, mijlocul laturii BC, iar D, E, F, L proiectiile punctelor

A

B M,

Figura 1.2: G € d
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B, M,, C, respectiv A pe dreapta d (Figura 1.2).

Avem, M, FE = %‘*‘CF, GA =2GM,, AL = 2M,FE, (deoarece triunghiurile ALG
si M,EG sunt asemenea), de unde rezultd cd: AL = BD + CF. Din aseminarea
triunghiurilor BDM gi ALM, respectiv a triunghiurilor CFN gi ALN rezulta:

BM BD _CN CF
MA LAY NA ™ LA

deci:
BM+CN_BD+Q_%_
MA NA LA LA LA
Dacd d || BC, problema este banala. O

Teorema 17 Fie P un punct in interiorul triunghiului ABC. Prin punctul P ducem
paralelele PL, PM si PN la laturile BC, AC, respectiv AB (L € AB,M € BC,N €
ACQC). Daca ariile triunghiurilor BPL,CPM si APN sunt egale, atunci P este centrul
de greutate al triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie {L'} = PL N AC (Figura 1.3). Atunci,

B N' M C

Figura 1.3: A[BPL] = A[CPM] = A[CPL’]

Aspr) = Ajcpm) = Ajcrr)-

Cum LL' || BC, rezultd cd indltimile din B si C ale triunghiurilor BPL i respectiv
CPL’ sunt egale gi deci PL = PL’, adicd P apartine medianei ce pleacad din A. Analog,
se arata ca punctul P apartine si celorlalte mediane, deci P este centrul de greutate
al triunghiului ABC. Reciproca este evident adevarata. O



