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1.16 PUNCTE IZODINAMICE

,Geometria practicd dedusa din experientd nu se confunda cu geometria axiomatica. Intrebarea
dacd geometria practicd a universului este euclidiand sau nu, are o importanta evidenta si
rdspunsul poate si fie dat numai de experientd.” — Albert Einstein?®

Punctul S din planul triunghiului ABC pentru care a-SA =b-SB = ¢- SC (unde
a, b, ¢ sunt lungimile laturilor BC, C'A, respectiv AB) se numeste punct izodinamic
al triunghiului ABC' (Figura 1.82).

Figura 1.82: Puncte izodinamice

Teorema 350 Distaniele de la un centru izodinamic la vdrfurile triunghiului sunt
inwvers proportionale cu lungimile laturilor opuse.

Demonstratie. Vezi definitia punctului izodinamic. O

Teorema 351 Centrele izodinamice S si S’ ale unui triunghi neechilateral sunt puncte
inverse fata de cercul circumscris triunghiului.

Demonstratie. Deoarece cercul circumscris triunghiului ABC' este ortogonal cer-
curilor lui Apollonius rezulta cd puterea lui O (centrul cercului circumscris triunghiului
ABC) fati de aceste cercuri este egald cu raza cercului circumscris, deci 0S-0OS"? = R?,
ceea ce aratd cd punctele S si S’ sunt inverse fatd de cercul circumscris triunghiului

ABC. g

25 Albert Einstein (1879-1955) — fizician german, profesor universitar la Berlin si Princeton, laureat
al Premiului Nobel
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Observatia 352 O multime formata din patru puncte, avdnd proprietatea ca fiecare
dintre ele este centru izodinamic al triunghiului determinat de celelalte trei puncte se
numeste patrupunct izodinamic.

Teorema 353 Daca S este un punct izodinamic al triunghiului ABC, atunci multimea
{A,B,C, S} este un patrupunct izodinamic.

Demonstratie. Din simetria relatiei BC' - SA = CA-SB = AB - SC rezulta
concluzia. O

Teorema 354 Triunghiurile podare ale punctelor izodinamice sunt triunghiuri echi-
laterale.

Demonstratie. Fie 5,55, triunghiul podar al punctului izodinamic S in raport
cu triunghiul ABC (Figura 1.83). Din teorema sinusurilor in triunghiul AS,S. avem:

Figura 1.83: S,5,95, triunghiul podar al punctului izodinamic S

AS = 3% de unde

sin A?

a a-AS
Analog, 5,5, = C'Q%S si SgS. = % relatii care impreund cua-SA=06-5SB=c¢-SC
dau: 5,5, = SpS. = 5.5, adica 5,55, este triunghi echilateral. O

Teorema 355 Punctele izodinamice ale triunghiului ABC' neechilateral sunt punctele
de intersectie dintre dreapta OK si cercurile lui Apollonius.

Demonstratie. Cum OK este axa radicala a cercurilor lui Apollonius, fie ca
punctul K apartine interiorului cercului lui Apollonius corespunzitor varfului A al
triunghiului ABC, atunci dreapta OK intersecteaza acest cerc in punctele distincte
S si S, puncte care se afla pe cercurile lui Apollonius corespunzitoare varfurilor B,
respectiv C. Deoarece S si S” apartin tuturor cercurilor lui Apollonius corespunzitoare
varfurilor triunghiului ABC rezultd cad a- SA =b-SB = c¢- SC, respectiv a - S'A =
b-S'B = c-S'C, adicd punctele S si S’ sunt punctele izodinamice ale triunghiului
ABC. O
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Observatia 356 Punctul S - interior triunghiului ABC- se numeste punctul izo-
dinamic interior al triunghiului ABC, iar S’ punctul izodinamic exterior al
triunghiului ABC.

i) Daca triunghiul ABC este echilateral atunci a = b = ¢ si atunci punctul S este
“aruncat la infinit”.

ii) Punctele izodinamice S gi S’ ale unui triunghi neechilateral pot fi determinate
de dreapta OK prin relatiile: p(O) = 0S-08? i p(K) = KS-KS'= KA- KT, unde
{T} = AKNC(O,R).

iii) Punctele izodinamice apartin axei Brocard OK.

Teorema 357 Simetricele punctului izodinamic S fata de laturile triunghiului ABC
determina un triunghi echilateral omologic cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Fie 5,55, triunghiul podar al punctului izodinamic S in raport
cu triunghiul ABC' si S;,S;,S; simetricele punctului S fatd de laturile BC, CA,
respectiv AB (Figura 1.84). Deoarece triunghiul S,S,S. este echilateral (cf. th. 354),

Figura 1.84: Simetricele punctului izodinamic S fata de laturi

iar triunghiurile Sg.5p5, si S;SZ;S; sunt omotetice — prin omotetia de centru S si raport
2 — rezulta ca triunghiul S;S;S; este echilateral. O

Teorema 358 Punctele izodinamice S gi S' ale unui triunghi neechilateral ABC' si-
metrice fala de dreapta lui Lemoine a triunghiului ABC'.

Demonstratie. Deoarece OK este axa radicald a cercurilor lui Apollonius rezulta
ca dreapta OK este perpendiculara pe dreapta centrelor — adica pe dreapta lui Lemoine
a triunghiului ABC' - deci S5’ este perpendiculard pe dreapta lui Lemoine, ceea ce
aratd cd punctele izodinamice S si S’ sunt simetrice fatd de dreapta lui Lemoine a
triunghiului ABC. O
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Teorema 359 Punctele izodinamice gi izologice ale unui triunghi neechilateral asculi-
tunghic sunt conciclice.

Demonstratie. Vezi ,,Puncte izologice”. U

Teorema 360 Coordonatele unghiulare ale punctului izodinamic S sunt: m(<A) +
60°, m(<B) + 60°, m(<C) + 60°.

Demonstratie. Coordonatele unghiulare ale lui S sunt date de masurile unghiu -
rilor <ASB,<<BSC, respectiv <CSA (Figura 1.84). Vom demonstra ci m(<ASB) =
m(<ACB) 4 60°. Dupd cum am aratat triunghiul podar al lui S este un triunghi echi-
lateral (fie S,SpS. acest triunghi). Avem m(<ASB) = 180° —m(<SAB) —m(<SBA).
Dar

m(<ACB) = 180° — m(<A) — m(<«B)
= 180° — [m(<SAB) + m(<1SAC)] — [m(<SBA) — m(<SBC)]
= m(<ASB) — m(<«SAC) —m(SBC) (i)

Deoarece patrulaterele SS,BS,. si SSpAS. sunt inscriptibile rezultd <SAS, = <SS.Sp
si <SBS, = <SS5.S,, relatia (i) devenind:

m(<ASB) = m(<C) + m(<1S5:5) + m(<tSS.S,) = m(<C) + 60°.
Analog, se aratd cd m(<BSC) = m(<A) + 60° si m(<CSA) = m(<B) + 60°. O

Observatia 361 Analog se determind coordonatele unghiulare ale celui de-al doilea
punct izodinamic S": m(<A) — 60°, m(<«B) — 60°,m(<C) — 60°, tindnd cont de fap-
tul cd daca aceste unghiurt sunt negative sau mai mari decdt 180° se vor considera
complementele lor.

Teorema 362 Punctele izodinamice S si S’ sunt punctele izogonale punctelor Fy si
F5 ale lui Fermat.

Demonstratie. Dacd punctele izogonale M si M’ au coordonatele unghiulare
(\, i, v), respectiv (XN, p’, '), atunci

A+ N =180° + m(<C), p+ p’ = 180° + m(<A),v + v/ = 180° + m(<B)

(vezi ,Drepte izogonale”). Fie S* izogonalul conjugat al primului punct izodinamic S.
Atunci, m(<BSC) + m(<«BS*C) = m(<A) + 180°, de unde rezulta ci

m(<BS*C) = 180° +m(<A) — m(<BSC)
= 180° + m(<A) — [m(<A) + 60°]
= 120°.

Analog se arata cd m(<AS*C) = 120° si m(<tAS*B) = 120°, deci punctul S* coincide
cu primul punct al lui Fermat. Analog se aratad ca izogonalul celui de-al doilea punct
izodinamic este al doilea punct al lui Fermat. O
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Teorema 363 Triunghiul podar S,S,S. al primului punct izodinamic S al triunghiului
ABC' este omotetic cu triunghiul exterior al lui Napoleon NgNyN,.

Demonstratie. Punctele S si F} sunt izogonale (cf. th. 362). Triunghiul an-
tipodar A” B”C" al punctului F; este omotetic cu triunghiul N, Ny N,..; cum triunghiul
podar al unui punct este omotetic cu triunghiul antipodar al izogonalului sau rezulta
cd triunghiurile S,SpS. si A” B”C" sunt omotetice. Deoarece relatia de omotetie este
tranzitiva rezultd cd triunghiurile N, Ny N, si S,5,S. sunt omotetice. O

Teorema 364 Triunghiul podar ol celui de al doilea punct izodinamic S al triunghiulus
ABC' este omotetic cu triunghiul interior al lui Napoleon.

Demonstratie. Solutie analoaga cu cea din teorema 363. (]
Teorema 365 Punctele S', K, S,0 formeaza o diviziune armonica.

Demonstratie. Lema 1. Fie T punctul de intersectie dintre tangenta in A la
cercul circumscris unui triunghi neisoscel ABC' si dreapta BC'. Atunci,

TB _ (AB)
TC AC)
Demonstratie. Avem m(<T'AB) = m(<ACB) = %m(@) gl
m(<TAC) = m(<«BAC) + m(<«BCA) = 180° — m(<ABC).
Din teorema sinusurilor (Figura 1.85) rezulta:

A

7 A

Figura 1.85: % — (%)2

@ B A73 sin<<T AB B A73 sinC
TC AC sin<aTAC  AC sinB

de unde % = (%)2.
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Lema 2. Fie un cerc (O, R), punctele A,B € ¢, O ¢ AB, iar T punctul de
intersectie al tangentelor in A si B la <. O dreapta d ce trece prin T intersecteaza
A . _ . TM _ SM
cercul ¢ in punctele M si N, {S} =dN AB. Atunci, 75 = Sy -
Demonstratie.Avem:

- () - () 0

(Figura 1.86) (conform lemei precedente), de unde AM - BN = AN - BM. Din teorema

Figura 1.86: S/, K, S,0O formeaza o diviziune armonica

sinusurilor rezulta

MB B BN
sin<MAB  sin<BAN

MS B AM sin<MAB
SN AN sin<BAN’

deci

SM AM BM (MA>2

SN AN BN \nNA (if)

Din relatiile (i) si (ii) rezulta

(- ()

TN SN \NA NB
Punctele coliniare T, M, S, N ce verificd relatia % = g—% spunem ca formeaza o
diviziune armonica.
Demonstratia teoremei: Deoarece cercul circumscris triunghiului ABC este
ortogonal cercurilor lui Apollonius corespunzitoare triunghiului ABC, rezultd conform

. [} ! . [} . [V} . . . . v
lemei 2 ca g,g = g—g, adicd punctele S’, K, S si O formeazi o diviziune armonica. [




