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1.18 PUNCTE IZOTOMICE

»Nu s-ar putea oare reprezenta muzica drept matematica a simturilor si matematica drept
muzicd a ratiunii? Muzicianul simte matematica, iar matematicianul concepe muzica. Muzica
este vis, matematica este viata practicd.” — James Sylvester28

Teorema 381 (Teorema lut Neuberg) Fie P un punct interior in triunghiul ABC
si{P1}=APNBC, {P»} = BPNAC,{P3} = PCNAB, iar Q1,Q2 si Q3 sunt simetricele
punctelor Py, Py si P3 fatd de mijloacele laturilor BC, AC, respectiv AB. Dreptele
AQ1, BQs si CQs sunt concurente.

. . . s BPL  PC  PA _ .
Demonstratie. Din teorema lui Ceva rezultd 54 - 57 - 55 = 1 (i). Cum

Figura 1.94: Teorema lui Neuberg

BP, = CQy, PiIC = BQ, P,C = AQ2, P,A = CQ,, PsB = AQs, relatia (i) devine

CQr AQy BQs _ 1
BQ: CQ2 AQs

si din reciproca teoremei lui Ceva rezulta ca dreptele AQ1, BQ2 si CQ3 sunt concurente
intr-un punct @ (Figura 1.94). O

Observatia 382 Punctele P gi ) se numesc izotomic conjugate. Dreptele APy
5t AQ1 (P1,Q1 € (BC)) se numesc drepte izotomice daci punctele Py si Q1 sunt
simetrice fata de mijlocul laturit BC.

Teorema 383 Retrocentrul unui triunghi este punctul izotomic al ortocentrului tri-
unghiului.

Demonstratie. Vezi ,Retrocentrul unui triunghi”. O

Teorema 384 Punctele Gergonne si Nagel ale unui triunghi sunt izotomic conjugate.

28 James Sylvester (1814-1897) — matematician englez, profesor universitar la Oxford, contributii
importante in algebra
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Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Gergonne”. U

Teorema 385 Punctul lui Lemoine si centrul cercului circumscris unui triunghi ABC
sunt puncte izotomice in raport cu triunghiul median al triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Lemoine”. O

Teorema 386 [n orice triunghi izogonalele izotomicelor a trei puncte coliniare sunt
coliniare.

Demonstratie. Vezi ,,Puncte izogonale”. O

Teorema 387 Intr-un triunghi izotomicele izogonalelor a trei puncte coliniare sunt
coliniare.

Demonstratie. Vezi ,,Puncte izogonale”. U

Teorema 388 Intr-un triunghi ascutitunghic izotomicele ortocentrului (H), punctului
lui Lemoine (K) si centrului cercului circumscris (O) sunt coliniare.

Demonstratie. Deoarece O, G, H sunt punctele izogonale ale lui H, K, respectiv
O — conform proprietatii precedente - rezulta ca izotomicele punctelor H, K, O sunt
coliniare. O

Teorema 389 Fie P(a,3,7) si Q(c/,B',7') doud puncte izotomice in raport cu un
triunghi ABC, exprimate in coordonate baricentrice. Atunci, ac = B = vv'.

Demonstratie. Fie {P,} = AP N BC, {P,} = BP N AC, {P;} = PC N AB,
{Q1} =AQ N BC, {Q2} = BQN AC 51 {Q3} = QC N AB (Figura 1.94). Avem:

— Y= = oO— — b=
PB = ——PC, BC=——PA, PsA=——P3B,

B Y o

’7/ O/ B/
1B = —EQlC, Q20 = _VQZA’ Q3A = —JQsB-

Deoarece BP; = CQ4 si CP; = BQ1 rezultd PB = CQ si P.C = BQ1, deci

_— — % fy/ —_— —
PB-WB=|—-2) |—% | PC -C,

g g
de unde B33 = vv'. Analog, ac = 85" = v7'. O
Teorema 390 Daca punctele P si () sunt izotomice si coordonatele baricentrice ale
lui P sunt (a, B,7), atunci coordonatele baricentrice ale lui @ sunt é, %, %
Demonstratie. Vezi teorema precedenta. O

Teorema 391 Fie P un punct din planul triunghivlui ABC gi Q simetricul lui P
fata de centrul de greutate (G) al triunghiului ABC. Dacd P' si Q'sunt izotomicele
punctelor P gi Q, atunci PQ || P'Q’.
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Demonstratie. Fie (a, 3,7) coordonatele baricentrice ale punctului P; cum G(1,1,1)
rezultd coordonatele baricentrice ale punctului @ sunt (2 — a,2 — 8,2 — ). Atunci,

P (1 L l) si Q' (ﬁ, L1 ) Ecuatiile dreptelor PQ si P'Q’ sunt:

By 36727
x Y z
a B v | =0,

2—a 2—-0 2—v

respectiv

"—‘Q =&

relatii echivalente cu

(PQ):x(B—7)+yly—a)+z(a—B8)=0

si

PO - wf-v) . yo-e) o a—B) _,

PQ): e e " ak-a@ ) abE- a5
Deoarece

1 1 1
B = V-« a—p3 =0,
B—~ —a a—p3
B2 (2-B) ra@—)(2-a) aB2-a)(2-B)

rezultd cd PQ || P'Q’. O

Teorema 392 Ceviana izotomica unei ceviene de rangul k este ceviana de rang (—k).

Demonstratie. Fie AD o ceviana de ordinul k i AFE izotomica sa, (D, E € BC).

Atunci, .
k —k
- Ee-m- () -6
]

Teorema 393 Fie AD o ceviana de ordinul k §i AE izotomica sa, (D,E € BC).
Atunci, izogonala dreptei AE este o ceviana de rang (k + 2).

Demonstratie. Ceviana izotomica a unei ceviene de rang k este ceviana de rang
(—k), conform proprietitii precedente. Izogonala cevienei de rang (—k) este ceviana
de rang 2 — (—k) = 2 + k (vezi ,Drepte izogonale”). O

Teorema 394 Fie M, N, P proiectiile unui punct T pe laturile triunghiului ABC. Si-
metricul punctului T fatd de centrul cercului circumscris triunghiului ABC' se proiecteazi
pe laturile triunghiului in punctele M', N', P'. Punctele M', N', P' sunt izotomicele
punctelor M, N, respectiv P.
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Figura 1.95: Puncte izotomice

Demonstratie. In trapezul dreptunghic MTT’ M’ perpendiculara din O pe latura
MM’ trece prin mijlocul segmentului M M’, deci mediatoarea laturii BC' este si me-
diatoarea segmentului M M’, adica punctele M si M’ sunt izotomice. Analog se arata
si pentru celelalte puncte (Figura 1.95). O

Teorema 395 Punctele Gergonne si Nagel sunt izotomic conjugate.

Demonstratie. Fie C,C,C, triunghiul de contact al triunghiului ABC atunci
{I'} = AC,NBCyNCC, si N1, N3, N3 punctele de contact ale cercurilor A-exinscris, B-
exinscris, C-exinscris cu laturile BC, C'A, respectiv AB, deci {N} = AN;NBN,;NCNs,.
Deoarece BC, = CN; =p—b, CCy = AN, = p —c si ACy, = BN3 = p — a rezulta ca
punctele Gergonne (I") si Nagel (V) sunt izotomic conjugate. O

Teorema 396 Fie M, N, P puncte pe laturile BC, AC', respectiv AB ale triunghiu-
lui ABC, astfel incat perpendicularele in M, N, P pe laturile triunghiului sunt con-
curente. Daca M',N', P' sunt izotomicele punctelor M, N, P, atunci si perpendicu-
larele in punctele M', N', P' pe laturile triunghiului sunt concurente.

Demonstratie. Fie T punctul de concurenta al perpendicularelor duse in M, N, P
pe laturile triunghiului si notdm BM = a1, MC = as, CN = b1, NA = by, AP = ¢y,
PB = ¢y (Figura 1.96). Din teorema lui Carnot rezulta

a2+ b4 =a3+ b3+ . (i)

Cum BM' = a3, CM' = a1, CN' = by, AN' = by, AP’ = ¢y, BP' = ¢1, atunci relatia
(i) este adevarata si pentru punctele M’ N’ P’, adica perpendicularele duse din aceste
puncte pe laturile triunghiului sunt concurente intr-un punct 7”. O
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Figura 1.96: Perpendiculare concurente

Teorema 397 Punctele T si T' sunt simetrice fata de centrul cercului circumscris
triunghiului ABC.

Demonstratie. Mediatoarea segmentului MM’ este si mediatoarea laturii BC
(deoarece M si M’ sunt puncte izotomice). Din trapezele dreptunghice MTT'M’
si NTT'N' rezultd cd mediatoarele laturilor BC' si AC se intersecteazd in mijlocul
segmentului 77". O

Teorema 398 Ceviana izotomica unei ceviene de rangul k este ceviana de rang (—k).
Demonstratie. Fie AD o ceviana de ordinul k i AF izotomica sa, (D, E € BC).
Atunci,
BD _ (&) BE_DC_ ()" _ eyt
DC  \b) "EC BD \c¢) \b '
O

Teorema 399 Fie AD o ceviana de ordinul k gi AE izotomica sa, (D,E € BC).
Atunci, izogonala dreptei AE este o cevianad de rang (k + 2).

Demonstratie. Ceviana izotomica a unei ceviene de rang k este ceviana de rang
(—k), conform proprietitii precedente. Izogonala cevienei de rang (—k) este ceviana
de rang 2 — (—k) = 2 + k (vezi ,Drepte izogonale”). O

Teorema 400 Punctele lui Lemoine (K) i al treilea punct Brocard () sunt izo-
tomic conjugate.

Demonstratie. Vezi ,,Punctele lui Brocard”. U

Teorema 401 Daca secanta DE a triunghiului ABC este paralela cu latura BC,
atunci dreapta obtinutd unind punctele de intersectie ale diagonalelor trapezului ADEC
cu doua drepte izotomice AA" gi AA” ale triunghiului, este la randul ei paraleld cu BC.
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Figura 1.97: Drepte izotomice taiate de o dreapta

Demonstratie. Notam cu U si V punctele de intersectie ale diagonalelor C'D gi
BE ale trapezului cu dreptele AA’ si AA” (Figura 1.97). Prin punctul O de intersectie
al diagonalelor trapezului, ducem paralela la latura BC, care intersecteaza laturile AB
si AC in P, respectiv Q. Dreapta UV intersecteaza laturile AB si AC in M, respectiv
N. Fie {R} = PQNAA', {K} = DENn AA', {L} = DEN AA" {S} = PQ n AA".
Deoarece triunghiurile OUR si DU K, respectiv OV 'S gi EV L sunt asemenea, rezulta

ou_OrR _ ov_o0s
UD_ DK ® VE EL’
cum punctul O apartine medianei AO a triunghiului ABC avem OR = OS si DK =

E L, de unde rezulta
ou oV

UD  VE’
adicd UV || BC. Reciproc, dacid prin punctul U al dreptei AA’ ducem dreapta UV
paraleld cu BC, iar {D} = CU N AB,{E} = BV N AC, atunci DE || BC. Din
asemdnarea triunghiurilor PDO si M DU, QEO si NEV | rezultd

bo _rO . EO_ QO
DU~ MU ¥ EV NV

Cum PO = QO si MU = NV rezultd 29 = £9 deci DE | UV || BC. 0



