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1.19 PUNCTE IZOLOGICE

,2Matematica va fi limba latina a viitorului, obligatorie pentru toti oamenii de stiinta, tocmai

pentru cd matematica permite accelerarea maxima a circulatiei ideilor stiintifice.” - Grigore
o . C

Moisil 29

Punctele izologice ale unui triunghi sunt punctele de intersectie dintre simetricele
cercurilor lui Apollonius fatd de mediatoarele laturilor triunghiului.
Un punct U din planul unui triunghi ABC avand laturile de lungimi a,b,c se
numeste izologic daca:
UA UB UC

a b c

Distantele de la un punct izologic la varfurile triunghiului sunt direct proportionale
cu lungimile laturilor opuse ale triunghiului.
Simetricul cercului lui Apollonius corespunzator varfului A al triunghiului ABC

fatd de mediatoarea segmentului BC' este un cerc Apollonius pentru segmentul BC' si
pPB _ PC
a

contine punctele P pentru care > =

Figura 1.98: Puncte izologice

29 Grigore Moisil (1906-1973) — matematician roméan, profesor la Universitatea din Iagi, membru al
Academiei Roméne, contributii importante in informatica
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Teorema 402 Fie (C’;l) cercul lui Apollonius al punctelor P pentru care % = P—CC st

’ . E / h o .
L, centrul acestui cerc. Centrul cercului (C) verifica relatia:

L,C _[c\2?
L'B (5) ‘

Demonstratie.Fie Dll si Dlz punctele de intersectie dintre dreapta BC si cercul
(C'y), iar A” simetricul punctului A fati de mediatoarea segmentului BC (evident
A" €C')). Atunci, dreapta DyA” LOA”, iar triunghiurile DyA” D) si CAB sunt con-
gruente. Dacd L, este cercul lui Apollonius corespunzitor varfului A, atunci Ze8 =

L,C
2 . . . . . . . . / .
(ﬁ—g) (vezi ,Cercurile lui Apolonius”). Din motive de simetrie avem L,B = L,C si

LaC = L,B, de unde rezulti %< = (48)” = (£)2. -

Observatia 403 Fie (C;B) cercul lui Apollonius al punctelor P pentru care PA _ PC

a T ¢’
. ! . . .
respectiv (C) cercul lui Apollonius al punctelor P pentru care % = % st fie Ly,
respectiv L. centrele acestor doud cercuri. Prin permutari circulare a relatiei din
/ ’
L,A  (a\2 . L.B _ [b\2
o~ (E) AT (a) :

. / ’ ’ ..
Teorema 404 Centrele cercurilor Cy,Cpy, Cn sunt coliniare.

proprietatea precedentd se obtin relatitle

’ !/ !
L,C LA L_.B 2 g2 b2 1sidi . .
. . =5 .4 . 2% =1 gi din reciproca teoremei
L,B L,C LA a ¢ a §

lui Menelaus rezulta ca punctele L;, L;), L/C sunt coliniare. [l

Demonstratie. Avem

Observatia 405 Dreapta pe care se gasesc punctele L;,L;,L; se numeste dreapta
lut Longchamps a triunghiului ABC.

Observatia 406 Deoarece punctul O (centrul cercului circumscris triunghiului ABC')
are aceeasi putere — egald cu R? - fatd de fiecare dintre cercurile C/A,CJIB,C/C rezulta
ca O apartine azxei lor radicale.

Teorema 407 Centrul de greutate G al triunghiului ABC' este si centrul de greutate
al triunghiului AL,L, .

Demonstratie. Deoarece mijlocul segmentului BC' este gi mijlocul segmentului
LaL;, rezulta concluzia. O

Teorema 408 Centrul de greutate G al triunghiului neechilateral ABC' apartine axei
radicale dintre cercurile (C'y) si (Cg).

Demonstratie. Puterea centrului de greutate G al triunghiului ABC fatd de
cercul (C') este

p(G)=GP?>=GL? - PL?=GL? - L,D?,

unde P este punctul de contact dintre tangenta dusa din G la cercul (C’;‘), deci p(G) =
GL? — L,D? (i). Fie A’ mijlocul laturii BC, care coincide cu mijlocul segmentului
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LoL,. Atunci, 2R +2D1A' = L, L), si & = BD; + D1 A, de unde DA’ = 2=9) (unde
BDy = %), Atunci
o a(b?+ )

LoL, = R (ii)

(am considerat fiara a restrange generalitatea cad b > ¢). Relatia lui Stewart aplicata
in triunghiul AL, A’ ne d&

2 1 1 2
AL, - gma + L A% gma — L,G? -mg = §m“ . gma - My,

de unde
o 3(LaA” + Lo A?) — 2m,

9

Teorema medianei aplicata in triunghiul GLaL; ne da:

L,G

(iii)

1\ 2GL2+L,G?) - L,L2

My _ ( at iy ) a”a (IV)
3 4

Din relatiile (i)-(iv) si tinand cont cd L,D; = Ra = %, rezultd ci p(G) = 2(a? +
b? + c?) (v). Datorits simetriei relatiei (v) rezulta c& punctul G apartine axei radicale
cercurilor C;‘,CJIB,C/C. Cum O este punct pe aceastd axa radicald rezultd cd axa
radicald a cercurilor C;l, 0;3, C/C este dreapta lui Euler OG a triunghiului ABC. 0O

Teorema 409 Daca un triunghi neechilateral ABC' admite puncte izologice, atunci
acestea apartin dreptei lui Fuler a triunghiului ABC.

Demonstratie. Rezulta din teorema 408. U

Teorema 410 Punctele izologice U gi U’ ale unui triunghi ABC' neechilateral sunt
punctele de intersectie dintre dreapta lui Fuler a triunghiului ABC gi — de exemplu —
cercul (C).

Demonstratie. Rezulta din teorema 408. O
Teorema 411 Un triunghi obtuzunghic ABC' nu are puncte izologice.

Demonstratie. Un punct oarecare U de pe dreapta lui Euler a triunghiului ABC
este bine determinat de numarul real A pentru care GU = A - GO. Aplicand relatia lui
Stewart in triunghiul AGU rezulti:

AG? - OU + AU? - GO — AO* - GU = GO - OU - GU,

adicd AU? = MAO? + (1 — N\)AG? — A\(1 — \)GO?. Din relatia lui Leibnitz OG? =

2 2 2
R? — w rezulta:

9AU? = (9R? — 2k)A% + (3a% — 2k)A + (4k — 3a?),
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unde k = CH24 pynctul U va fi izologic dacd existd un numar pozitiv t pentru care:
U4 _UB = 13‘70 = t, de unde rezultd: 9a%t? = a?(3\ — 3) + (9R? — 2k)\? — 2k\ + 4k
si de aici:
=1 -1 %

{ (9R? — 2k)A%2 — 2kA+ 4k =0 )
Ecuatia () are radacini reale daci si numai daci A = 36k(k — 4R?) > 0 (x*), adica
4R? < k = p?> —r? — 4Rr sau 4R? + 2 + 4Rr < p? | deci (2R +7)? < p?, de unde
2R + r < p, conditie care nu este adevarata pentru triunghiurile obtuzunghice. O

Teorema 412 Un triunghi dreptunghic are un singur punct izologic.
Demonstratie. Fie cd m(<BAC) = 90°. Atunci a? = b? + ¢2 5i 2R = a. Astfel,

a2+b2+02_27a2 9

k = =
2 2 ¢
si din relatia (*x*) din problema precedenta rezultd A = 0, adica triunghiul dreptunghic
ABC are un singur punct izologic. O

Observatia 413 Din ecuatia (9R? — 2k)A\% — 2k\ 44k = 0 rezultd A = 4, deci punctul
— —
1zologic U este bine determinat de relatia GU = 4 - GO.

Teorema 414 Un triunghi neechilateral ascutitunghic admite doud puncte izologice
U siU', iar
1 1 1

GU T GU' ~ 2G0°
Demonstratie. Deoarece intr-un triunghi ascutitunghic 2R + r < p rezulta ca
ecuatia (9R% — 2k)A? — 2k\ + 4k = 0 admite dous riadacini A\ si A, iar din relatia
3t2 = A — 1 rezultd ci A = 14 3¢2, adicd rddicinile ecuatiei sunt supraunitare. Atunci,
GU = \GO si GU' = X\2GO, relatia de demonstrat devenind: )\—11 + )\% = % echivalenta

cu 2 (A1 + A2) = A1 - Ao, adica 2 - 9R§’j% = gRg"i%, relatie evidenta. O

Teorema 415 Punctele izologice si izodinamice ale unui triunghi neechilateral ascuti-
tunghic sunt conciclice.

Demonstratie. Fie S si S'punctele izodinamice, iar U si U’ punctele izologice ale
triunghiului ABC' de centru O. Atunci, OS - OS’ = OU - OU"?, deci

0s _ou’

ou 08
si cum <SOU = <S'OU’ rezultd cid triunghiurile SOU si U’'OS’ sunt asemenea.
Atunci, m(<OSU) = m(<OU’S’), deci patrulaterul SUU'S” este inscriptibil. O

Teorema 416 Dreptele SU si S'U’ sunt antiparalele.
Demonstratie. Vezi teorema 415. (]

Observatia 417 Daca triunghiul ABC' este echilateral atunci S =U = O i S’ ¢i U’
sunt ,aruncate la infinit”.



