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1.23 PUNCTUL PIVOT AL UNUI TRIUNGHI

�Matematica este partea exact¼a a cunoaşterii umane.�- G. Moisil33

Teorema 431 (Teorema lui Miquel) Pe laturile triunghiului ABC se consider¼a
punctele necoliniare D;E; F (D 2 BC;E 2 CA;F 2 AB). S¼a se arate c¼a cercurile
circumscrise triunghiurilor AEF;BFD;CDE au un punct comun P:

Demonstra̧tie. Fie P punctul comun cercurilor circumscrise triunghiurilor BDF

Figura 1.103: Teorema lui Miquel

şi DCE (Figura 1.103). Deoarece patrulaterele FBDP şi CEPD sunt inscriptibile
rezult¼a:

m(\FPE) = 360� �m(\FPD)�m(\DPE)
= 360� � [180� �m( bB)]� [180� �m( bC)]
= 180� �m( bA);

deci patrulaterul FPEA este inscriptibil, adic¼a punctul P apaŗtine cercului circumscris
triunghiului AFE: �

33Grigore Moisil (1906-1973) �matematician român, profesor la Universitatea din Iaşi, membru al
Academiei Române
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Observa̧tia 432

1) Punctul P de concurenţ¼a a celor 3 cercuri se numeşte punctul pivot al tri-
unghiului DEF:

2) Triunghiul DEF se numeşte triunghiul lui Miquel .
3) Cercurile circumscrise triunghiurilor AFE;BFD;CDE se numesc cercurile

lui Miquel.
4) Din teorema lui Miquel rezult¼a m(\FPE) = 180� �m( bA); m(\FPD) = 180� �

m( bB); m(\DPE) = 180� �m( bC).
5) Fie P un punct şi PaPbPc triunghiul s¼au cevian în raport cu triunghiul ABC:

Cercurile circumscrise triunghiurilor APbPc, BPaPc şi CPaPb se intersecteaz¼a într-un
punct MP numit punctul pivot asociat lui P .

Teorema 433 Coordonatele unghiulare ale punctului pivot P sunt: m(\EDF )+m( bA);
m(\DEF ) +m( bB); respectiv m(\EFD) +m( bC):

Demonstra̧tie. Avem:

m(\BPC) = m(\BPD) +m(\DPC) = m(\BFD) +m(\DEC)
= [180� �m(\BDF )�m( bB)] + [180� �m(\EDC)�m( bC)]
= 360� � [m(\BDF ) +m(\EDC)]� [m( bB) +m( bC)]
= 360� � [180� �m(\EDF )]� [180� �m( bA)]
= m(\EDF ) +m( bA):

Analog se arat¼a c¼a m([CPA) = m(\FED) +m( bB) şi m(\APB) = m(\EFD) +m( bC). �
Teorema 434 În triunghiul ABC �e punctele D;D0 2 [BC]; E;E0 2 [CA]; F; F 0 2
[AB]: Dac¼a P şi P 0 sunt punctele pivot ale triunghiului DEF , respectiv D0E0F 0 atunci
punctele P şi P 0 coincid dac¼a şi numai dac¼a triunghiurile DEF şi D0E0F 0 sunt aseme-
nea.

Demonstra̧tie. Avem:

m(\BPC) = m(\BPD) +m(\DPC) = m(\BFD) +m(\DEC)
= [180� �m(\DFE)�m([EFA)] + [180� �m(\DEF )�m([FEA)]
= m(\EDF ) +m(\BAC):

Analog se arat¼a c¼am([CPA) = m(\DEF )+m(\ABC),m(\APB) = m(\EFD)+m(\ACB).
Dac¼a punctele P şi P 0 coincid, atunci m(\BPC) = m(\BP 0C), de unde

m(\EDF ) +m([PAC) = m( \E0D0F 0) +m(\BAC);

adic¼a m(\EDF ) = m( \E0D0F 0) şi analoagele de unde rezult¼a c¼a triunghiurile DEF şi
D0E0F 0 sunt asemenea. Dac¼a triunghiurile DEF şi D0E0F 0 sunt asemenea atunci,

m(\BPC) = m(\BP 0C); m(\APB) = m(\AP 0B); m([APC) = m(\AP 0C);

deci P coincide cu P 0. �
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Teorema 435 Triunghiul podar al punctului pivot P al triunghiului DEF este aseme-
nea cu triunghiul DEF:

Demonstra̧tie. Fie P1P2P3 triunghiul podar al punctului pivot P (Figura 1.103).
Deoarece patrulaterele AP2PP3, BP1PP3 şi CP1PP2 sunt inscriptibile rezult¼a c¼a punc-
tul pivot al triunghiului P1P2P3 este tocmai punctul P şi conform teoremei precedente
rezult¼a c¼a triunghiurile P1P2P3 şi DEF sunt asemenea. �

Teorema 436 Centrul cercului circumscris (O) al triunghiului ABC este punctul
pivot asociat al centrului de greutate (G) al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Dac¼aMaMbMc este triunghiul median al triunghiuluiABC, atunci
patrulaterele AMcOMb; BMaOMc; MaCMbO sunt inscriptibile, deci O este punctul
pivot asociat al lui G. �

Teorema 437 Ortocentrul (H) al triunghiului ABC este punctul pivot asociat tot al
lui H

Demonstra̧tie. Dac¼a HaHbHc este triunghiul ortic al triunghiului ABC, atunci
patrulaterele HHbAHc, HcHHaB, HHbCHa sunt inscriptibile, deci H este punctul
pivot asociat al lui H. �

Teorema 438 Centrul cercului înscris (I) în triunghiul ABC este punctul pivot aso-
ciat al punctului lui Gergonne (�) al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Dac¼a CaCbCc este triunghiul de contact al triunghiului ABC,
atunci patrulaterele ACcICb, BCaICc, CCbICa sunt inscriptibile, deci cercurile cir-
cumscrise triunghiurilor ACcCb, BCaCc şi CCbCa se interesecteaz¼a în I şi cum f�g =
ACa \BCb \ CCc rezult¼a concluzia. �

Teorema 439 Dreptele ce unesc punctul pivot (M) asociat unui punct P cu picioarele
cevienelor lui P intersecteaza laturile triunghiului ABC sub acelaşi unghi.

Demonstra̧tie. Fie PaPbPc triunghiul cevian al punctului P în raport cu tri-
unghiul ABC. Deoarece patrulaterele MPaCPb; MPbAPc; MPcBPa sunt inscriptibile
rezult¼a c¼a

m(\MPaC) = m(\MPbA) = m(\MPcB):

�


