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1.24 PUNCTUL LUI BEVAN

,Unu si cu unu nu fac doi,/Unu si cu unu fac trei
sau patru, sau cinci.../Matematica s-o fi scriind cu cifre
dar pozia nu se scrie cu cuvinte.” - Nichita Stanescu

Fie I,, Iy, 1. centrele cercurilor A, B, C- exinscrise corespunzatoare triunghiului
ABC si 1,11, triunghiul antisuplementar corespunzator triunghiului ABC. Cercul
circumscris triunghiului 1,11, se numeste cercul lui Bevan (Figura 1.104). Cen-
trul cercului circumscris triunghiului 1,1, se numeste punctul lui Bevan (V).

Figura 1.104: Punctul lui Bevan

Teorema 440 Perpendicularele duse din punctele I, Iy, I. pe laturile BC, C' A, respec-
tiv AB ale triunghiului ABC sunt concurente in punctul lui Bevan.

Demonstratie. Triunghiul ABC' este triunghiul ortic al triunghiului exinscris
(vezi “Cercurile exinscrise”). Deoarece perpendicularele duse din varfurile unui tri-
unghi XY Z pe laturile triunghiului ortic corespunzitor sunt concurente in centrul
cercului exinscris triunghiului XY Z, atunci perpendicularele duse din centrele cer-
curilor exinscrise I, Iy, I. pe laturile BC, C A, respectiv AB sunt concurente in centrul
cercului circumscris triunghiului 1,11, adica in punctul lui Bevan. O
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Teorema 441 Triunghiul podar al punctului lui Bevan al triunghiului ABC' este tri-
unghiul cotangentic T,TpT. al triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi teorema 440. O

Teorema 442 Punctul lui Bevan este centrul de omologie intre triunghiul cotangentic
TaToTe al triunghiului ABC si triunghiul antisuplementar 1,1yl al triunghiului ABC.

Demonstratie. Avem 1,7, N [, N I. 7. = {V'} si conform teoremei lui Desargues
rezulta ca triunghiurile 7,77 si I, Ip1. sunt omologice. O

Teorema 443 Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC' si O centrul cercului
circumseris triunghiului ABC. Punctele I,0 §i 'V sunt coliniare.

Demonstratie. Punctul I este ortocentrul triunghiului antisuplementar I, 131., V'

Figura 1.105: I — O -V

centrul cercului circumscris triunghiului, iar O este centrul cercului Euler al triunghi-
ului I 1p1,., deci punctele I, 0 si V sunt coliniare, ele apartinind dreptei lui Euler a
triunghiului 1,11, (Figura 1.105). O

Teorema 444 Segmentele IO i OV sunt congruente.
Demonstratie. Deoarece centrul cercului lui Euler este mijlocul segmentului de-
terminat de ortocentru, respectiv centrul cercului circumscris unui triunghi, solutia

este evidenta. O

Teorema 445 Punctul lui Bevan este centrul cercului circumscris triunghiului anti-
suplementar I, Iyl corespunzator triunghiului ABC.
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Demonstratie. Centrul cercului inscris (/) in triunghiul ABC este ortocentrul
triunghiului 7,1pI.. Punctul lui Bevan (V') al triunghiului ABC' este simetricul lui I
fatd de centrul cercului circumscris triunghiului ABC' (centrul cercului lui Euler al tri-
unghiului 1,1;1..), deci V este centrul cercului circumscris triunghiului antisuplementar
1.0yl O

Teorema 446 Lungimea segmentului OV este egald cu |/ R? — aj:gfr -, unde R este

raza cercului circumscris triunghiului ABC, iar a,b, ¢ sunt lungimile laturilor triunghi-

uluit ABC.

Demonstratie. Din relatia lui Euler pentru triunghiul ABC avem:

be
O = R*—2Rr=R>-2— """ __.
" 1-A[ABC] "
2 abe
N a+b+c’
de unde OI = OV = /R? — #ﬁic (unde r este raza cercului inscris in triunghiul
ABC sip= %b‘*'c) O

Observatia 447 Anticomplementul punctului lui Bevan se numeste punctul lui Longuet

— —
— Higgins (L,), deci L,G = 2GV'.

Teorema 448 Complementul V*al punctului lui Bevan al triunghiului ABC' este mi-
jlocul segmentului TH, unde I este centrul cercului inscris in triunghiul ABC gi H
ortocentrul triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie {V*} = VGNIH. Deoarece HG = 2GO si IG = 2GS, (unde
Sp este punctul lui Spieker al triunghiului ABC), rezulta ca G este centrul de greutate
al triunghiului IV H, deci VV* este mediana, de unde VG = 2GV™*, relatie ce arata
ca V*- mijlocul segmentului I H— este complementul punctului lui Bevan. O

Teorema 449 Raza cercului lui Bevan este egala cu 2R, unde R este raza cercului
circumseris triunghiului ABC..

Demonstratie. Fie Ry raza cercului Bevan si a/,¥',c’ lungimile laturilor tri-
unghiului I,J,I.. Deoarece m(BI,C) = 90° — im(A), m(CIL,A) = 90° — $m(B) si
m(A/I_E) =90° — %m(a) (vezi [12, § I11.10]), iar triunghiul ABC este triunghiul ortic
al triunghiului I,11., rezulta

-~

a = a' cos BI,C = a’ cos [90O - m(A)} = a’sin 5

2

/I _ _a /1 b s ) ¢ :

de unde o’ = i d Analog, b/ = o sicd = el Atunci,
R, — ab'd abc
v 4Ai, 1) 4singsinZsin$ - R(a+b+c)
abc
= — =2R,
2 Ajapey

unde Az, 1,7, = R(a+b+c), R= %, Alapc) = 4Rpsin§sin§sin % ([
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Teorema 450 Punctul lui Bevan (V') al triunghiului ABC' gi I centrul cercului inscris
triunghiului ABC' se afla la aceeasi distantd fata de dreapta lui Euler a triunghiului
ABC.

Demonstratie. Dreapta lui Euler a triunghiului ABC' trece prin centrul circum-
scris O al triunghiului ABC, iar cum V gi I sunt egal departate de O, rezulta ca V si
I se afld la aceeasi distanta fata de dreapta lui Euler a triunghiului ABC. O

Teorema 451 Punctul lui Nagel (N), Longchamps (L) si Bevan (V) ale triunghiului
ABC sunt coliniare i NV = VL.

Demonstratie. Fie H,G, I, O ortocentrul, centrul de greutate, centrul cercului
inscris, respectiv centrul cercului circumscris triunghiului ABC' (Figura 1.106). Avem

Figura 1.106: N -V — L

HN || OI si HN = 201, V este simetricul lui I fatd de O, iar L este simetricul
ortocentrului H al triunghiului ABC fata de O. Avem

NI 3 VO LG 4

NG 22VI 2°LO 3
de unde
NI VO LG
NG VT 10
si din reciproca teoremei lui Menelaus aplicata in triunghiul /GO rezulta ca punctele
L,V i N sunt coliniare. Mai mult, deoarece OI || HN rezulta OV || HN si cum O este

mijlocul segmentului H L rezulta cd V este mijlocul segmentului LN, deci LV =V N.
O
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Teorema 452 Daca N,O,H,V sunt punctul lui Nagel, centrul cercului circumscris,
ortocentrul si respectiv punctul lui Bevan corespunzator triunghiului ABC, atunci
HN =20V =1V.

Demonstratie. Vezi teorema 451. U

Teorema 453 Ortocentrul H, punctul lui Spieker Sp, punctul lui Bevan V ale unui
triunghi ABC' sunt coliniare $i HSp = SpV'.

Demonstratie. Punctul lui Spieker este coliniar cu I si N si ISp = SpNa. Avem
Spl , HG 2 VO 1

SpG ~ T HO 3 VI 2
de unde
Spl HG VO _|
SpG HO VI

si din reciproca teoremei lui Menelaus aplicata in triunghiul /GO rezulta ca punctele
H,Sp i V sunt coliniare. Deoarece IV || HN si ISp = SpN, rezulta HSp = SpV. O

Teorema 454 Triunghiurile HSpNa si V. Spl sunt congruente.
Demonstratie. Vezi teorema 453. (]

Teorema 455 Paralelele duse prin punctul lui Bevan al triunghiului ABC la bi-
sectoarele interioare ale unghiurilor triunghiului ABC' intersecteazd laturile opuse in
punctele A', B',C". Dreptele AA', BB',CC" sunt concurente.

Demonstratie. Deoarece V' este centrul cercului circumscris triunghiului anti-
suplementar [,1Iyl., iar dreptele care unesc varfurile triunghiului ortic respectiv cu
punctele de intersectie dintre mediatoarele laturilor triunghiului de referintd sunt con-
curente (vezi [12, § II1.1]) rezultd concluzia. O

1.25 PUNCTUL LUI EXETER

,2Dacd ma simt nefericit, rezolv o problema de matematicd pentru a deveni fericit ... daca sunt
fericit, atunci compun o problema de matematica pentru a ma mentine fericit.” - Turan

Teorema 456 Fie TxTpTc triunghiul tangential corespunzator triunghiului ABC' gi
A',B',C" punctele in care medianele duse din varfurile A, B,C intersecteazd cercul
circumscris triunghiului ABC'. Dreptele TAA', TgB', TcC' sunt concurente.



