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1.24 PUNCTUL LUI BEVAN

�Unu şi cu unu nu fac doi,/Unu şi cu unu fac trei
sau patru, sau cinci.../Matematica s-o � scriind cu cifre
dar pozia nu se scrie cu cuvinte.�- Nichita St¼anescu

Fie Ia; Ib; Ic centrele cercurilor A;B;C- exînscrise corespunz¼atoare triunghiului
ABC şi IaIbIc triunghiul antisuplementar corespunz¼ator triunghiului ABC. Cercul
circumscris triunghiului IaIbIc se numeşte cercul lui Bevan (Figura 1.104). Cen-
trul cercului circumscris triunghiului IaIbIc se numeşte punctul lui Bevan (V ).

Figura 1.104: Punctul lui Bevan

Teorema 440 Perpendicularele duse din punctele Ia; Ib; Ic pe laturile BC;CA; respec-
tiv AB ale triunghiului ABC sunt concurente în punctul lui Bevan.

Demonstra̧tie. Triunghiul ABC este triunghiul ortic al triunghiului exînscris
(vezi �Cercurile exînscrise�). Deoarece perpendicularele duse din vârfurile unui tri-
unghi XY Z pe laturile triunghiului ortic corespunz¼ator sunt concurente în centrul
cercului exînscris triunghiului XY Z, atunci perpendicularele duse din centrele cer-
curilor exînscrise Ia; Ib; Ic pe laturile BC;CA; respectiv AB sunt concurente în centrul
cercului circumscris triunghiului IaIbIc, adic¼a în punctul lui Bevan. �
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Teorema 441 Triunghiul podar al punctului lui Bevan al triunghiului ABC este tri-
unghiul cotangentic �a� b� c al triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Vezi teorema 440. �

Teorema 442 Punctul lui Bevan este centrul de omologie între triunghiul cotangentic
�a� b� c al triunghiului ABC şi triunghiul antisuplementar IaIbIc al triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Avem Ia�a \ Ib� b \ Ic� c = fV g şi conform teoremei lui Desargues
rezult¼a c¼a triunghiurile �a� b� c şi IaIbIc sunt omologice. �

Teorema 443 Fie I centrul cercului înscris în triunghiul ABC şi O centrul cercului
circumscris triunghiului ABC. Punctele I;O şi V sunt coliniare.

Demonstra̧tie. Punctul I este ortocentrul triunghiului antisuplementar IaIbIc, V

Figura 1.105: I �O � V

centrul cercului circumscris triunghiului, iar O este centrul cercului Euler al triunghi-
ului IaIbIc, deci punctele I;O şi V sunt coliniare, ele apaŗtinând dreptei lui Euler a
triunghiului IaIbIc (Figura 1.105). �

Teorema 444 Segmentele IO şi OV sunt congruente.

Demonstra̧tie. Deoarece centrul cercului lui Euler este mijlocul segmentului de-
terminat de ortocentru, respectiv centrul cercului circumscris unui triunghi, soluţia
este evident¼a. �

Teorema 445 Punctul lui Bevan este centrul cercului circumscris triunghiului anti-
suplementar IaIbIc corespunz¼ator triunghiului ABC:
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Demonstra̧tie. Centrul cercului înscris (I) în triunghiul ABC este ortocentrul
triunghiului IaIbIc. Punctul lui Bevan (V ) al triunghiului ABC este simetricul lui I
faţ¼a de centrul cercului circumscris triunghiului ABC (centrul cercului lui Euler al tri-
unghiului IaIbIc), deci V este centrul cercului circumscris triunghiului antisuplementar
IaIbIc. �

Teorema 446 Lungimea segmentului OV este egal¼a cu
q
R2 � abc

a+b+c , unde R este
raza cercului circumscris triunghiului ABC, iar a; b; c sunt lungimile laturilor triunghi-
ului ABC:

Demonstra̧tie. Din relaţia lui Euler pentru triunghiul ABC avem:

OI2 = R2 � 2Rr = R2 � 2 abc

4 �A [ABC] � r

= R2 � abc

a+ b+ c
;

de unde OI = OV =
q
R2 � abc

a+b+c (unde r este raza cercului înscris în triunghiul

ABC şi p = a+b+c
2 ). �

Observa̧tia 447 Anticomplementul punctului lui Bevan se numeşte punctul lui Longuet
�Higgins (Lo), deci

��!
LoG = 2

��!
GV .

Teorema 448 Complementul V �al punctului lui Bevan al triunghiului ABC este mi-
jlocul segmentului IH; unde I este centrul cercului înscris în triunghiul ABC şi H
ortocentrul triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Fie fV �g = V G\ IH: Deoarece HG = 2GO şi IG = 2GSp (unde
Sp este punctul lui Spieker al triunghiului ABC); rezult¼a c¼a G este centrul de greutate
al triunghiului IV H, deci V V � este median¼a, de unde V G = 2GV �, relaţie ce arat¼a
c¼a V �- mijlocul segmentului IH�este complementul punctului lui Bevan. �

Teorema 449 Raza cercului lui Bevan este egal¼a cu 2R, unde R este raza cercului
circumscris triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Fie RV raza cercului Bevan şi a0; b0; c0 lungimile laturilor tri-
unghiului IaIbIc. Deoarece m(\BIaC) = 90� � 1

2m(
bA); m(\CIbA) = 90� � 1

2m(
bB) şi

m(\AIcB) = 90�� 1
2m(

bC) (vezi [12, § III.10]), iar triunghiul ABC este triunghiul ortic
al triunghiului IaIbIc, rezult¼a

a = a0 cos\BIaC = a0 cos
�
90� � 1

2
m( bA)� = a0 sin A

2
;

de unde a0 = a
sin A

2

. Analog, b0 = b
sin B

2

; şi c0 = c
sin C

2

. Atunci,

RV =
a0b0c0

4A[IaIbIc]
=

abc

4 sin A2 sin
B
2 sin

C
2 �R(a+ b+ c)

=
abc

2 �A[ABC]
= 2R;

unde A[IaIbIc] = R (a+ b+ c) ; R =
abc

4A[ABC]
; A[ABC] = 4Rp sin

A
2 sin

B
2 sin

C
2 : �
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Teorema 450 Punctul lui Bevan (V ) al triunghiului ABC şi I centrul cercului înscris
triunghiului ABC se a�¼a la aceeaşi distanţ¼a faţ¼a de dreapta lui Euler a triunghiului
ABC.

Demonstra̧tie. Dreapta lui Euler a triunghiului ABC trece prin centrul circum-
scris O al triunghiului ABC, iar cum V şi I sunt egal dep¼artate de O, rezult¼a c¼a V şi
I se a�¼a la aceeaşi distanţ¼a fa̧t¼a de dreapta lui Euler a triunghiului ABC. �

Teorema 451 Punctul lui Nagel (N), Longchamps (L) şi Bevan (V ) ale triunghiului
ABC sunt coliniare şi NV � V L.

Demonstra̧tie. Fie H;G; I;O ortocentrul, centrul de greutate, centrul cercului
înscris, respectiv centrul cercului circumscris triunghiului ABC (Figura 1.106). Avem

Figura 1.106: N � V � L

HN k OI şi HN = 2OI, V este simetricul lui I faţ¼a de O, iar L este simetricul
ortocentrului H al triunghiului ABC faţ¼a de O. Avem

NI

NG
=
3

2
;
V O

V I
=
1

2
;
LG

LO
=
4

3
;

de unde
NI

NG
� V O
V I

� LG
LO

= 1

şi din reciproca teoremei lui Menelaus aplicat¼a în triunghiul IGO rezult¼a c¼a punctele
L; V şi N sunt coliniare. Mai mult, deoarece OI k HN rezult¼a OV k HN şi cum O este
mijlocul segmentului HL rezult¼a c¼a V este mijlocul segmentului LN , deci LV � V N .
�
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Teorema 452 Dac¼a N;O;H; V sunt punctul lui Nagel, centrul cercului circumscris,
ortocentrul şi respectiv punctul lui Bevan corespunz¼ator triunghiului ABC, atunci
HN = 2OV = IV .

Demonstra̧tie. Vezi teorema 451. �

Teorema 453 Ortocentrul H; punctul lui Spieker Sp, punctul lui Bevan V ale unui
triunghi ABC sunt coliniare şi HSp � SpV .

Demonstra̧tie. Punctul lui Spieker este coliniar cu I şi N şi ISp � SpNa. Avem

SpI

SpG
= 3;

HG

HO
=
2

3
;
V O

V I
=
1

2
;

de unde
SpI

SpG
� HG
HO

� V O
V I

= 1

şi din reciproca teoremei lui Menelaus aplicat¼a în triunghiul IGO rezult¼a c¼a punctele
H;Sp şi V sunt coliniare. Deoarece IV k HN şi ISp � SpN; rezult¼a HSp � SpV . �

Teorema 454 Triunghiurile HSpNa şi V SpI sunt congruente.

Demonstra̧tie. Vezi teorema 453. �

Teorema 455 Paralelele duse prin punctul lui Bevan al triunghiului ABC la bi-
sectoarele interioare ale unghiurilor triunghiului ABC intersecteaz¼a laturile opuse în
punctele A0; B0; C 0. Dreptele AA0; BB0; CC 0 sunt concurente.

Demonstra̧tie. Deoarece V este centrul cercului circumscris triunghiului anti-
suplementar IaIbIc, iar dreptele care unesc vârfurile triunghiului ortic respectiv cu
punctele de interseçtie dintre mediatoarele laturilor triunghiului de referinţ¼a sunt con-
curente (vezi [12, § III.1]) rezult¼a concluzia. �

1.25 PUNCTUL LUI EXETER

�Dac¼a m¼a simt nefericit, rezolv o problem¼a de matematic¼a pentru a deveni fericit ... dac¼a sunt
fericit, atunci compun o problem¼a de matematic¼a pentru a m¼a menţine fericit.�- Turan

Teorema 456 Fie TATBTC triunghiul tangenţial corespunz¼ator triunghiului ABC şi
A0; B0; C 0 punctele în care medianele duse din vârfurile A;B;C intersecteaz¼a cercul
circumscris triunghiului ABC. Dreptele TAA0; TBB0; TCC 0 sunt concurente.


