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1.27 PUNCTUL LUI GRAY

»JTot ce e gandire corectd este sau matematicd sau susceptibila de matematizare.”- Grigore
. . 5
Moisil®®

Teorema 465 Fie XY, 7 simetricele centrului cercului inscris in triunghiul ABC
fata de laturile BC,CA, respectiv AB. Dreptele AX, BY i CZ sunt concurente.

Demonstratie. Fie DEF triunghiul ortic al triunghiului I3 IsI3. Deoarece dreptele

Figura 1.109: Punctul lui Gray

Aly, Bl,,Cls, respectiv 11D, IsFE, IsF sunt concurente, atunci din teorema lui Dottl
rezultd ca dreptele AD, BE gi CF sunt concurente intr-un punct U (Figura 1.109).
Deoarece AD, BE si C'F sunt izogonalele dreptelor AX, BY, respectiv CZ — vezi ,,Tri-
unghiul I cevian” — rezultd ca dreptele AX, BY si C'Z sunt concurente in punctul
izogonal conjugat al lui U. O

Observatia 466 Punctul de concurentd al dreptelor AX, BY $i CZ se numeste punc-
tul lui Gray®® (J) al triunghiului ABC, iar XY Z se numeste triunghiul lui Gray
corespunzator triunghiului ABC'.

Teorema 467 Punctul lui Gray al triunghiului ABC' este coliniar cu centrul cercului
inscris (I) in triunghiul ABC si cu ortocentrul triunghiului I — cevian.

35 Grigore Moisil (1906-1973) — matematician roman, profesor la Universitatea din Iagi, membru al
Academiei Roméne, contributii importante in informaticd
36 Andrew Gray (1847-1925) — matematician scotian, profesor la Universitatea din Glasgow
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Demonstratie. Fie J punctul lui Gray al triunghiului ABC, I115I5 triunghiul T
cevian, DEF triunghiul ortic al triunghiului I 513, H' ortocentrul triunghiului I7 1513,
X, Y, Z simetricele lui I fata de laturile BC, C A, respectiv AB si A1B1C1 triunghiul
J — cevian in raport cu triunghiul ABC.

Triunghiurile DEF si A1 B1C4 sunt omologice, I fiind centrul de omologie (vezi [12,
§ II1.12]). Deoarece triunghiurile ABC si 111313 sunt omologice, I fiind centrul omolo-
giei, atunci conform teoremei (vezi [12, § II1.21]) rezulta cd dreptele I1 D, [ E, IsF si
1J sunt concurente, deci H' € IJ. U

Teorema 468 Fie XY Z triunghiul Gray corespunzator triunghiului ABC, 111513 tri-
unghiul I — cevian corespunzator triunghiului ABC, H,HyH. triunghiul sdu ortic,
{M} = XY NBC,{M} =YZnAB,{A1} = Hy,IsnN BC,{C1} = ABnN H,H,. Bi-
sectoarea interioard a unghiului I3A1 B intersecteaza latura AB in N, iar bisectoarea
interioard a unghiului BC1H, intersecteaza latura BC in M". Dreptele MN si M"N"
sunt paralele.

Demonstratie. Deoarece BH, este bisectoarea exterioara a unghiului C1H,I3

C

1

Figura 1.110: Triunghiul lui Gray

rezultd, cd M" este centrul cercului inscris in triughiul CyH,H, rezultda H.M" este
bisectoarea unghiului C1 H.H,. Rezultd ca IsM” L BC (vezi [12, § III.1]) si 1 N" LAB,
adicd patrulaterul N”M"I;15 este inscriptibil (Figura 1.110). Patrulaterul M NI3l;
este inscriptibil (cf. th. 467). Cercurile circumscrise patrulaterelor N”M" 1113 si
M N I31; se intersecteazd in punctele Iy si I3, deci MN || M"N" (cf. th. 469). O
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Teorema 469 (Teorema lui Reim) Fie C, D punctele de intersectie dintre cercurile
Ci si Cy. Fie A,B € Cy ¢t E,F € Cy astfel incdt punctele A, C,F si B, D, E sunt
coliniare. Dreptele AB gi EF sunt paralele.

Demonstratie. Fie T' € AF astfel incat ' € [CT] (Figura 1.111). Avem m(<BDC) =

Figura 1.111: Teorema lui Reim

m(<EFC) de unde rezulta ca:

m(<BAC) = m(<EFT) = 180° — m(<BDC),
deci EF || AB. O
Teorema 470 Daca A;N" N C1M" = {8}, atunci punctele B, i Y sunt coliniare.

Demonstratie. Dreptele Ay N” si AI sunt perpendiculare fiind bisectoarele unghi-
urilor HyA;C sirespectiv BAC' (patrulaterul BH.H,C fiind inscriptibil). Cum AI L ZY
rezultda AiN" || ZY si analog C1M" || XY. Conform proprietitii precedente MN ||
M"N" ¢i cum MM"” N NN" = {B} rezulta c& triunghiurile N"M"3 si NMY sunt
omotetice (centrul de omotetie fiind punctul B), deci punctele B, 3 si Y sunt coliniare.
O

Teorema 471 Fie XZY triunghiul lui Gray al triunghiulut ABC, {M} = XY N BC.
Punctele M,C,Y si centrul cercului (I) inscris in triunghiul ABC sunt conciclice.

Demonstratie. Deocarece IX = IY = 2r rezultd ca ICLXY (XC = YC =
C1I), de unde rezulta <IY X = <ICY (unghiuri cu laturile perpendiculare doua cate
doud). Cum <ICY = <ICM rezultd <IY M = <ICM, deci patrulaterul IMCY este
inscriptibil. O

Teorema 472 Fie XZY triunghiul lui Gray al triunghiului ABC, {M} = XY N
BC. Dreapta I X este tangenta cercului circumscris patrulaterului IMCY, unde I este
centrul cercului tnscris in triunghiul ABC.

Demonstratie. Deoarece <MIX = <UXM = <IY M rezulta concluzia. O
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Teorema 473 Daca X ZY triunghiul lui Gray al triunghiului ABC, {M} = XYNBC,
{Cy} = IX N BC, atunci CoM = é

p—cC

Demonstratie. Din puterea unui punct fati de un cerc rezultd C,I? = C,M-C,C,
2
de unde C, M = prfc (relatie care determind pozitia punctului M pe latura BC'). O

Teorema 474 Fie XY Z triunghiul lui Gray corespunzator unui triunghi ABC, I cen-
trul cercului tnscris in triunghiul ABC, I11s15 triunghiul I — cevian in raport cu tri-
unghiul ABC, Y' simetricul lui Y fatd de dreapta BI, {M'} = XY' N BC,{N'} =
ZY' N AB. Dreptele M'N' si 1113 sunt paralele.

Demonstratie. Fie {M} = XY N BC,{N} = ZY N AB (Figura 1.112). Din

A

X

Figura 1.112: Triunghiul lui Gray - I11s13

: : 1B __ c IsB _ a
teorema bisectoarei Tc=sS72A=1% de unde
ab ac
Bl = — Bl = .
b+c a+b

Avem: r? = C,M - C,C, sau
r? =C.N'-C,C = C,M' - C,A,

deci C,M' = r® Dar

p—a’
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— . . . o ! . . . .
Analog, BN' = (p=b)(b+c) si de aici rezulta g—g = %, iar din reciproca teoremei

Thales rezulta I113 || M'N'. O
Teorema 475 Patrulaterul MM'NN' este trapez isoscel.

Demonstratie. Deoarece punctele M si N’ respectiv M’ si N sunt simetrice fat
de BI, rezulta concluzia. O

Teorema 476 Punctele M, N, I3, 11 sunt conciclice.

Demonstratie. Deoarece M M’ N N’ este trapez isoscel rezulta <M M'N' = <M NN’
(i); din I1I3 || M'N' rezultd <BI I3 = <BM’'N’ (ii). Din (i) si (ii) rezultd <BI1I3 =
<M N I3, adica patrulaterul M N I3, este inscriptibil. O

Teorema 477 Fie XY Z triunghiul lui Gray corespunzator unui triunghi ABC. Tri-
unghiurile XY Z si ABC' sunt bilogice, centrul de ortologie fiind centrul cercului inscris
in triunghiul ABC.

Demonstratie. Solutia este evidenta. O

Teorema 478 (Teorema lui Ayme) Fie H,HyH. triunghiul ortic al triunghiului
ABC si A1B1Ch aza orticd a sa, b',b”,b" bisectoarele interioare ale unghiurilor fiBTA,
H. A1 B, respectiv H,Ch A, iar {a} =0 Nb", {8} =0"N0", {v} =NV Triunghi-
urile ABC' gi a8y sunt omologice, punctul lui Gray al triunghiului ABC fiind centrul
omologiet.

Demonstratie. Deoarece o € AX, 3 € BY,y € CZ- conform teoremei lui Casey
(vezi [12, § II1.21]) — si cum AX N BY NCZ = {J} rezultd ca AanN BN Cvy = {J},
unde J este punctul lui Gray al triunghiului ABC, deci triunghiurile ABC' i a3y sunt
omologice, punctul lui Gray al triunghiului ABC fiind centrul omologiei. O

Observatia 479 Din teorema precedenta rezultd ca triunghiurile ABC, afy si XY Z
sunt omologice, punctul lui Gray fitnd centrul omologies.

Teorema 480 Fie XY Z triunghiul lui Gray corespunzator unui triunghi ABC, H, HyH.,
triunghiul ortic al triunghiului ABC. Aza de omologie dintre triunghiurile ABC gi
XY Z este paralela cu azxa ortica a triunghivlui ABC.

Demonstratie. Fie {A,} = HyH.NBC,{B1} = H,H.NAC 5i {C1} = H,H,NAB;
dreapta A1 B1C) este axa orticd a triunghiului ABC (vezi ,Axa orticd”). Deoarece
AXNBYNCZ = {J} (J — punctul lui Gray) atunci triunghiurile ABC gi XY Z
sunt omologice, fie d axa lor de omologie. Fie A1Ay || YZ,B1By || ZX,C1C || XY,
{Ag} = B1Bs N 0102,{B3} = A1A5 N 0102,{03} = A1A5 N B1By. Din teorema
lui Ayme rezulta cd triunghiurile ABC, XY Z si A3B3Cs sunt omologice, centrul de
omologie fiind punctul lui Gray (J) al triunghiului ABC. Axa de omologie dintre
triunghiurile ABC' si A3B3Cs5 este axa ortica a triunghiului ABC' si conform teoremei
lui Casey rezulta cd dreapta d || A1 B;. O
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Teorema 481 (Teorema lui Gray) Fie J punctul lui Gray corespunzator unui tri-
unghi ABC' i I centrul cercului inscris in triunghiul ABC. Dreapta lui Euler a tri-
unghiului ABC' este paraleld cu dreapta I.J.

Demonstratie. Punctul I este centrul de ortologie al triunghiurilor ABC si XY Z
si J este centrul de omologie dintre aceste triunghiuri. Din teorema lui Sondat rezulta
IJ1d (unde d este axa de omologie dintre triunghiurile ABC si XY Z), cum d || A1 By
(unde Ay B este axa orticd a triunghiului ABC) rezulta I.J L Ay By. Deoarece dreapta
lui Euler a triunghiului ABC este perpendiculard pe axa orticd a triunghiului ABC
(vezi ,Axa orticd”) rezulta ca dreapta lui Euler este paraleld cu dreapta I.J. [l

Observatia 482 Dreapta 1J se numeste dreapta lui Gray.

1.28 PUNCTUL LUI HEXYL

»2Matematica este calea de intelegere a Universului.”- Pitagora37

Teorema 483 Fie O, Oy, O, simetricele centrului cercului circumscris (O) al unui
triunght ABC' fata de laturile BC,CA, respectiv AB si HyHyH. triunghiul ortic al
triunghiului ABC. Dreptele O, H,, OyHy, O.H,. sunt concurente.

Demonstratie. Daca M, este mijlocul lui BC, atunci 20M, = AH (vezi [12, §
II1.1]), deci AH = OO,; cum AH 1 BC si OO, LBC rezultd AH = OO, adica patru-
laterul AHO,O este paralelogram (Figura 1.113). Mijlocul diagonalei AO, este Og -
mijlocul segmentului [OH]. Fie A’, B',C’ simetricele punctelor H,, Hy, respectiv H,
fata de centrul cercului lui Euler (Og) al triunghiului ABC'. Patrulaterul AHO, A’ este
paralelogram (deoarece Og este mijlocul diagonalelor AO, si H,A"), deci AA" || H,O,.
Analog, se aratd ca BB’ || HyOp si CC" || H.O.. Deoarece dreptele AA', BB',CC’
sunt concurente in punctul lui Prasolov (vezi ,Punctul lui Prasolov”) rezultd ci si
simetricele acestora fata de centrul lui Euler sunt concurente. O

Observatia 484 Punctul de concurenta al dreptelor OuHgy, OpHy, O.H. se numeste
punctul lui Hexyl (Hy) al triunghiului ABC.

Teorema 485 Punctul lui Hexyl este simetricul punctului lui Prasolov (P,) fata de
centrul cercului triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi teorema 483. ([

37Pitagora (580-500 1 .Hr.) — filosof si matematician grec



