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——  (3R+r)MI+rMO
Demonstratie. Se arati ca MW = 22D RY  ytilizand relatiile:
2r+3R ’ ]

— R2 . — . — . —
MO = ﬁ(SIDQA'MA—}—SIHQB-MB—}—SIHQC-MC)

si

m: aMA+bMB+cMC.
a+b+ec

1.33 PUNCTELE LUI PELLETIER

»2Matematicienii sunt ca francezii: orice le spui traduc in limba lor si drept urmare rezulta ceva
complet diferit.” — J. W. Goethe®?

Teorema 509 (Teorema lui Pelletier) Intr-un triunghi ABC, dreptele care unesc
picioarele inaltimilor corespunzatoare varfurilor B si C, picioarele bisectoarelor core-
spunzatoare varfurilor B gi C si punctele de tangentd ale cercului tnscris cu laturile
AB gi AC sunt concurente.

Demonstratie.Vom demonstra teorema utilizdnd coordonatele baricentrice.

Lema: Fie punctele Q;(, B;,7;), i@ = 1,3 in planul unui triunghi ABC. Prin
fiecare punct Q;, i = 1,3, ducem cevienele AA;, BB;, CC;, i = 1,3. Dreptele B1C1,
Bo(Cs, B3C3 sunt concurente dacd §i numai dacd

Loar 1/8y 1/m
l/ag 1/By 1/vy | =0.
ljag 1/B3 1/vs

Demonstratie lema. Avem B;(«a;,0,7,), i = 1,3, Ci(ay, 8
dreptelor B;C; sunt:

0), i = 1,3. Ecuatiile

Conditia de concurentd a trei drepte conduce la concluzia problemei.
Demonstratia teoremei. Coordonatele baricentrice ale ortocentrului, centrului
cercului inscris gi ale punctului lui Gergonne corespunzatoare triunghiului ABC sunt:

H(ctgB-ctgC, ctgC-etg A, ctgA-ctgB), (35, 25, ), T (L, Lo oaoo)),

Conform lemei, dreptele sunt concurente daca:

3 Johann Goethe (1749-1832) — poet, scriitor german
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2tg§

1+tg2 4’
A B C

tg5 =m, g5 =n, tgs5 =p.

A . tg4 <
r=(p—a)tgy, a=2RsinA =2R—2+. Notam

Utilizadm formulele tgA = Ty

1 1 1
a b c 1 1 1
p—a p—-b p—c m n p

O

Observatia 510 Fie A" punctul de intersectie al celor trei drepte. Analog se definesc
punctele B gi C'. Punctele A', B si C' se numesc punctele lui Pelletier, iar
A'B'C' se numeste triunghiul lui Pelletier. Analog se arati ci dreptele care un-
esc picioarele tnaltimilor corespunzatoare varfurilor B gi C, picioarele bisectoarelor
corespunzatoare B si C si punctele de contact ale cercurilor exinscrise triunghiului
ABC' cu laturile AB gi AC sunt concurente (se considerda punctele I, H si punctul lui
_ b p—

N(lg@l N(%? pTv %))

Teorema 511 Triunghiul ABC' si triunghiul lui Pelletier corespunzator sunt omolog-
ice.

Demonstratie. Fie Iy, I5, I3 picioarele bisectoarelor interioare ale unghiurilor A,

A

Figura 1.118: Punctele lui Pelletier

B, respectiv C gi C,CyC, triunghiul de contact al triunghiului ABC (Figura 1.118),
atunci {4’} = C,C. N I3, {B'} = C,C.N 113 51 {C'} = C,Cy N 11y iar {A"} =
AA' N BC, {B"} = BB N AC, {C"} = CC' N AB si fird a restrange generalitatea
presupunem ci a > b > ¢. Considerand triunghiul ABC, transversala C.C} si ceviana
AA" avem: . .
AC. AC AC. A B
AB C,C AC, A'C

1 (i)
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Din teorema lui Menelaus in triunghiul AC,C, si transversala A — I3 — I avem:

AC. LA LC,

. . 1 ..

AC, 0, LA (i)
Din teorema bisectoarei rezultd: IobA = ab—fc, I3A = ab—fb, de unde rezulta

— —b
Ly = A—Cya=2=90=b)
a+c

si

150, = w‘ (iif)

Din relatiile (ii) si (iii) rezulta

= . (iv)

Din relatiile (i) si (iv) rezulta

A'B ¢ p-a (p-b)a—c)
A'C b p—c (p—c)la—0>)
_ ca—c (p—a)(p—b)

b a—b p—c)?

Analog, se demonstreaza ca

si

CA b (c=b) (p—c)lp—a)

a (c—a)  (p—0b)?
de unde 2,,2 . g,,g . g,,g = 1, iar din reciproca teoremei lui Ceva rezults ci dreptele AA’,
BB', CC' sunt concurente. Atunci, din teorema lui Desargues rezulti cii triunghiurile
ABC si A'B'C'sunt omologice.




