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1.35 PUNCTUL LUI FEUERBACH

,Ca si te indoiesti de linia dreapta trebuie sa stii mai intai din cite puncte e facutd.” — Nichita

Stanescu®®

Teorema 520 (Teorema lui Feuerbach®) Intr-un triunghi, cercul lui Euler este
tangent cercului inscris gi cercurilor exinscrise corespunzatoare.

___Demonstratie. Solutia 1. Fie A’ intersectia bisectoarei interioare a unghiului
BAC cu latura BC, H,HyH, triunghiul ortic al triunghiului ABC, M,, My, M, mi-
jloacele laturilor BC', AB, respectiv AC' ale triunghiului ABC, C,CyC. triunghiul
de contact, iar D, Dy, D. proiectiile punctului I,— centrul cercului A - exinscris -
pe dreptele BC,CA, respectiv AB (Figura 1.120). Vom demonstra mai intai ca:

Figura 1.120: Teorema lui Feuerbach

M,C? = M,H, - M,A’. Din teorema bisectoarei rezulti % = ¢, de unde BA' = e
Avem:
a ac _ a(b—c)

MA =2 -
2 b4+c 20b+c

(i)

*5Nichita St#nescu (1933 — 1983) — eseist, poet roman, ales postum membru al Academiei Romane
40Karl Feuerbach (1800-1834) — matematician german, contributii importante in geometrie
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Din triunghiul dreptunghic AH,B si AH,C rezultd
AH? = AB? - BH? = AC* - CH?** - ¢ = (H,C + H,B)(H,C — H,B),
v’ — c? =a(a —2H,B), de unde H,B = % si de aici

b2 — 2
2a

M,H, = M,B — BH, = (i)

Deoarece BC, = CD, =p—bunde p = %HC, (vezi ,Cercul inscris intr-un triunghi”
) rezultd

MaCa:MaB—BCa:g—(p—b):b;C (i)
Din relatiile (i), (ii) si (iii) rezulta
Macc% = MyH, - MaA, (1V)

Egalitatea (iv) arata ca punctul H, (care apartine cercului lui Euler al triunghiului
ABC) se transform# prin inversiunea de centru M, si raport M,C? in punctul A’. Prin
aceasta inversiune, cercul lui Euler (fard punctul M,) se transforma intr-o dreapta d
antiparaleld cu BC' in raport cu A ce trece prin A’ (vezi ,Cercul lui Euler”). Dreapta d
este a doua tangentd comunad interioara a cercului inscris si A— exinscris. Prin aceasté
inversiune cercul inscris se transforméa in el insusi deoarece modulul inversiunii este
egal cu puterea polului inversiunii fata de cercul considerat. Deoarece M,C, = M D,
rezultd cé gi cercul A — exinscris se transforma in el insusi. Dreapta d fiind tangenta
cercului inscris si A —exinscris (invariante in inversiunea consideratd) rezultd ca si
cercul lui Euler ar fi tangent acestor cercuri in punctele ¢ si ¢, (punctele de intersectie
dintre dreapta d si cercurile inverse si A — exinscris). Analog se aratd cd cercul lui
Euler este tangent cercurilor exinscrise corespunzénd varfurilor B si C.

Solutia 2. Fie ((I,r) cercul inscris in triunghiul ABC'. Utilizadm teorema lui Casey,
considerand cercurile (M, My, M.) obtinem:

c b a
Iy, = iatAML §,thMC 5
a b—c
b a—-c
tue = |5 - ===
c b—a
wc = |5 0-0|=|"3

(unde prin distanta tangentiala ¢;; dintre cercurile C; si C; intelegem lungimea tangen-
tei comune exterioare duse la cele doua cercuri, cele doud cercuri aflandu-se de aceeagi
parte a tangentei). Pentru ca cercul inscris si cercul medial sa fie tangente trebuie si
demonstram ca pentru o combinatie a semnelor + si — rezulta

+e(b—a)talb—c)xbla—c)=0,
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Figura 1.121: Punctul lui Feuerbach

ceea ce este evident. Din teorema lui Casey rezultd cid existd un cerc care trece prin
Mgy, My, M. gi . Cum cercul circumscris triunghiului median este cercul lui Euler
urmeaza ca cercul celor noua puncte si sunt tangente.

Solutia 3. Fie M, mijlocul laturii AB, H. piciorul indltimii din H, Og centrul
cercului lui Euler al triunghiului ABC, DE diametrul perpendicular pe AB, F si K
mijloacele segmentelor H D, respectiv HE (Figura 1.121). Deoarece KF = % =Rsi
cum Og € KF rezulta ca KF este diametru in cercul lui Euler al triunghiului ABC,
deci m(KM_.F) =90°. Fie XY L AB, XY diametru in cercul inscris in triunghiul ABC
(Y e AB) si XLIMK (L € KF). Atunci, LM = XY = 2r unde {M} = KF N AB.
Drepta F'M, este dreapta lui Simson a punctului D si este perpendiculard pe dreapta
CD in punctul S (vezi ,Dreapta lui Simson”). Avem

<H.CB = <SM.M = <DIY = <M.DS(= «).

Fie {T} = FY N KX. Aratam cd m(<KTY') = 90°, deci cercurile de diametre KF' gi
XY — adica cercul lui Euler si cercul inscris in triunghiul ABC' — sunt tangente in .
Din M.Y = DIsina,Y H. = IC'sin a rezulta

M_.Y -YH,= DI -IC -sin? a = 2Rrsin® a;

dar Rsin’a = FKsin?a = M. Fsinaw = MF, de unde M,Y - YH, = 2r - MF =
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LM - MF. Din puterea punctului M fata de cercul lui Euler rezulta

MM,.-MH. = MM?=MF-MK =MF(KL+ LM)
= MF-KL+MF-LM
= MF KL+ M.  -YH, (i)

Dar MH? — MY? = (MH, — MY)(MH,+ MY) =YH,-Y M,, deci
MH? = MM? = MY?+YH,.-YM. (ii)

Din relatiile (i) si (ii) rezultd MY? = MF - KL = LX?, adici &% = ME relatie
care aratda cd Kyl FY, deci cercul lui Euler si cercul inscris in triunghiul ABC' sunt
tangente in punctul ¢.

Solutia 4. Teorema medianei aplicata in triunghiul OI H ne da:

OI* +IH? OH?

10? = 5 1

sau

R? —2Rr +2r* —2r,R R?>—4r,R

2 - 4
unde 7, este raza cercului inscris in triunghiul ortic al triunghiului ABC' (vezi ,,Cercul
inscris” si ,,Cercul circumscris”), si de aici rezultd ca

103 =

R? —4Rr +4r2 (R —2r)?

10} = =
o 4 4
deci Ogl = % — 7. Cum % este raza cercului Euler rezultd cercul lui Euler si cercul
inscris sunt tangente interior. (]

Punctele p,p,,0p,0,. de tangentd dintre cercul lui Euler si cu cercurile tritangente
se numesc punctele lui F euerbach ale triunghiului ABC.

Observatia 521 Intr-un triunghi ABC' se duce cea de-a doua tangentd interioard a
cercului inscris cu fiecare cerc exinscris (primele tangente fiind laturile triunghiulug).
Dreptele ce unesc punctele de contact ale acestor trei tangente cu mijloacele laturilor
corespunzatoare trec prin punctele lui Feuerbach.

Teorema 522 Dreptele care unesc punctelele lui Feuerbach ale cercurilor exinscrise
cu punctul lui Feuerbach al cercului inscris trec prin piciorul bisectoarei situate pe
laturile respective.

Demonstratie. Piciorul bisectoarei interioare a unghiului BAC - punctul A’ -
este centrul de omotetie inversa dintre cercurile inscris si A - exinscris; punctul lui
Feuerbach ¢ este centrul de omotetie directa dintre cercurile lui Euler si cercul inscris,
iar ¢, cetrul de omotetie inversd intre cercul lui Euler si cercul A - exinscris, deci
punctele A’ si p, sunt coliniare. ([

Observatia 523 Triunghiul lui Feuerbach ¢, pyp. este triunghiul a carui varfur:

sunt punctele de tangenta dintre cercul celor noud puncte cu cercurile exinscrise unui
triunghi ABC.
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Teorema 524 Cercul ce trece prin picioarele bisectoarelor interioare ale unui triunghi
contine punctul lui Feuerbach al triunghiului.

Demonstratie. Vom arita ca triunghiul determinat de picioarele bisectoarelor
este asemenea gi omologic cu triunghiul lui Feuerbach. Vom utiliza in demonstratia
teoremei doud leme:

Lema 1. Cercul (O, R) este tangent exterior cercurilor C1(O1,71) si Co(Og,72)
in punctele A, respectiv B. Daca Ay si By sunt punctele de tangenta ale tangentei
exterioare comune cercurilor Cy si respectiv Ca, atunci

AB = 1 - A1 Bg.

\/(R + Tl)(R + 7’2)

Demonstratie. Teorema cosinusului aplicata in triunghiurile AOB si O10B (Figura

Figura 1.122: Cercuri tangente

1.122) ne da:
——  2R?— AB? AB?
COSAOB: T = 1— 27R2,
si -
0,02 = (R+711)*+ (R+12)> = 2(R+ r1)(R + 12) - cos(01003).

Din relatiile precedente rezulta:

2
0103 = (r1 —12)*> + (R+71)(R+12) - <f§f> :

Din trapezul A;B10201 avem: OO% = (r — 7”2)2 + Ale, de unde rezulta concluzia.

Lema 2. Fie a,b, c lungimile laturilor triunghiului ABC si C(O, R) cercul circum-
seris triunghiului ABC. Daca (1,,71,) este A-cercul exinscris, iar By gi Cy picioarele
bisectoarelor interioare ale unghiurilor B gi C, atunci

abcy/R(R + 2r,,)
(a+b)(atc) R

B.Cy =
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Figura 1.123: Lungimi de segmente

Demonstratie. Fie I,Bs 1 AC, By € AC si 1,Co1AB, Cy € AC, OQLI,Bs, Q €
1,B,, OP1I1,Cy, P € 1,Cy, ABy = ACy = %IH'C = p (Figura 1.123). Atunci,
OP=p—-5= “T"‘b $i0Q =p— % = “T"“C Din teorema bisectoarei rezultd: ABy = ab—_fc,
ACq = ac—fl), de unde:

ABl . a+b _ oP

AC,  a+c  0Q

Cum P/Ob = @2 rezultd ca triunghiurile AB1C; si OP(Q sunt asemenea si

B16'1 o ABl o 2be <*)
PQ  OP (a+c)(a+b)

Tinand cont c& punctele O, P,Q, I, sunt pe cercul de diametru Ol,, din teorema
sinusurilor rezulta
a

PQ=0I,- sinm: Ol,-sinA=0I,- 3R

care impreund cu (x) da:

abe

R(a+c)(a+b)

B.C; =01, -

Utilizand relatia lui Euler OI12 = R(R + 2r,) rezult.

abcy/R(R + 2rq)

B = R(a+c)(a+b) "

Demonstratia teoremei. Fie ¢ punctul lui Feuerbach al triunghiului ABC' si Og
centrul cercului lui Euler. Fie ¢ , ¢y, ©. punctele de tangenta al cercului lui Euler al
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Figura 1.124: ¢ apartine cercului circumscris triunghiului A, B1Ch

triunghiului ABC cu cercurile sale exinscrise si X, Y punctele de tangenta ale cercurilor
A - exinscris si B — exinscris cu latura AB (Figura 1.124). Avem:
a+b+c a+b+c

ZY =AY + BX — AB = 5 + 5 —c=a+b.

Din lema 1, rezulta :

(a+b)- & B (a+b)R

Pa¥h = \/(§+m) (L 1 1) V(R +2r,) (R +2r)

abcy/ R(R+2r,

(ct+a)(c+b)R

Din lema 2 rezultd A1 B = . Atunci,

A1By  abe/R(R+2r,) (R + 2rp) (R + 2rc)

©aPy (a+b)(c+a)(b+ c)R?
Din simetria relatiei precedente rezulta ca:
AlBl B 3101 . ClAl

PaPb PrPe PcPa ’

adica triunghiurile A; B1C1 si ¢, ppp. sunt asemenea (i). Aratam ca punctele ¢, By si
¢, sunt coliniare. Din faptul ca

Og(p _ R IBl o T Ib‘ﬂb . 27‘b

(p] N Z’ Blfb N ’I“b’ gObOg N E
rezulta:

Ogp IB1  Iypy 1

ol Bil, ¢,09
si din reciproca teoremei lui Menelaus rezulta ca punctele ¢, B si ¢, sunt coliniare.
Analog se arata ca punctele ¢, C; si ¢, si ¢, A1 si ¢, sunt coliniare, ceea ce arata ca
triunghiurile 41 B1C si ¢, ppp. sunt omologice (ii). Din relatiile (i) si (ii) rezulté:

m(CrB1) + m(CrA1B1) = m(.97,) + m(gopaps) = 180°,

adicd ¢ apartine cercului circumscris triunghiului A1 B1Ch. (]
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Teorema 525 In triunghiul ABC fie C,, Cy, C. punctele de contact ale cercului in-
seris cu laturile BC, AC, respectiv AB, X si Y punctele de intersectie dintre paralela
dusa prin A la BC cu dreptele C,Cy, respectiv C,C.. Dreapta lui Fuler a triunghiului
C, XY trece prin punctul lui Feuerbach al triunghiului ABC.

Demonstratie. Vom arata mai intai c¢i punctele A, Cy, C., X', Y’ I (Figura 1.125)

Figura 1.125: I apartine cercului lui Euler al triunghiului C, XY

sunt conciclice (unde X’ si Y’ sunt mijloacele segmentelor C, X, respectiv C,Y), ele
apartinand cercului celor noué puncte al triunghiului C, XY. Avem,

AXCy = CC,Cy = CC,C, = ACLX

de unde AX = ACy si analog AY = AC.. Cum AC, = AC, rezultd AY = AX, deci A
este mijlocul segmentului XY. Cercul celor noua puncte al triunghiului C, XY contine
punctele A, XY (fiind mijloacele laturilor triunghiului C,XY). Din AY = AX =
AC}y rezultd ca Cy este piciorul indltimii din X pe Y C,; analog C. este piciorul indltimii
din X pe Yy, deci punctele Cj, si C,. apartin cercului celor noud puncte al triunghiului
C.XY. Fie H' ortocentrul triunghiului C,XY. Atunci, H'CyCy = H'C.C,, deci
punctul H’ apartine cercului inscris in triunghiul ABC si mai mult este diametru in
acest cerc, adica I este mijlocul segmentului H'C,, ceea ce aratd ca I apartine cercului
lui Euler al triunghiului C, XY

Demonstratia teoremei. Fie O, H si Og centrul cercului circumscris, ortocentrul
si centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC' (Og este mijlocul segmentului HO) si
d dreapta lui Euler a triunghiului C, XY. Fie OgOy || IC,, Oy € dsi dNAH = {H'}, iar
O’ punctul de intersectie dintre paralela prin O la TH’ cu dreapta d. Cum AD || IH'
si M este mijlocul lui Al rezultd ¢c& AD = [H' = r (raza cercului inscris in triunghiul
ABC). Dacd M, este mijlocul laturii BC, atunci AH = 20M,. Fie I, centrul
cercului exinscris corespunzator laturii BC' gi r, — raza sa. Cum punctele A, I si I,
sunt coliniare (vezi ,,Cercuri exinscrise”), atunci J, punctul de intersectie dintre Al,

cu cercul circumscris triunghiului ABC, este mijlocul arcului BC' (Figura 1.126).
Fie I' simetricul lui I fatda de O. Deoarece [ "I, trece prin punctul D, de tangenta
al cercului exinscris corespunzator laturii BC'. Din aseménarea triunghiurilor M AD
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-ccccccadecc =T

Figura 1.126: Dreapta lui Euler a triunghiului C, XY contine punctul lui Feuerbach
al triunghiului ABC

si MJO', respectiv MIH' cu MJO" avem ‘1]4—%/ = 1]‘\44—%/, de unde rezulta ca

MO/ MO’ MJ
JO, - IH,MD:TMH/:TW
2MJ Al, Tq

=r-— =7,

T = A
In trapezul HOO'D avem:

2000y = OO'+HD = (JO' —R) + (HA — DA)
= r,—R+20M, —r
= 14— (R+7)+Col + D,I',

de unde 2090y =7, — (R + 1) + 7+ (2R — r,) = R, rezulti ci Og0y = R/2, adici
O, apartine cercului lui Euler al triunghiului ABC. Cum OgOy || IC,, dreptele Oy H,
si Ogl se intersecteaza in centrul de asemanare al cercurilor inscris, respectiv al lui
Euler al triunghiului ABC. Dar cele doua cercuri sunt tangente interior in punctul lui
Feuerbach care este centrul de asemanare pentru cele doud cercuri. Astfel, dreapta lui
Euler a triunghiului C, XY contine punctul lui Feuerbach al triunghiului ABC. U
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Observatia 526

1) Vom nota triunghiul C, XY cu T,. Analog cu T, se construiesc triunghiurile
Ty si T.. Punctul lui Feuerbach este punctul de intersectie dintre dreptele lui Euler
corespunzdatoare triunghiurilor 7y, Tj si T¢.

2) Punctul H’ este punctul antipodal al punctului C, al triunghiului ABC.

3) Centrul cercului lui Euler al triunghiului C, XY este punctul M, mijlocul seg-
mentului [ A.

4) Dreapta M H' este dreapta lui Euler a triunghiului C, XY".

Teorema 527 Punctul lui Feuerbach p, de pe cercul A - exinscris se aflAc“z pe bisec-

~

toarea unghiului A a triunghiului ABC daca m(A\) = 60° sau m(B) = m(C).

Demonstratie. Fie H, piciorul inaltimii din A, I, centrul cercului A - exinscris

P

Figura 1.127: ¢, € Al,
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si Dy, Dy, D, punctele de tangentd ale acestuia cu dreptele BC, C' A respectiv, AB, A’
punctul diametral opus lui D, in cercul A - exinscris {A;} = AA’ N BC, M, mijlocul
laturii BC, A” mijlocul segmentului Al,,{Q} = A’A”" N AH,, T intersectia dintre BC
sl tangenta in ¢, la cercul A - exinscris, { P} = I,TNAH,, unde {¢,} = A’A"N(I4,74)
(Figura 1.127).Deoarece T, = T D, rezultd T1, 1 Dy, si cum Dyp, Lo, A’ obtinem
A'Q || I, P, deci patrulaterul A’QPI, este paralelogram, de unde

QP=A1,=1,A.
Cum I,D, || QP rezulta ca 1,D,PQ este paralelogram, deci
DoP || QI (i)

Cum A'l, || AQ si A” este mijlocul segmentului A’'I, rezultd ci patrulaterul QAA'I,
este paralelogram, deci I,Q || AA’ (ii). Din relatiile (i) si (ii) rezultda D,P | AA'.
Deoarece punctele D, si A; sunt izotomice rezulta ca I,Q trece prin punctul M,. Din
asemanarea triunghiurilor TM,I, si TPD,, respectiv T'D,1, si TH,P rezulta

T™M TI, TD,
TD, TP TH,

si de aici TD2 = TH, - TM, = Ty?, adici T este pe axa radicali a cercului lui Euler
a triunghiului ABC si a cercului A - exinscris, aceastd axd este tangenta in ¢, la
cercul A-exinscris, ceea ce arata ca punctul ¢, de intersectie al cercului A-exinscris
cu dreapta A’A” este punctul lui Feuerbach de pe cercul A - exinscris. Punctul lui
Feuerbach se afld pe bisectoarea A’I, dacd si numai dacd ¢, coincide cu A” ceea ce

este echivalent cu AA" = % = rg. Din triunghiul AD.I, rezulta
T
Al, = B aA )
Sin 5

de unde r, = 257;;5’ adicd Sing = %, deci m(ﬁ) = 60°. Daca dreptele A’A” si AH,
2

coincid — adicd triunghiul ABC este isoscel, atunci punctele D, M, si A” coincid cu
©, Si reciproc. ([l

Teorema 528 Punctul lui Feuerbach ¢ este ortopolul dreptei OI in raport cu tri-
unghiul ABC.

Demonstratie. Cercul inscris in triunghiul ABC' contine ortopolul dreptei OI
(vezi ,Ortopolul unei drepte). Deoarece ortopolul unui diametru al cercului circumscris
unui triunghi ABC apartine cercului lui Euler al triunghiului ABC' rezulta ca ortopolul
dreptei OI in raport cu triunghiul ABC apartine atat cercului inscris cat gi cercului
lui Euler al triunghiului ABC, deci ortopolul dreptei OI este punctul lui Feuerbach
() triunghiului ABC. O

Teorema 529 Distantele de la punctul lui Feuerbach corespunzator unui triunghi
ABC la varfurile triunghiului sunt egale, respectiv, cu distantele de la picioarele inaltim-
tlor triunghiului la proiectiile varfurilor pe dreapta OI.
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Demonstratie. Solutia rezultd din faptul ca punctul ¢ al lui Feuerbach este or-
topolul dreptei OI in raport cu triunghiul ABC, iar distanta intre un varf al triunghiu-
lui ABC si ortopolul unui diametru al cercului circumscris este egalé cu distanta intre
proiectiile aceluiasgi varf pe latura opusa si pe diametru (vezi ,,Ortopolul unei drepte”).
O

Teorema 530 Punctul lui Feuerbach ¢ al triunghiului ABC' este punctul anti-Steiner
al dreptei OI in raport cu triunghiul median al triunghiului ABC

Demonstratie. Vezi ,,Punctul anti-Steiner”. ([

Teorema 531 Dreapta lui Simson a punctului lui Feuerbach ¢ al triunghiuvlui ABC
in raport cu triunghiul median al acestuia este paralelda cu dreapta O1.

Demonstratie. Deoarece punctul lui Feuerbach al triunghiului ABC este or-
topolul dreptei OI, dreapta lui Simson a punctului ¢ in raport cu triunghiul median
al triunghiului ABC' se afld la egald distantd de punctul ¢ gi dreapta OI, deci dreapta
lui Simson a punctului ¢ este paraleld cu OI. (]

Teorema 532 Fie ¢ punctul lui Feuerbach al triunghiului ABC si My, My, M. mi-
jloacele laturilor BC, AC, respectiv AB. Una din distantele oM, oMy, oM, este egala
cu suma celorlalte doud.

Demonstratie. Fara a restrange generalitatea presupunem cd b > ¢ > a. Fie P

A

Figura 1.128: My + Myp = Mcp

punctul de intersectie dintre M, si cercul inscris in triunghiul ABC si C, punctul de
contact al cercului inscris cu latura BC' (Figura 1.128).

Atunci,
(b— o)
MyP - Myp = M,C? = o
iar Aﬁ%:f = %, deoarece ¢ este centrul de asemanare dintre cercul medial si cercul
inscris in triunghiul ABC. Astfel, %Z}‘; = %, de unde

(b—rc) R
Mo = N ,
L4 2 VER—2r
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distanta M,y este proportionald cu diferenta b — c. Analog, se aratd cd Myp =
(ca) B i MF = 59 B Bvident, Mug + Myp = M. 0

Teorema 533 Dreapta lui Simson a punctului lui Feuerbach al triunghiului ABC in
raport cu triunghiul ortic Hy,HyH,. al triunghiului ABC' este paralela cu OI.

Demonstratie. Deoarece triunghiurile H, HyH, i M, My M, sunt triunghiuri S in
cercul median (vezi [12, § II1.22]) cum dreapta lui Simson a unui punct in raport cu
triunghiurile S din aceeasi familie pastreaza aceeagi directie rezultd concluzia. O

Teorema 534 Dreapta lui Simson a punctului lui Feuerbach in raport cu triunghiul
de contact CoCyCy al triunghiului ABC' este paraleld cu dreapta OI.

Demonstratie. Fie P,P,P. triunghiul determinat de mijloacele arcelor H,M,,
HyM,, H M, ale cercului medial (Figura 1.129).

Figura 1.129: Dreapta lui Simson a punctului ¢ in raport cu triunghiul C,C},C.

Triunghiurile P, P, P, gi M,MyM,. sunt triunghiuri .S deoarece

m(PM) = 3 m(<B) —m(<O)|,
m(BM) = 3 lm(<C) — m(<A),
m(BL) = 5 lm(<d) —m(<B)],

deci suma algebricd a masurilor lor este egald cu zero. Deoarece triunghiul de contact
C,CyC. este omotetic cu triunghiul P, PP, (centrul de omotetie fiind punctul lui
Feuerbach) rezulta cd dreapta lui Simson a punctului ¢ in raport cu triunghiul C,C,C.
este paralela cu OI. (]
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Teorema 535 Dreapta lui Stmson a punctului lui Feuerbach in raport cu triunghiul
de contact C,CyCy al triunghiului ABC' coincide cu dreapta lui Simson a punctului lui
Feuerbach al triunghiului ABC #n raport cu triunghiul median MyMyM.

Demonstratie. Deoarece dreapta lui Euler a triunghiului C,CyC. este OI, orto-
centrul triunghiului C,CyC, apartine dreptei OI gi cum O este ortocentrul triunghiului
median M, MyM,, rezultd cd dreapta lui Simson comund este paraleld cu OI si trece
la o distanta egald de punctul lui Feuerbach gi de dreapta OI. O

Teorema 536 Fie P mijlocul segmentului HI si O centrul cercului lui Euler al tri-
unghiului ABC. Punctul lui Feuerbach (v) si centrul cercului tnscris (I) al triunghiului
ABC sunt puncte inverse in cercul de centru Og §i raza POg.

Demonstratie. Deoarece punctele Og, I si ¢ sunt coliniare (Figura 1.130) rezulta
OI = 2P0y, OI* = 4PO3, (i)

jar din teorema lui Euler avem: OI? = R?* — 2Ry (ii). Deoarece Oyl = & —r si

Figura 1.130: OgP? = Ogy - Ogl

Ogp = % (iii) rezultd: 409P?% = 409 - Ogl, adicd OgP? = Ogy - Ogl, de unde rezults
concluzia. O

Teorema 537 Fie Ay proiectia varfului A al triunghiului ABC pe dreapta OI si ¢
punctul lui Feuerbach corespunzator triunghiului ABC. Punctele ¢ §i Ay sunt simet-
rice fatd de latura MyM, a triunghiului median.

Demonstratie. Vezi ,,Ortopolul unei drepte”. U

Teorema 538 Fie Ay proiectia varfului A al triunghiului ABC' pe dreapta OI, ¢ punc-
tul lui Feuerbach corespunzator triunghiului ABC si H, piciorul perpendicularei duse
din A pe BC. Dreapta H,p gi perpendiculara AAy cobordtd din A pe OI sunt simetrice
in raport cu inaltimea AH, si se intersecteaza pe latura MyM, o triunghiului median.

Demonstratie. Concluzia rezultd din simetria punctelor A; gi ¢ in raport cu
latura MyM.. O
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Teorema 539 Fie M MyM,. triunghiul median, H,HyH. triunghiul ortic, C,CyC.,
triunghiul de contact al unui triunghi ABC' si @ punctul lui Feuerbach corespunzator.
Dreapta oC, este bisectoarea unghiului Ho¢pM,.

Demonstratie. Fie D punctul in care tangenta in ¢ la cercul lui Euler inter-

Figura 1.131: ¢C, este bisectoarea unghiului Hma

secteaza latura BC' gi E punctul de intersectie dintre dreapta ¢C, cu cercul lui Euler
(Figura 1.131).

Atunci, Dy = DC,, deci m = D/Ca\@ Dar

—~ —~

m(DCap) = 3lmleMy) + m(EH,)]

si
m(DpCy) = §m(‘PCa) = §[m(90Ma) +m(M.E)],
de unde rezultd ci m(E]/[a) = m(H:E), deci ma = Cma, adicd oC, este

bisectoarea unghiului Hma. O

Teorema 540 Fie C,CyC. triunghiul de contact al unui triunghi ABC, I centrul
cercului inscris in triunghiul ABC' gi C’;,C’l;,C'; punctele diametral opuse punctelor
Cy, Cy, C. in cercul inscris, iar A’, B', C" mijloacele segmentelor AI, BI, respectiv C1.
Dreptele A'C,,, B'C,, C'C,, sunt concurente in punctul lui Feuerbach ().

Demonstratie. Fie A” punctul de intersectie dintre paralela dusa din C, la AT si
inaltimea AH, (Figura 1.132).
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Figura 1.132: Drepte concurente in punctul lui Feuerbach

Atunci, A”Al = H,A"C, (= 1 |/m(«B) — m(<C)]|) (vezi ,Drepte izogonale”).
Cum

m(upCa) = 3 [m(<B) — m(<C)

rezultd, <H,AI = <H,pC, = <H,A"C,, deci patrulaterul ¢H,C,A” este inscriptibil,
de unde

<A"pC, = <A"H,Cy(= 90°)

si cum C,C, este diametru in cercul lui Euler rezultd ci punctele @, A”, C, sunt col-
iniare. Cum A”, A" si C; sunt coliniare, rezultd cd punctele ¢, A’ ,C; sunt coliniare.
O

Teorema 541 Fie C;,C’;,C’; punctele diametral opuse varfurilor Cg, Cy,respectiv C,
ale triunghiului de contact al triunghiului ABC, in cercul inscris triunghiului ABC.
Cercurile de diametru C’aC;,CbCl;,CCC’; se intersecteaza in puntul lui Feuerbach al
triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi teorema precedenta. ([



