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1.35 PUNCTUL LUI FEUERBACH

�Ca s¼a te îndoieşti de linia dreapt¼a trebuie s¼a ştii mai întâi din câte puncte e f¼acut¼a.��Nichita
St¼anescu45

Teorema 520 (Teorema lui Feuerbach46) Într-un triunghi, cercul lui Euler este
tangent cercului înscris şi cercurilor exînscrise corespunz¼atoare.

Demonstra̧tie. Soluţia 1. Fie A0 interseçtia bisectoarei interioare a unghiului
\BAC cu latura BC; HaHbHc triunghiul ortic al triunghiului ABC, Ma;Mb;Mc mi-
jloacele laturilor BC, AB; respectiv AC ale triunghiului ABC, CaCbCc triunghiul
de contact, iar Da; Db; Dc proieçtiile punctului Ia� centrul cercului A - exînscris -
pe dreptele BC;CA; respectiv AB (Figura 1.120). Vom demonstra mai întâi c¼a:

Figura 1.120: Teorema lui Feuerbach

MaC
2
a =MaHa �MaA

0. Din teorema bisectoarei rezult¼a BA0

A0C =
c
b , de unde BA

0 = a�c
b+c .

Avem:

MaA
0 =

a

2
� ac

b+ c
=
a(b� c)
2(b+ c)

(i)

45Nichita St¼anescu (1933 �1983) �eseist, poet român, ales postum membru al Academiei Române
46Karl Feuerbach (1800-1834) �matematician german, contribuţii importante în geometrie
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Din triunghiul dreptunghic AHaB şi AHaC rezult¼a

AH2
a = AB

2 �BH2 = AC2 � CH2
ab
2 � c2 = (HaC +HaB)(HaC �HaB);

b2 � c2 = a(a� 2HaB), de unde HaB = a2+c2�b2
2a şi de aici

MaHa =MaB �BHa =
b2 � c2
2a

(ii)

Deoarece BCa = CDa = p� b unde p = a+b+c
2 , (vezi �Cercul înscris într-un triunghi�

) rezult¼a

MaCa =MaB �BCa =
a

2
� (p� b) = b� c

2
(iii)

Din relaţiile (i), (ii) şi (iii) rezult¼a

MaC
2
a =MaHa �MaA

0 (iv)

Egalitatea (iv) arat¼a c¼a punctul Ha (care apaŗtine cercului lui Euler al triunghiului
ABC) se transform¼a prin inversiunea de centruMa şi raportMaC

2
a în punctul A

0. Prin
aceasta inversiune, cercul lui Euler (f¼ar¼a punctul Ma) se transform¼a într-o dreapt¼a d
antiparalel¼a cu BC în raport cu A ce trece prin A0 (vezi �Cercul lui Euler�). Dreapta d
este a doua tangent¼a comun¼a interioar¼a a cercului înscris şi A�exînscris. Prin aceast¼a
inversiune cercul înscris se transform¼a în el însuşi deoarece modulul inversiunii este
egal cu puterea polului inversiunii faţ¼a de cercul considerat. Deoarece MaCa =MaDa
rezult¼a c¼a şi cercul A �exînscris se transform¼a în el însuşi. Dreapta d �ind tangent¼a
cercului înscris şi A �exînscris (invariante în inversiunea considerat¼a) rezult¼a c¼a şi
cercul lui Euler ar � tangent acestor cercuri în punctele ' şi 'a (punctele de interseçtie
dintre dreapta d şi cercurile inverse şi A �exînscris). Analog se arat¼a c¼a cercul lui
Euler este tangent cercurilor exînscrise corespunzând vârfurilor B şi C.

Soluţia 2. Fie �(I; r) cercul înscris în triunghiul ABC. Utiliz¼am teorema lui Casey,
considerând cercurile (Ma, Mb, Mc) obţinem:

tMaMb
=

c

2
; tAMc =

b

2
; tMbMc =

a

2
;

tMa� =
���a
2
� (p� b)

��� = ����b� c2
���� ;

tMb� =

���� b2 � (p� c)
���� = ����a� c2

���� ;
tMc� =

��� c
2
� (p� a)

��� = ����b� a2
����

(unde prin distanţa tangenţial¼a tij dintre cercurile Ci şi Cj înţelegem lungimea tangen-
tei comune exterioare duse la cele dou¼a cercuri, cele dou¼a cercuri a�ându-se de aceeaşi
parte a tangentei). Pentru ca cercul înscris şi cercul medial s¼a �e tangente trebuie s¼a
demonstr¼am c¼a pentru o combinaţie a semnelor + şi �rezult¼a

�c(b� a)� a(b� c)� b(a� c) = 0;
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Figura 1.121: Punctul lui Feuerbach

ceea ce este evident. Din teorema lui Casey rezult¼a c¼a exist¼a un cerc care trece prin
Ma, Mb, Mc şi �. Cum cercul circumscris triunghiului median este cercul lui Euler
urmeaz¼a ca cercul celor nou¼a puncte şi sunt tangente.

Soluţia 3. Fie Mc mijlocul laturii AB, Hc piciorul în¼aļtimii din H, O9 centrul
cercului lui Euler al triunghiului ABC;DE diametrul perpendicular pe AB; F şi K
mijloacele segmentelor HD, respectiv HE (Figura 1.121). Deoarece KF = DE

2 = R şi
cum O9 2 KF rezult¼a c¼a KF este diametru în cercul lui Euler al triunghiului ABC,
deci m(KMcF ) = 90

�: Fie XY?AB;XY diametru în cercul înscris în triunghiul ABC
(Y 2 AB) şi XL?MK (L 2 KF ): Atunci, LM = XY = 2r unde fMg = KF \ AB:
Drepta FMc este dreapta lui Simson a punctului D şi este perpendicular¼a pe dreapta
CD în punctul S (vezi �Dreapta lui Simson�). Avem

^HcCB � ^SMcM � ^DIY � ^McDS(= �):

Fie fTg = FY \KX: Ar¼at¼am c¼a m(^KTY ) = 90�; deci cercurile de diametre KF şi
XY �adic¼a cercul lui Euler şi cercul înscris în triunghiul ABC �sunt tangente în '.
Din McY = DI sin�; Y Hc = IC sin� rezult¼a

McY � Y Hc = DI � IC � sin2 � = 2Rr sin2 �;

dar R sin2 � = FK sin2 � = McF sin� = MF; de unde McY � Y Hc = 2r � MF =



PUNCTE REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 173

LM �MF: Din puterea punctului M faţ¼a de cercul lui Euler rezult¼a

MMc �MHc = MM2
c =MF �MK =MF (KL+ LM)

= MF �KL+MF � LM
= MF �KL+McY � Y Hc (i)

Dar MH2
c �MY 2 = (MHc �MY )(MHc +MY ) = Y Hc � YMc; deci

MH2
c =MM

2
c =MY

2 + Y Hc � YMc (ii)

Din relaţiile (i) şi (ii) rezult¼a MY 2 = MF � KL = LX2; adic¼a LX
KL = MF

MY rela̧tie
care arat¼a c¼a K'?FY; deci cercul lui Euler şi cercul înscris în triunghiul ABC sunt
tangente în punctul '.

Soluţia 4. Teorema medianei aplicat¼a în triunghiul OIH ne d¼a:

IO29 =
OI2 + IH2

2
� OH

2

4

sau

IO29 =
R2 � 2Rr + 2r2 � 2rhR

2
� R

2 � 4rhR
4

;

unde rh este raza cercului înscris în triunghiul ortic al triunghiului ABC (vezi �Cercul
înscris� şi �Cercul circumscris�), şi de aici rezult¼a c¼a

IO29 =
R2 � 4Rr + 4r2

4
=
(R� 2r)2

4
;

deci O9I = R
2 � r. Cum

R
2 este raza cercului Euler rezult¼a cercul lui Euler şi cercul

înscris sunt tangente interior. �
Punctele ','a,'b,'c de tangenţ¼a dintre cercul lui Euler şi cu cercurile tritangente

se numesc punctele lui Feuerbach ale triunghiului ABC:

Observa̧tia 521 Într-un triunghi ABC se duce cea de-a doua tangent¼a interioar¼a a
cercului înscris cu �ecare cerc exînscris (primele tangente �ind laturile triunghiului).
Dreptele ce unesc punctele de contact ale acestor trei tangente cu mijloacele laturilor
corespunz¼atoare trec prin punctele lui Feuerbach.

Teorema 522 Dreptele care unesc punctelele lui Feuerbach ale cercurilor exînscrise
cu punctul lui Feuerbach al cercului înscris trec prin piciorul bisectoarei situate pe
laturile respective.

Demonstra̧tie. Piciorul bisectoarei interioare a unghiului \BAC - punctul A0 -
este centrul de omotetie invers¼a dintre cercurile înscris şi A - exînscris; punctul lui
Feuerbach ' este centrul de omotetie direct¼a dintre cercurile lui Euler şi cercul înscris,
iar 'a cetrul de omotetie invers¼a între cercul lui Euler şi cercul A - exînscris, deci
punctele A0,' şi 'a sunt coliniare. �

Observa̧tia 523 Triunghiul lui Feuerbach 'a'b'c este triunghiul a c¼arui vârfuri
sunt punctele de tangenţ¼a dintre cercul celor nou¼a puncte cu cercurile exînscrise unui
triunghi ABC:
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Teorema 524 Cercul ce trece prin picioarele bisectoarelor interioare ale unui triunghi
conţine punctul lui Feuerbach al triunghiului.

Demonstra̧tie. Vom ar¼ata c¼a triunghiul determinat de picioarele bisectoarelor
este asemenea şi omologic cu triunghiul lui Feuerbach. Vom utiliza în demonstraţia
teoremei dou¼a leme:

Lema 1. Cercul (O;R) este tangent exterior cercurilor {1(O1; r1) şi {2(O2; r2)
în punctele A, respectiv B: Dac¼a A1 şi B1 sunt punctele de tangenţ¼a ale tangentei
exterioare comune cercurilor {1 şi respectiv {2, atunci

AB =
Rp

(R+ r1)(R+ r2)
�A1B1:

Demonstra̧tie. Teorema cosinusului aplicat¼a în triunghiurile AOB şi O1OB (Figura

Figura 1.122: Cercuri tangente

1.122) ne d¼a:

cos\AOB =
2R2 �AB2

2R2
= 1� AB

2

2R2
;

şi
O1O

2
2 = (R+ r1)

2 + (R+ r2)
2 � 2(R+ r1)(R+ r2) � cos( \O1OO2):

Din relaţiile precedente rezult¼a:

O1O
2
2 = (r1 � r2)2 + (R+ r1)(R+ r2) �

�
AB

R

�2
:

Din trapezul A1B1O2O1 avem: OO22 = (r1 � r2)2 +A1B21 , de unde rezult¼a concluzia.
Lema 2. Fie a; b; c lungimile laturilor triunghiului ABC şi {(O;R) cercul circum-

scris triunghiului ABC: Dac¼a (Ia; ra) este A-cercul exînscris, iar B1 şi C1 picioarele
bisectoarelor interioare ale unghiurilor B şi C, atunci

B1C1 =
abc
p
R(R+ 2ra)

(a+ b)(a+ c) �R:
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Figura 1.123: Lungimi de segmente

Demonstra̧tie. Fie IaB2?AC; B2 2 AC şi IaC2?AB, C2 2 AC, OQ?IaB2; Q 2
IaB2, OP?IaC2; P 2 IaC2, AB2 = AC2 =

a+b+c
2 = p (Figura 1.123). Atunci,

OP = p� c
2 =

a+b
2 şi OQ = p� b

2 =
a+c
2 . Din teorema bisectoarei rezult¼a: AB1 =

bc
a+c ,

AC1 =
cb
a+b , de unde:

AB1
AC1

=
a+ b

a+ c
=
OP

OQ
:

Cum\POQ = \C2AB2 rezult¼a c¼a triunghiurile AB1C1 şi OPQ sunt asemenea şi

B1C1
PQ

=
AB1
OP

=
2bc

(a+ c)(a+ b)
(*)

Ţinând cont c¼a punctele O;P;Q; Ia sunt pe cercul de diametru OIa, din teorema
sinusurilor rezult¼a

PQ = OIa � sin\POQ = OIa � sinA = OIa �
a

2R

care împreun¼a cu (�) d¼a:

B1C1 = OIa �
abc

R(a+ c)(a+ b)
:

Utilizând relaţia lui Euler OI2a = R(R+ 2ra) rezult¼a.

B1C1 =
abc
p
R(R+ 2ra)

R(a+ c)(a+ b)
:

Demonstra̧tia teoremei. Fie ' punctul lui Feuerbach al triunghiului ABC şi O9
centrul cercului lui Euler. Fie 'a; 'b; 'c punctele de tangenţ¼a al cercului lui Euler al
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Figura 1.124: ' apaŗtine cercului circumscris triunghiului A1B1C1

triunghiului ABC cu cercurile sale exînscrise şiX;Y punctele de tangenţ¼a ale cercurilor
A - exînscris şi B �exînscris cu latura AB (Figura 1.124). Avem:

ZY = AY +BX �AB = a+ b+ c

2
+
a+ b+ c

2
� c = a+ b:

Din lema 1, rezult¼a :

'a'b =
(a+ b) � R2q�

R
2 + ra

� �
R
2 + rb

� = (a+ b)Rp
(R+ 2ra)(R+ 2rb)

:

Din lema 2 rezult¼a A1B1 =
abc
p
R(R+2rc

(c+a)(c+b)R . Atunci,

A1B1
'a'b

=
abc
p
R(R+ 2ra)(R+ 2rb)(R+ 2rc)

(a+ b)(c+ a)(b+ c)R2
:

Din simetria relaţiei precedente rezult¼a c¼a:

A1B1
'a'b

=
B1C1
'b'c

=
C1A1
'c'a

;

adic¼a triunghiurile A1B1C1 şi 'a'b'c sunt asemenea (i). Ar¼at¼am c¼a punctele ', B1 şi
'b sunt coliniare. Din faptul c¼a

O9'

'I
=
R

2r
;
IB1
B1Ib

=
r

rb
;
Ib'b
'bO9

=
2rb
R

rezult¼a:
O9'

'I
� IB1
B1Ib

� Ib'b
'bO9

= 1

şi din reciproca teoremei lui Menelaus rezult¼a c¼a punctele ', B1 şi 'b sunt coliniare.
Analog se arat¼a c¼a punctele ', C1 şi 'c şi ', A1 şi 'a sunt coliniare, ceea ce arat¼a c¼a
triunghiurile A1B1C1 şi 'a'b'c sunt omologice (ii). Din relaţiile (i) şi (ii) rezult¼a:

m(\C1'B1) +m( \C1A1B1) = m(\'c''b) +m( \'c'a'b) = 180�;

adic¼a ' apaŗtine cercului circumscris triunghiului A1B1C1. �
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Teorema 525 În triunghiul ABC �e Ca; Cb; Cc punctele de contact ale cercului în-
scris cu laturile BC;AC, respectiv AB;X şi Y punctele de intersecţie dintre paralela
dus¼a prin A la BC cu dreptele CaCb, respectiv CaCc. Dreapta lui Euler a triunghiului
CaXY trece prin punctul lui Feuerbach al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vom arata mai întâi c¼a punctele A;Cb; Cc; X 0; Y 0; I (Figura 1.125)

Figura 1.125: I apaŗtine cercului lui Euler al triunghiului CaXY

sunt conciclice (unde X 0 şi Y 0 sunt mijloacele segmentelor CaX, respectiv CaY ), ele
apaŗtinând cercului celor nou¼a puncte al triunghiului CaXY . Avem,

\AXCb � \CCaCb � \CCbCa � \ACbX

de unde AX � ACb şi analog AY � ACc. Cum ACb � ACc rezult¼a AY � AX, deci A
este mijlocul segmentului XY . Cercul celor nou¼a puncte al triunghiului CaXY conţine
punctele A;X 0; Y 0 (�ind mijloacele laturilor triunghiului CaXY ). Din AY = AX =
ACb rezult¼a c¼a Cb este piciorul în¼aļtimii dinX pe Y Ca; analog Cc este piciorul în¼aļtimii
din X pe Y Ca, deci punctele Cb şi Cc apaŗtin cercului celor nou¼a puncte al triunghiului
CcXY . Fie H 0 ortocentrul triunghiului CaXY . Atunci, \H 0CbCa � \H 0CcCa, deci
punctul H 0 apaŗtine cercului înscris în triunghiul ABC şi mai mult este diametru în
acest cerc, adic¼a I este mijlocul segmentului H 0Ca, ceea ce arat¼a c¼a I apaŗtine cercului
lui Euler al triunghiului CaXY .

Demonstra̧tia teoremei. Fie O;H şi O9 centrul cercului circumscris, ortocentrul
şi centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC (O9 este mijlocul segmentului HO) şi
d dreapta lui Euler a triunghiului CaXY: Fie O9O

0
9 k ICa, O

0
9 2 d şi d\AH = fH 0g, iar

O0 punctul de interseçtie dintre paralela prin O la IH 0 cu dreapta d. Cum AD k IH 0

şi M este mijlocul lui AI rezult¼a c¼a AD = IH 0 = r (raza cercului înscris în triunghiul
ABC). Dac¼a Ma este mijlocul laturii BC, atunci AH = 2OMa. Fie Ia centrul
cercului exînscris corespunz¼ator laturii BC şi ra �raza sa. Cum punctele A, I şi Ia
sunt coliniare (vezi �Cercuri exînscrise�), atunci J , punctul de interseçtie dintre AIa

cu cercul circumscris triunghiului ABC, este mijlocul arcului
_
BC (Figura 1.126).

Fie I
0
simetricul lui I faţ¼a de O. Deoarece I

0
Ia trece prin punctul Da de tangenţ¼a

al cercului exînscris corespunz¼ator laturii BC. Din asem¼anarea triunghiurilor MAD
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Figura 1.126: Dreapta lui Euler a triunghiului CaXY conţine punctul lui Feuerbach
al triunghiului ABC

şi MJO0, respectiv MIH 0 cu MJO0 avem JO0

AD = MO0

MD , de unde rezult¼a c¼a

JO0 = IH 0 � MO
0

MD
= r � MO

0

MH 0 = r �
MJ

MI

= r � 2MJ
2MI

= r � AIa
AI

= r � ra
r
= ra:

În trapezul HOO0D avem:

2O9O
0
9 = OO0 +HD = (JO0 �R) + (HA�DA)
= ra �R+ 2OMa � r
= ra � (R+ r) + CaI +DaI 0;

de unde 2O9O
0
9 =ra � (R + r) + r + (2R � ra) = R, rezult¼a c¼a O9O

0
9 = R=2, adic¼a

O
0
9 apaŗtine cercului lui Euler al triunghiului ABC. Cum O9O

0
9 k ICa, dreptele O

0
9Ha

şi O9I se intersecteaz¼a în centrul de asemanare al cercurilor înscris, respectiv al lui
Euler al triunghiului ABC. Dar cele dou¼a cercuri sunt tangente interior în punctul lui
Feuerbach care este centrul de asemanare pentru cele dou¼a cercuri. Astfel, dreapta lui
Euler a triunghiului CaXY conţine punctul lui Feuerbach al triunghiului ABC: �
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Observa̧tia 526

1) Vom nota triunghiul CaXY cu Ta. Analog cu Ta se construiesc triunghiurile
Tb şi Tc. Punctul lui Feuerbach este punctul de interseçtie dintre dreptele lui Euler
corespunz¼atoare triunghiurilor Ta, Tb şi Tc.

2) Punctul H 0 este punctul antipodal al punctului Ca al triunghiului ABC.
3) Centrul cercului lui Euler al triunghiului CaXY este punctul M , mijlocul seg-

mentului IA.
4) Dreapta MH 0 este dreapta lui Euler a triunghiului CaXY .

Teorema 527 Punctul lui Feuerbach 'a de pe cercul A - exînscris se a�¼a pe bisec-
toarea unghiului A a triunghiului ABC dac¼a m( bA) = 60� sau m( bB) = m( bC).

Demonstra̧tie. Fie Ha piciorul înaļtimii din A, Ia centrul cercului A - exînscris

Figura 1.127: 'a 2 AIa
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şi Da; Db; Dc punctele de tangenţ¼a ale acestuia cu dreptele BC;CA respectiv, AB, A0

punctul diametral opus lui Da în cercul A - exînscris fA1g = AA0 \BC, Ma mijlocul
laturii BC, A00 mijlocul segmentului AIa,fQg = A0A00 \AHa, T interseçtia dintre BC
şi tangenta în 'a la cercul A - exînscris, fPg = IaT \AHa, unde f'ag = A0A00\(Ia; ra)
(Figura 1.127).Deoarece T'a = TDa rezult¼a TIa?Da'a şi cum Da'a?'aA0 obţinem
A0Q k IaP; deci patrulaterul A0QPIa este paralelogram, de unde

QP � A0Ia � IaA1:

Cum IaDa k QP rezult¼a c¼a IaDaPQ este paralelogram, deci

DaP k QIa (i)

Cum A0Ia k AQ şi A00 este mijlocul segmentului A0Ia rezult¼a c¼a patrulaterul QAA0Ia
este paralelogram, deci IaQ k AA0 (ii). Din relaţiile (i) şi (ii) rezult¼a DaP k AA0.
Deoarece punctele Da şi A1 sunt izotomice rezult¼a c¼a IaQ trece prin punctul Ma. Din
asem¼anarea triunghiurilor TMaIa şi TPDa, respectiv TDaIa şi THaP rezult¼a

TM

TDa
=
TIa
TP

=
TDa
THa

şi de aici TD2a = THa � TMa = T'
2
a, adic¼a T este pe axa radical¼a a cercului lui Euler

a triunghiului ABC şi a cercului A - exînscris, aceast¼a ax¼a este tangenta în 'a la
cercul A-exînscris, ceea ce arat¼a c¼a punctul 'a de interseçtie al cercului A-exînscris
cu dreapta A0A00 este punctul lui Feuerbach de pe cercul A - exînscris. Punctul lui
Feuerbach se a�¼a pe bisectoarea A0Ia dac¼a şi numai dac¼a 'a coincide cu A

00 ceea ce
este echivalent cu AA00 = AIa

2 = ra. Din triunghiul ADcIa rezult¼a

AIa =
ra

sin A2
;

de unde ra = ra
2 sin A

2

, adic¼a sin A2 =
1
2 , deci m(

bA) = 60�. Dac¼a dreptele A0A00 şi AHa
coincid �adic¼a triunghiul ABC este isoscel, atunci punctele Da;Ma şi A00 coincid cu
'a şi reciproc. �

Teorema 528 Punctul lui Feuerbach ' este ortopolul dreptei OI în raport cu tri-
unghiul ABC:

Demonstra̧tie. Cercul înscris în triunghiul ABC conţine ortopolul dreptei OI
(vezi �Ortopolul unei drepte). Deoarece ortopolul unui diametru al cercului circumscris
unui triunghi ABC apaŗtine cercului lui Euler al triunghiului ABC rezult¼a c¼a ortopolul
dreptei OI în raport cu triunghiul ABC apaŗtine atât cercului înscris cât şi cercului
lui Euler al triunghiului ABC, deci ortopolul dreptei OI este punctul lui Feuerbach
(') triunghiului ABC. �

Teorema 529 Distanţele de la punctul lui Feuerbach corespunz¼ator unui triunghi
ABC la vârfurile triunghiului sunt egale, respectiv, cu distanţele de la picioarele în¼alţim-
ilor triunghiului la proiecţiile vârfurilor pe dreapta OI:
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Demonstra̧tie. Soluţia rezult¼a din faptul c¼a punctul ' al lui Feuerbach este or-
topolul dreptei OI în raport cu triunghiul ABC, iar distanţa între un vârf al triunghiu-
lui ABC şi ortopolul unui diametru al cercului circumscris este egal¼a cu distanţa între
proieçtiile aceluiaşi vârf pe latura opus¼a şi pe diametru (vezi �Ortopolul unei drepte�).
�

Teorema 530 Punctul lui Feuerbach ' al triunghiului ABC este punctul anti-Steiner
al dreptei OI în raport cu triunghiul median al triunghiului ABC

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul anti-Steiner�. �

Teorema 531 Dreapta lui Simson a punctului lui Feuerbach ' al triunghiului ABC
în raport cu triunghiul median al acestuia este paralel¼a cu dreapta OI:

Demonstra̧tie. Deoarece punctul lui Feuerbach al triunghiului ABC este or-
topolul dreptei OI; dreapta lui Simson a punctului ' în raport cu triunghiul median
al triunghiului ABC se a�¼a la egal¼a distanţ¼a de punctul ' şi dreapta OI, deci dreapta
lui Simson a punctului ' este paralel¼a cu OI. �

Teorema 532 Fie ' punctul lui Feuerbach al triunghiului ABC şi Ma;Mb;Mc mi-
jloacele laturilor BC;AC; respectiv AB: Una din distanţele 'Ma; 'Mb; 'Mc este egal¼a
cu suma celorlalte dou¼a.

Demonstra̧tie. F¼ar¼a a restrânge generalitatea presupunem c¼a b > c > a: Fie P

Figura 1.128: Ma'+Mb' =Mc'

punctul de interseçtie dintre 'Ma şi cercul înscris în triunghiul ABC şi Ca punctul de
contact al cercului înscris cu latura BC (Figura 1.128).

Atunci,

MaP �Ma' =MaC
2
a =

(b� c)2
4

;

iar Ma'
P' = R

2r ; deoarece ' este centrul de asem¼anare dintre cercul medial şi cercul

înscris în triunghiul ABC. Astfel, Ma'
MaP

= R
R�2r ; de unde

Ma' =
(b� c)
2

r
R

R� 2r ;
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distanţa Ma' este propoŗtional¼a cu diferenţa b � c. Analog, se arat¼a c¼a Mb' =
(c�a)
2

q
R

R�2r şi McF =
(b�a)
2

q
R

R�2r : Evident, Ma'+Mb' =Mc': �

Teorema 533 Dreapta lui Simson a punctului lui Feuerbach al triunghiului ABC în
raport cu triunghiul ortic HaHbHc al triunghiului ABC este paralel¼a cu OI:

Demonstra̧tie. Deoarece triunghiurile HaHbHc şi MaMbMc sunt triunghiuri S în
cercul median (vezi [12, § III.22]) cum dreapta lui Simson a unui punct în raport cu
triunghiurile S din aceeaşi familie p¼astreaz¼a aceeaşi direçtie rezult¼a concluzia. �

Teorema 534 Dreapta lui Simson a punctului lui Feuerbach în raport cu triunghiul
de contact CaCbCc al triunghiului ABC este paralel¼a cu dreapta OI.

Demonstra̧tie. Fie PaPbPc triunghiul determinat de mijloacele arcelor HaMa;
HbMb; HcMc ale cercului medial (Figura 1.129).

Figura 1.129: Dreapta lui Simson a punctului ' în raport cu triunghiul CaCbCc

Triunghiurile PaPbPc şi MaMbMc sunt triunghiuri S deoarece

m(\PaMa) =
1

2
jm(^B)�m(^C)j ;

m(\PbMb) =
1

2
jm(^C)�m(^A)j ;

m(\PcMc) =
1

2
jm(^A)�m(^B)j ;

deci suma algebric¼a a m¼asurilor lor este egal¼a cu zero. Deoarece triunghiul de contact
CaCbCc este omotetic cu triunghiul PaPbPc (centrul de omotetie �ind punctul lui
Feuerbach) rezult¼a c¼a dreapta lui Simson a punctului ' în raport cu triunghiul CaCbCc
este paralel¼a cu OI: �
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Teorema 535 Dreapta lui Simson a punctului lui Feuerbach în raport cu triunghiul
de contact CaCbCc al triunghiului ABC coincide cu dreapta lui Simson a punctului lui
Feuerbach al triunghiului ABC în raport cu triunghiul median MaMbMc

Demonstra̧tie. Deoarece dreapta lui Euler a triunghiului CaCbCc este OI, orto-
centrul triunghiului CaCbCc apaŗtine dreptei OI şi cum O este ortocentrul triunghiului
median MaMbMc, rezult¼a c¼a dreapta lui Simson comun¼a este paralel¼a cu OI şi trece
la o distanţ¼a egal¼a de punctul lui Feuerbach şi de dreapta OI: �

Teorema 536 Fie P mijlocul segmentului HI şi O centrul cercului lui Euler al tri-
unghiului ABC. Punctul lui Feuerbach (') şi centrul cercului înscris (I) al triunghiului
ABC sunt puncte inverse în cercul de centru O9 şi raza PO9.

Demonstra̧tie. Deoarece punctele O9, I şi ' sunt coliniare (Figura 1.130) rezult¼a

OI = 2PO9; OI
2 = 4PO29; (i)

iar din teorema lui Euler avem: OI2 = R2 � 2Rr (ii). Deoarece O9I = R
2 � r şi

Figura 1.130: O9P 2 = O9' �O9I

O9' =
R
2 (iii) rezult¼a: 4O9P

2 = 4O9' �O9I, adic¼a O9P 2 = O9' �O9I, de unde rezult¼a
concluzia. �

Teorema 537 Fie A1 proiecţia vârfului A al triunghiului ABC pe dreapta OI şi '
punctul lui Feuerbach corespunz¼ator triunghiului ABC. Punctele ' şi A1 sunt simet-
rice faţ¼a de latura MbMc a triunghiului median.

Demonstra̧tie. Vezi �Ortopolul unei drepte�. �

Teorema 538 Fie A1 proiecţia vârfului A al triunghiului ABC pe dreapta OI; ' punc-
tul lui Feuerbach corespunz¼ator triunghiului ABC şi Ha piciorul perpendicularei duse
din A pe BC. Dreapta Ha' şi perpendiculara AA1 coborât¼a din A pe OI sunt simetrice
în raport cu în¼alţimea AHa şi se intersecteaz¼a pe latura MbMc a triunghiului median.

Demonstra̧tie. Concluzia rezult¼a din simetria punctelor A1 şi ' în raport cu
latura MbMc. �
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Teorema 539 Fie MaMbMc triunghiul median, HaHbHc triunghiul ortic, CaCbCc
triunghiul de contact al unui triunghi ABC şi ' punctul lui Feuerbach corespunz¼ator.
Dreapta 'Ca este bisectoarea unghiului \Ha�Ma.

Demonstra̧tie. Fie D punctul în care tangenta în ' la cercul lui Euler inter-

Figura 1.131: 'Ca este bisectoarea unghiului \Ha'Ma

secteaz¼a latura BC şi E punctul de interseçtie dintre dreapta 'Ca cu cercul lui Euler
(Figura 1.131).

Atunci, D' � DCa, deci \D'Ca � \DCa'. Dar

m(\DCa') =
1

2
[m(

_
'Ma) +m(

_
EHa)]

şi

m(\D'Ca) =
1

2
m(

_
'Ca) =

1

2
[m(

_
'Ma) +m(

_
MaE)];

de unde rezult¼a c¼a m(
_
EMa) = m(

_
HaE), deci \Ha'Ca � \Ca'Ma, adic¼a 'Ca este

bisectoarea unghiului \Ha'Ma. �

Teorema 540 Fie CaCbCc triunghiul de contact al unui triunghi ABC, I centrul
cercului înscris în triunghiul ABC şi C

0
a; C

0
b; C

0
c punctele diametral opuse punctelor

Ca; Cb; Cc în cercul înscris, iar A0; B0; C 0 mijloacele segmentelor AI;BI; respectiv CI.
Dreptele A0C

0
a; B

0C
0
b; C

0C
0
c sunt concurente în punctul lui Feuerbach ('):

Demonstra̧tie. Fie A00 punctul de interseçtie dintre paralela dus¼a din Ca la AI şi
în¼aļtimea AHa (Figura 1.132).
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Figura 1.132: Drepte concurente în punctul lui Feuerbach

Atunci, \A00AI � \HaA00Ca
�
= 1

2 j[m(^B)�m(^C)]j
�
(vezi �Drepte izogonale�).

Cum
m( \Ha'Ca) =

1

2
[m(^B)�m(^C)]

rezult¼a ^HaAI � ^Ha'Ca � ^HaA00Ca, deci patrulaterul 'HaCaA00 este inscriptibil,
de unde

^A00'Ca � ^A00HaCa(= 90�)

şi cum CaC
0
a este diametru în cercul lui Euler rezult¼a c¼a punctele ';A

00; C
0
a sunt col-

iniare. Cum A00; A0 şi C
0
a sunt coliniare, rezult¼a c¼a punctele ';A

0; C
0
a sunt coliniare.

�

Teorema 541 Fie C
0
a; C

0
b; C

0
c punctele diametral opuse vârfurilor Ca; Cb;respectiv Cc

ale triunghiului de contact al triunghiului ABC, în cercul înscris triunghiului ABC.
Cercurile de diametru CaC

0
a; CbC

0
b; CcC

0
c se intersecteaza în puntul lui Feuerbach al

triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Vezi teorema precedent¼a. �


