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1.36 PUNCTUL LUI COSNITA

»2Matematica este o stiinta in care nu se gtie niciodata despre ce se vorbegte si nici daca este
adevirat ce se vorbeste.” — Bertrand Russel*”

Teorema 542 (Teorema lui Cognitd*®) Fie O centrul cercului circumscris unui
triunght ABC g1 X,Y,Z centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor BOC,COA,
respectiv AOB. Dreptele AX, BY si CZ sunt concurente.

Demonstratie. Solutia 1. Fie {A1} = AX N BC, {B1} = BY NnCA, {C1} =
CZ N AB (Figura 1.133). Deoarece

Figura 1.133: Punctul lui Cognita

1
m(<BOX) =m(<«O0CX) = 5m(<zBOC) = m(<A),
rezulta
m(<OBC) = 90° — m(<BOX) = 90° — m(<A)

si
m(<CBX) = m(<«BCX) = m(<A) — m(<OBC) = 2m(<A) — 90° = a.

Analog, m(<ACY) = 2m(<B) — 90° = 8 si m(<AZB) = 2(<C) — 90° = 7. Avem:

BA, _ Auasx) _
AC Aacx

-AB-BX -sin(B+a)  ABsin(B+ «)
CAC-CX -sin(C +a) ACsin(C + a)

N[N =

47Bertrand Russell (1872 - 1970) — filosof, logician i matematician englez, laureat al Premiului
Nobel pentru literatura

48 Cesar Coasnits (1910-1962) — matematician roman, profesor la Universitatea din Bucuresti
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sau glA(} = %#M' Analog, %ﬁ}l = %@:g; si % = g‘;’%ﬁ:gg. Atunci,
ﬁf(} : gﬁ}l . gig =1 (unde am tinut cont ca cos(—z) = cosz,Va € R) si din reciproca
teoremei lui Ceva rezulta ca dreptele AX, BY si CZ sunt concurente.

Solutia 2. Fie {A*} = ZY NBC,{B*} = XZNAC si {C*} = XY N AB. Deoarece
ZY, X7, XY sunt mediatoarele segmentelor AO, BO, respectiv CO din teorema lui
Ayme rezultd ca punctele A*, B*, C* sunt coliniare si din reciproca teoremei lui De-
sargues aplicatd triunghiurilor ABC gi XY Z rezultd cad dreptele AX, BY si CZ sunt
concurente.

Solutia 3. In [38] gdsim o frumoass demonstratie a teoremei lui Cosnitd utilizand
numerele complexe.

Lema 1. Fie A(a), B(b), C(c), D(d) puncte in planul complex, iar M (m) punctul
de intersectie dintre dreptele AB gi C'D. Atunci afixul punctului M este:

(al_)_— ab)(d —c¢) — (c_cz— ed)(b—a)
(b—a)(d—c)—(d—¢)(b—a)

m =

Demonstratia lemei 1. Deoarece punctele A, B si M sunt coliniare, avem
ab—ab —m(b—a) +m(b—a)=0. (i)
Cum C, D si M sunt coliniare, rezulta
cd —ed —m(d—¢é) +m(d—c) =0. (i)

Din relatiile (i) si (ii) rezultd concluzia.
Lema 2. Fie O centrul cercului circumscris unui triunghi ABC, iar a, b, ¢, o afixele
punctelor A, B, C, O in planul complex. Atunci,

_JaP(b—c) +[bP(c—a) +]|c]*(a —b)
a(b—c)+b(c—a)+cla—Db)

Avem OA = OB = OC. Din OA = OB sau |o — a| = |o — b|, rezultd

(0—a)(©—a)=(o—b)(q—D),

de unde B

a(a—b)+qla—b) = laf? - b2 (i)
Analog, OA = OC este echivalentd cu |o — a| = |o — b, de unde obtinem

¢(a—2) +qla—c) = a]* —[c]? (iv)

Eliminand ¢ din ecuatiile (iii) si (iv) obtinem concluzia
Demonstratia teoremei. Fie C(O; R) cercul circumscris triunghiului ABC. Fard
a restrange generalitatea presupunem ca O este originea planului complex. Atunci,
OA = OB = OC = R i O(0). Fie a,b,c,z,y, z afixele punctelor A, B,C, X,Y, Z.
Cum |a| = |b| = |c| = R, rezultd aa = bb = ¢c = R? si de aici avem
R? _ R? R?
G=—,b=—,Cc=—.
a b c
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Din Lema 2, obtinem

. |b|2c—i— |c|2(—b) B RQ(C —b) be

be + ¢(—b) R2C_ 0 T btc
(b C)
si
_ R?
x:b—i-c
Analog,
B ac _ R2
vy = a—i—c’y_a—i—c
ab R?
_ 5 —

a+b" a+b
Fie {M} = AX N BY, iar m afixul lui M. Din Lema 1, avem

(a2 — a)(y —b) ~ (by — bap)(z — )
(Z—a)(y—b) — (§—b)(z—a)
a’b? + a’c? 4+ b*c?

- (a 4+ b+ c)(ab+ ac+ bc) — 4abe )

Fie {N} = AX NCZ, iar n afixul lui N. Din Lema 1, avem

(az —ax)(z — ¢) — (cz — ¢z)(x — a)
(z—a)(z—c)—(z—¢)(x —a)
a’b? + a’c?® + b*c?
(a+ b+ c)(ab+ ac + bc) — 4abe
Analog, dacad {P} = BY N CZ, iar p afixul lui P, obtinem

a’b? 4 a’c?® + b*c?
(a+ b+ c)(ab+ ac + bc) — 4abc’
deci, m =n = p, adica M = N = P. O

p:

Observatia 543 Afizul punctului lui Cosnita cand centrul cercului circumscris tri-
unghiului este in originea planului complex este:

. a?b? 4 a®c?® + b*c?

~ (a+b+c)(ab+ ac+ be) — dabe’

Observatia 544

i) Punctul de concurenta al dreptelor AX, BY gi CZ se numeste punctul lui
Cosnita (in literatura internationald se scrie Kosnitza - probabil datoritd accentului
uzat in limba roména) al triunghiului ABC.

ii) Triunghiul XY Z se numeste triunghiul lui Cosnita al triunghiului ABC.

iii) AX, BY,CZ se numesc dreptele lui Cosnita.

iv) In cartea lui Kimberling - Encyclopedia of Triangle Centers - punctul lui Cognita
este centrul X (54).
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Teorema 545 Intr-un triunghi ABC, punctul lui Cosnita (O*) si centrul cercului lui
Euler (Og) sunt izogonal conjugate.

Demonstratie. Fie A’ si A” punctele de intersectie dintre bisectoarele interioara si
exterioara a unghiului <A cu cercul circumscris triunghiului ABC si O, centrul cercu-
lui circumscris triunghiului BHC'. Punctele A, Og, O, sunt coliniare (vezi ,,Cercurile

Figura 1.134: Puncte izogonale

lui Carnot”) (Figura 1.134). Avem: OX = 2. XA = XO — R,00, = AH =

2R cos A (vezi ,Cercurile lui Carnot”). Atunci,

A"O, A0,

A'X  AX
deci fasciculul (A, NO,MO;) este armonic si cum m(<A’AA”) = 90° rezultd ca
dreptele AA’ si AA” sunt bisectoarele unghiurilor <X AQ,, respectiv <O,AP, unde
P € (BA\[AB]) (vezi ,Centrul cercului inscris in triunghi”), deci <X AA" = <A’AO,,
sau <X AA" = <A’ AOy, adica dreptele AX si AOg sunt izogonale. Analog se arata ca
dreptele BY si BOg sunt izogonale, deci punctele lui Cognitd (O*) si centrul cercului
lui Euler (Og) sunt izogonal conjugate. O

= 2Rcos A,

Teorema 546 Raza cercului circumscris triunghiului BOC' are raza egald cu %.

Demonstratie. Avem:

R-R-a R%.q a R

4-Aoc)  4- M 2sin2A4  2cos A

O

Teorema 547 Fie A*, B*, C* simetricele varfurilor triunghiului ABC' fatd de laturile
opuse g1 O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Cercurile circumscrise tri-
unghiurilor AOA*, BOB* gi COC* se intdlnesc intr-un al doilea punct care este in-
versul in cercul circumscris al punctului lui Cognita.
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Demonstratie. Vezi [12, § 11.24]. O

Teorema 548 (Teorema lui Yiu) Fie A*, B*, C* simetricele varfurilor triunghiului
ABC fata de laturile opuse. Cercurile circumscrise triunghiurilor AB*C*, BC*A*, C A* B*
trec prin inversul punctului lui Cognitd in cercul circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie @ inversul punctului lui Cosnitd (O*) in cercul circumscris
triunghiului ABC. Din teorema lui Musselman @ apartine cercurilor circumscrise tri-

Figura 1.135: Teorema lui Yiu

unghiurilor BOB* gi COC* (Figura 1.135). Atunci, <B*QO = <B*BO si <C*Q0 =
<C*CO, de unde rezulta ci

m(<B*QC*) = m

= m

(«BQO) + m(<«C*QO)

(«B*BO) +m(<«C*CO)

[m(<BCC™) — m(<«BCO)]
[m(<BCC*) — m(aBCO)]

= [m(<CBB*) — m(<CBO)]
= [m(<CBB*) — m(<CBO)]
[m(<CBB*) + m(<BCC™)] — [m(<CBO) + m(<BCO)]

[
— m(<CBB*) + m(<BCC*) — (180° — m(<BOC)).

+ o+

Dar m(<CBB*) = 90° — m(<C) = 90° — m(<(B), m(<BOC) = 2m(<BAC). Astfel,

m(<B*QC*) = (90° —m(<C)) + (90° — m(<B)) — 180° — 2m(<A)
= 2m(<A) — m(<B) — m(<C) = 3m(<A) — 180°.

Deci, 180° — m(<B*QC™) = 2-180° — 3m(<A). Pe de alta parte, <BAC* = <BAC
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si <CAB* = <BAC, de unde rezulta ci

m(<B*AC*) = 2-180° — [m(<«BAC*) + m(<BAC) + m(<CAB")]
2-180° — 3m(<BAC)
= 180° — m(<aB*QC™),

adicd @ apartine cercului circumscris triunghiului AB*C*. Analog, se aratd cd punctul
@ apartine si cercurilor circumscrise triunghiurilor BC*A* si C A*B*. (]

Observatia 549 In general, dat fiind un triunghi ABC si punctele A*, B*,C* astfel
incat cercurile circumscrise triunghiurilor A* BC, B*C A si C*AB au un punct comun,
atunci cercurile circumscrise triunghiurilor AB*C*, BC* A* si CA*B* au de asemenea
un punct comun.

Teorema 550 Centrul cercului circumscris triunghiului de simetrie A*B*C™ al tri-
unghiului ABC' este simetricul centrului cercului circumscris triunghiului ABC fata
de punctul lui Cognita.

Demonstratie. Centrul cercului circumscris triunghiului podar al unui punct P
este mijlocul segmentului PP* (P* fiind izogonalul conjugat al lui P). Fie O* centrul
cercului circumscris triunghiului A* B*C* (Figura 1.136). Cum Og si N* sunt izogonal

Figura 1.136: N* este mijlocul segmentului OO*

conjugate rezultd cd O* este imaginea mijlocului segmentului Og/N* prin omotetie
H(G,4) (unde am folosit teorema lui Boutte — , Triunghiul celor trei imagini”). Fie
T mijlocul segmentului Og N*. Din teorema lui Menelaus aplicatd triunghiului OgTG
avem:

0*G 00y N*T 4 3 1

O*T OG OgN* 3 2 2
rezulta punctele O, N*si O* sunt coliniare. Cum % = g;)é) = 3 rezultd OyT || O*H,
adicd OgN* || O*H, deci N* este mijlocul segmentului OO*. O




