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1.37 PUNCT CEVIAN DE RANG (k, I, m)

"Cea mai neglijatd teorema de existentd in matematica este existenta oamenilor. Matematica
a fost creatd de oameni si ea poartd amprenta lor." — Hammer Presten

Coordonatele baricentrice au fost introduse de catre Moébius in 1827 [22]. Coor-
donatele baricentrice sunt triplete de numere reale (t1,%2,t3) corespunzand maselor
plasate in varfurile triunghiului ABC. Aceste mase determina un punct P, numit
centrul de greutate sau baricentrul avand coordonatele (t1,t2,t3) . Ariile triunghiurilor
BPC,CPA si APB sunt proportionale cu coordonatele baricentrice 1, ts i t3. Pentru
mai multe detalii se pot consulta C. Bradley [22], C. Coanda [31], C. Cosnita [35], C.
Kimberling [55], S. Loney [58]. Notdm cu a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiului ABC,
p semiperimetrul triunghiului ABC' si cu A[ABC] aria triunghiului ABC.

Teorema 551 Fie ABC un triunghi, (t1,ta,t3) coordonatele baricentrice ale unui
punct P, APNBC ={A'}, BPNCA={B'} i CPNAB = {C'}. Atunci:
BA" t3 CB' _t1 AC" % (i)
AC ta’ B'A N LL3’ C'B t1

Demonstratie. Fie P in interiorul triunghiului (Figura 1.137). Dacd P este situat
in exteriorul triunghiului se procedeaza similar.Avem

Figura 1.137: Punct cevian

A[ABP] AB-AP-sinBAA' A[ABA] BA
A[ACP] ~ AC-AP-sinCAA ~ A[ACA|  AC’

si cum ariile triunghiurilor PBC, PC A, PAB sunt proportionale cu t1, ts si t3, rezulta
ca

A[ABP] t;

A[ACP] ~ ty’

deci

BA'" 3
A'C ty

Analog se arata si celelalte relatii. O
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Teorema 552 ([04]). Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC'. Paralela dusa
prin B la IC intersecteazd paralela dusa prin C la IC in A’. Analog se obtin punctele
B’ 51 C'. Dreptele AA’, BB', CC" sunt concurente.

Demonstratie. Fie D, E, F intersectiile dreptelor AA’, BB’ si CC’ cu BC,CA,
respectiv AB (Figura 1.138). Deoarece

WDC
A

Figura 1.138: Drepte concurente

BA =CI= " A =Bl ="

sin%’ sin%7
rezultd
BD A[BAA] BA'-AB-sin(§+B)
DC  A[CAAY  CA'-CA-sin(B+C)
sin(%—i—B) -cos% B sin A +sin B _a+b
Sin(g—FC) -cosg  sinA+sinC  a+c
Analog,

@_ b+c ﬂ_c%—a
EA b+a FB c¢+Vb’

de unde obtinem
BD CFE AF

DC EA FB
iar din reciproca teoremei lui Ceva rezulta ca dreptele AD, BE, C'F sunt concurente.

0

L

Fie S punctul de intersectie dintre dreptele AD, BE si CF. Cum % = Z—ig,% =
bte AF _ cta gj 5 oF : e
bta'TB — oy din teorema 551, rezultd cd S are coordonatele baricentrice:

b+c:c+a:a+b,

corespunzand punctului lui Spieker al triunghiului ABC.
Fie ABC un triunghi neisoscel. Daca D € (BC) astfel incat

oo =)
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k € R, atunci AD se numeste [— ceviana de rang k, iar daca D € BC'\ [BC], astfel

incat gg = (%)k, k € R*, atunci AD se numeste I— exceviand de rang k sau [—

ceviand exterioard de rang k. Dacd ABC este un triunghi isoscel (AB = AC'), atunci
ceviana de rang k este mediana din A.

Teorema 553 ([04]) I— cevianele de rang k corespunzitoare punctelor A, B,C sunt
concurente.

Notam cu I punctul de intersectie dintre I— cevianele de rang k.
a) Mediana este o [— ceviand de rang k =0 si Iy = G.
b) Bisectoarea este o [— ceviand de rang k = 1si [1 = 1.
c) Simediana este o I— ceviand de rang k = 2 si I = K (Lemoine’s point).
d) Antibisectoarea (izotomica bisectoarei) este o I— ceviana de rang (—1).
e) Izogonala antibisectoarei este o I— ceviana de rang 3.
f) Izotomica antibisectoarei este o I— ceviana de rang (—2).
g) Izogonala unei I— ceviane de rang k este o I— ceviand de rang (2 — k).
h) Izotomica unei I— ceviane de rang k este o I— ceviand de rang (—k).
i) Simediana exterioara este o [— ceviand de rang 2.
j) Fie I, (k) punctul de intersectie dintre I— ceviana de rang k ce pleacd din A si
I— cevianele exterioare de rang k ce pleacd din B gi C. Analog definim I, (k) si I. (k).
Analog cu I— ceviana de rang k, definitd prin raportul lungimilor segmentelor
determinate de bisectoare pe laturile triunghiului, definim N— ceviana de rang I,
utilizand o ceviand Nagel si S - ceviana de rang m, utilizdnd o ceviand determinata
de punctul lui Spieker.
Fie ABC un triunghi neisoscel. Dacd D € (BC) astfel incat

BD _ (s-c)'
DC  \s—b

[ € R, atunci AD se numeste N - ceviand de rang [, iar dacd D € BC\ [BC], astfel

1
incat % = (ﬁ) , I € R*, atunci AD se numeste N - exceviand of rank [. Daca

ABC este un triunghi isoscel (AB = AC), atunci N— ceviana de rang [ este mediana
din A.
Dacd D € (BC) astfel incat

BD  (a+b\"

DC  \a+c
m € R | atunci AD se numeste S - ceviana de rang m, iar daci D € BC\ [BC], cu
BD _ (a+tb\™

De = (a—ﬂ) , m € R*, atunci AD se numeste S - exceviand de rang m. Dacd ABC

este un triunghi isoscel (AB = AC), atunci S— ceviana de rang [ este mediana din A.
Daca D € (BC) astfel incat

() (o) (e @
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k,l,m € R, atunci AD se numeste ceviana de rang (k,l, m), iar dacd D € BC\ [BC],

BD k ! b\ . .
cu 25 = (§)"- (%) : (g—ic) , k,I,m € R*, atunci AD se numeste exceviana de
rang (k, 1, m). Dacd ABC' este un triunghi isoscel (AB = AC'), atunci ceviana de rang

(k,l,m) este mediana din A.

Teorema 554 [Barbu,C. — Minculete, N. [13]] In orice triunghi cevianele de rang
(k, 1, m) sunt concurente.

Demonstratie. Din reciproca teoremei lui Ceva gi din relatiile (ii) rezultd con-
cluzia. H

Observatia 555 Fie I(k,l,m) punctul de intersectie al cevianelor de rang (k,l,m).

1) Coordonatele baricentrice ale punctului I(k, [, m) sunt
a*(s —a)(b+ )™ : b (s —b)(c+a)™ : F(s — ¢)'(a+ b)™.

2) Bisectoarea este o ceviand de rang (1,0,0);

3) Mediana este o ceviana de rang (0,0,0);

4) Simediana este o ceviana de rang (2,0,0);

5) Antibisectoarea este o ceviand de rang (—1,0,0);

6) Izogonala antibisectoarei este o ceviand de rang (3,0,0);

7) Izotomica simedianei este o ceviand de rang (—2,0,0);

8) Izogonala unei ceviane de rang (k,0,0,) este o ceviana de rang (2 — k,0,0) ;
9) Izotomica unei ceviane de rang (k,0,0) este o ceviand de rang (—k,0,0);
10) Exsimediana este o ceviana de rang (2,0,0).

Teorema 556 [Barbu,C. — Minculete, N. [13]] Fie ABC un triunghi. Fie D, E gi
F  punctele de intersectie dintre cevianele de rang (k,l,m) duse din A, B,C cu la-
turile opuse, iar X,Y si Z picioarele perpendicularelor duse dintr-un punct P situat
in interiorul triunghiului ABC' pe laturile BC,C A, respectiv AB.

a) Daca P € [EF], atunci

T _ Y N z
abF=ls—a)l(b+c)m V-l (s—=bla+c)™ cF(s—c)(a+b)™’

(iif)
unde |PX|=z,|PY|=y,|PZ| = z
b) Daca P € [F'D], atunci

y _ T z .
P —btlator @ s—albrom T Fis—aiarp Y

c) Daca P € [DE],atunci

Z x Y
ck=1(s — c)l(a + b)™ - ak=1(s — a)l(b+ c)™ + bk=1(s —b)l(a + )™’ )
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Demonstratie. Deoarece AD este o ceviana de rang (k, [, m), avem
BD (f)k s—c\' fa+b\™
DC  \b s—b at+c)

ack(s — ¢)'(a + b)™
b(s —b)l(a+ )™ + ck(s — ¢)l(a + b)™

(Figura 1.139), de unde

BD =

Analog se obtin relatiile:
bk (s — c)l(a + b)™

ak(s —a)l(b+c)™ + k(s — )l (a+ b)™’
cb*(s — b)l(a + )™

ak(s —a)l(b+c)™ + bk (s — b)l(a + c)™

Din A[AFE] = A[AFP| + A[APE] rezulta

AE =

AF =

Figura 1.139: Ceviane de rang (k,l,m)

(50)"+-[(s = B)(s — o)) [(a + B)(a + )" sin4
[ak(s — a)l(b +¢)" k(s — c)l(a +0)"] [ak(s — a)l(b + )"+ (s — b)l(a +e)™ 2

(s —b)(a+ )™z N bk (s — ) (a+b)™y
20a (s — a)(b+ )"+ (s — b (a+ )] 2a (s — a)(b+ )"+ (s — o) (a+ b)"]

(vi)

Cum A[ABC| = w si 2A[ABC| = az + by + cz, utilizand (vi), obtinem:
(be)" (s — b)(s — )]'[(a + b)(a + ¢)]™(az + by + c2)
= 20" P (s — a) (b + )" +cF (s — o) (a + b)™](s — b) (a + )"+
ycFHa" (s — a) (b + )" +bF (s — b) (a + ¢)™|(s — &) (a + b)™,

za(be)" (s — b)(s — )]'[(a + b)(a + )™ +yb* (s — b)(s — )] [(a + b)(a + )]
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20 (s — b) (s — o)]'[(a + b)(a + &))"= zd"b* 1 [(s — a)(s — b)]'[(b + ¢)(a + )]+
LR (s — ¢)(s — b)]'[(a + b)(a + )] "+ya (s — a)(s — )] [(b+ c) (a + b)]™
+ybF (s — b) (s — O)]'[(a + b)(a + )™

Impartind prin (abc)* - [(s —a)(s —b)(s — ¢)]' - [(a + b) (b + c)(c+a)]™, se obtine (iii).
Analog se arata relatiile (iv) si (v). O

Observatia 557 Notiunea de ceviand de rang (k,l,m) poate fi extinsd la cea de ce-
viana de rang (ky, ky+t1, ..., kw) daca relatia (ii) se scrie

BD 1y (is—c\"
DC - is—b
=Uu

unde u < w,u,w € Z,k; € R, pentru toti i € {u,..,w}. Pentru u = 0,w = 2,ky =
k,k1 =1, ka = m, se obtine relatia (i7). Relatia (iii) devine:

ax by cz
= w + w

H(is — a)ki H(zs — b)ki H(ZS — c)ki

C. Kimberling in [55] prezinta coordonatele baricentrice ale celor mai importante
puncte, notate cu X(g). Dacd ludim P = X(g), unde X(q) este un punct de tip
I(k,l,m), obtinem o serie de egalititi interesante date la diferite olimpiade si con-
cursuri.

X(q) I(k,l,m) Punctul P = X (q) in relatia (i)
X(1) I(1,0,0) centrul cercului inscris (I) r=y+z [7]
X(2) 1(0,0,0) centrul de greutate (G) ax = by + cz
X(6) 1(2,0,0) Punctul lui Lemoine (K) 1y =fy+lz
X(7) 1(0,—1,0) Punctul lui Gergonne (Ge) a(s —a)r =b(s —b)y+c(s —c)z
X (8) 1(0,1,0) Punctul lui Nagel e :s%‘by—l—éz
X(9) I(1,1,0) mittenpunkt . 1a =5 Loy+ L
X(10) 1(0,0,1) Punctul lui Spieker i —C+ay—|—

. . b
X(12) 1(0,—1,2) {I,X(5)}conjugatul armonic pt X(11) ((lbj-c?)x (C(ia)% y+ (C(gj_b;)
X(21) I(1,1,-1) Punctul lui Schiffler Lo Z)m (et ;? y+ et
X(31) I(3,0,0) 2nd power point a12 T _b2 Y+ 2 z
X(32) 1(4,0,0) 3rd power point alg T =33 y+ 37
X(37) 1(1,0,1) crosspoint pentru I si G ﬁf —c+ay+1a+bz
X(41) 1(3,1,0) X(6) Ceva conjugatul lui X(31) LT a) bg(s b)y—l—cg(s a7
X(42) 1(2,0,1) crosspoint pentru I si K atF L a7 (C+a) y+ c(a1+b)
X(55) 1(2,1,0) insimilicenter ( g (S ) y+c(5 9%
X(56) 1(2,-1,0) exsimilicenter Ay = by—i——z
X(57) I(1,-1,0) izogonalul conjugat lui X(9) (s—a)x=(s—b)y+(s—c)z
X(58) 1(2,0,—-1) izogonalul conjugat lui X(9) bz Cgay—f— ajbz
X(65) I(1,-1,1) ortocentrul triunghiului inscris Pre® = c+a 5=by 4 s a+bz
X(76) 1(-2,0,0) Al treilea punct al lui Brocard a’r = by + Az
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X(81)  I(1,0,—1) Cevapoint pentru I gi K (b+c)x=(c+a)y+ (a+b)z
X(8) I(-1,—1,0) izotomicul conjugat lui X(9) a(s —a)r = b*(s — by + (s — )z
X (86) 1(0,0,—1) Cevapoint pentru I si G a(b+c)z =b(c+a)y+cla+b)z
X(174) I(—%,—%,O) Centrul Yff ay/a(s — a)z = b\/b(s — b)y + cy/c
X(188) I (—%, %, O) 2nd mij. arc.A anticomplementar \/:CC = b\/iy i c\/>
X (200) I(1,2,0) X(10) Ceva conjugatul lui X(9) = a)zx (S b)2 Yt C)2z
X (210) I(1,1,1) X(10) Ceva conjugatul lui X(37) = a)(b+c) =T VT o c)l(a+b) :
X (213) 1(3,0,1) X(6) Ceva conjugatul lui X(42) a2(b+c) =5 (cl_m) Y+ 5o c)l(a+b)
X (220) 1(2,2,0) X(9) Ceva conjugatul lui X(55) ag - g =5 1b)2 Yt 10)2 z
X(226) I(0,-1,1) X(9) Ceva conjugatul lui X(65) “ Z+Z E b(s b) Y+ (Z+z)z
X (259) I (%, %, O) izogonalul conjugat lui X(174) \/gm —\/;y—l—\/gz
X (266) 1 (%, %, 0) izogonalul conjugat lui X(188) Va(s —a)z =1/b(s — b)y++/c(s —
X(269) 1(0,-2,0) izogonalul conjugat lui X(200) a(s — a)’z = b(s — b)*y + c(s — ¢)*
X(274) I(-1,0,—-1) izogonalul conjugat lui X(213) a2(b+ c)x = b*(c+ a)y + (a + b):
X(279) I(-1,-2,0) izogonalul conjugat lui X(220) a(s — a)*z = b(s — b)%y + c(s — ¢)*:
X(310) I(-2,0,—1) izotomicul conjugat lui X(42) a®(b+c)r = b3(c +a)y+ c3(a +b)z
X(312)  I(—1,1,0) izotomicul conjugat lui X(57) %:}: zsb—;)y+sc—§cz

X(313) I(-2,0,1) izotomicul conjugat lui X(58) gm —(J_ji_iay;{—a%bz i

X(314) I(-1,1,-1) izotomicul conjugat lui X(65) 59(320)37 3 b ‘E,Cia) y+= giib)z
X(321) I(-1,0,1) izotomicul conjugat lui X(81) T —C+ay+a—+bz

X (333) 1(0,1,-1) Cevapoint pentru X(8) si X(9) zz)tf) b(c+a)y+ C((Hb) z

X(341)  I(—1,2,0) izotomicul conjugat lui X(269) G 2)2 x = (S b)2 ¥+ 20)2 z

X (346) 1(0,2,0) izotomicul conjugat lui X(279) = a)2 T =0 bbfg Y+ = 6)2 z

X (365) 1(3,0,0) square root point \}a$ _\/By+ﬁ

X (366) I(%, 0,0) izotomicul conjugat lui X(365) Vaz =\/By+\ﬁz

X(479)  1(0,-3,0) X (269)-cross conjugatul lui X(279)  a(s — a) x = b(s —b)3y + ¢(s — ¢)*
X (560) 1(5,0,0) 4th power point 14LL‘ = b4 Y+ c4 z

X(561)  I(—3,0,0)  izogonalul conjugat al 4th power point 4:E = by +ctz

X(593)  I1(2,0,—2) Primul punct al lui Hatzipolakis-Yiu (b-;c) x = (C+a) y+ (a+b)

X (594) 1(0,0,2) izogonalul conjugat lui X(593) (b+c) & = (chba)2 y+ (a+b)2 z

X (756) 1(1,0,2) crosspoint pentru X(10) si X(37) (b+c)2 x = (C_i_la)Q y+ (a_:b)2 z

X(757)  I(1,0,-2) izogonalul conjugat lui X(756) (b —|— o)z = (c+a)’y+ (a+b)*z

X (872) 1(3,0,2) crosssum pentru X(86) si X(274) aQ(b+c)2 T = bQ(Ci_aP y+ CQ(al_i_b)

X(873)  I(1,0,-2) izogonalul conjugat lui X(872) a2(b+ )%z = b’ (c+ a)?y + A(a + b)?
X(1014) I(1,—1,—-1)  izogonalul conjugat lui X(210) (S —a)b+c)x=(s=b)(c+a)y+ (s
X(1088) 1(—1,2,0) triliniare square pt. X(7) a2(s —a)’z = b%(s — b)*y + A(s — ¢)?
X(1089) I(-1,0,2) triliniare square pt. X(10) (bff_; = (Ciz)z y+ (a_fb)Q z

X (1253) 1(3,2,0) izogonalul conjugat lui X(1088) ZGoa2 L TR b)2 T T 1 oLk
X(3596) I1(—2,1,0)  Primul punct al lui Odehnal 2=y &
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Observatia 558 Daca M este un punct din planul unui triunght ABC, atunci urmda-
toarea egalitate are loc:

(tl + to +t3)MP= tWMA +toMB +tsMC. (Vii)
Pentru cazul particular M = P, egalitatea (vii) devine
— P — —
tWPA+t,PB+t3PC = 0.

Teorema 559 Daca M este un punct din planul unui triunghi ABC, atunci urma-
toarea egalitate are loc:

(t,+to+t3)> M P = (t, M A% +to M B2 +t3 M C?)(t,+ta+t3) — (tytza’+tzt b2 +t1tac?).
(viii)

Demonstratie. Din (vii) si produsul scalar a doi vectori rezulta:
(t1 4+ to + 13)°MP? = 2MA? + t2MB? + 2MC?+

—_— —_— —_—
2t1toMA - M B + 2t1tsMA - MC + 2t9tsMB - MC

sau
(t1 +to + t3)2MP? = t2M A% + t2M B? + 2M C?+

tita(MA*+ M B%— AB?) + t t3( M A+ MC?— AC?) + t,t3(M B*+MC?—BC?),
de unde,
(t,+tott3)° M P = (t, M A% +to M B2 +t3 M C?)(t, +ta+t3) — (totza®+tzt1b>+t1tac?),
unde am folosit faptul ca

M A%+ M B?— AB?

OMA-MB=2MA-MBcos AMB = 2MA - M B
P oS - HTTTTOMA - MB

= MA?>+MB?*- AB>.
0

Observatia 560 Daca t1,to,ts git1+to+ts sunt nenule, atunci (viii) poate fi rescrisa
astfel:

M P?

tiM A% +to M B2+t MC? t1tats <a2 b2 02) (i)
= — . 1X

t1+ta+ts (t1+t2+t3)2 t1 ta i3

Consecinta 561 Urmadatoarea egalitate are loc:

t1t2t3 a2 b2 C2
R2—0P2:<++ x
(t1+ta+t3)2 \t1  t2 i3 ()

cu ty,t9,t3 > 0.

Demonstratie. Egalitatea se obtine din (ix) pentru M = O. O
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Teorema 562 In orice triunghi ABC avand semiperimetrul s, urmitoarea egalitate
are loc: )
4s%t1tat
R2_0P? > _ xStitaly
(tl +to + t3)3

cu ty,ta,t3 > 0.

Demonstratie. Din inegalitatea lui Bergstrom -daca zp € R gi ap > 0, k €
{1,2,...,n}, atunci

2?2zl 22 (w1 +x2+ .+ 3p)?
Ty Ty
ai a2 Qnp ar+as+...+a,

)

cu egalitate dacd st numai daca

ry T2 _ In
ap  as | ap’
si relatia (x) rezulta
2

- (t1+t2+t3)2 t1+to +t3

Egalitatea are loc pentru P = I (unde I este centrul cercului inscris in triunghiul
ABC). O

C. Cosnita [35] a formulat urmatoarea teorema: daca punctele P gi QQ au coordo-
natele baricentrice ty : to : t3, respectiv uy : uo : us, in raport cu un triunghi ABC,
atunct

a2 b 2
PQ* = —afy < + =+ > xi
= tE TS (xi)
unde
U1 t1 U to us t3

o= — (B = — o — — )
uitug+usg t1+to+is3 g uitug+usg t1+io+t3 7 uitugtusg t1+ta+i3

Teorema 563 Daca punctele P si (Q au coordonatele baricentrice tq : to : t3, respectiv
uy ;U9 : ug, in raport cu un triunghi ABC, atunci

2_ _ titots a? v? 2\ _ U U2U3 a2 b2 &2 a? b2 2
2R (t1+t2+t3)2 <t1 T T t3) (u1+uztus)? <u1 T T u3> +afy (Oé TET ’Y)

cos ?O\Q:

2 t1tot 2 b2 2 2 2 b2 2
o[-ttt (20 84 8)] - [Pt (24 2 )
(xii)
CU
uy t1 3 ug la u3 13
uy+ug+ug  ti+totts’ uitugs+us t1+to+ts 7 ul+us+us  t1+tot+ts’

tar t; st u;, 1 = 1,3, sunt nenule.
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Demonstratie. Din (ix) avem:

t1t2t3 a2 b2 02
OP?=R?>- =~ 2=° <++
(t1 +ta+t3)2 \t1  t2 13

si

2 2 2

ULULU a b c
0Q* = R* - 1203 2<++>
(uq +U2+U3) Ul U2 U3

Aplicand teorema cosinusului in triunghiul POQ avem

OP2 +0Q? - PQ’

cos@: 50P - 00

Din relatiile precedente rezultd concluzia. U

Teorema 564 Urmdatoarele inegalitati au loc:

2 [RZ % <CL2 + g + C2>:| |:R2 Uruzus <a2 + E + C2>:| <
(t1+ta+t3)2 \t1  t2 13 (ur +ug +uz)®> \wr  wp  uz/|

2 2 2 2 2 2 2 2
a b c titat a b c UL UL, a b
a67<a++7>+2R2—[(123<++>+ 128 (—I——i—

B ti+ta+t3)2 \t1 L2 i3 (up +ug +u3)? \up  ug
t1tot a? b2 2 UL UL a? b2 2
N e e | e I
(ti+ta+t3)2 \t1  t2 t3 (w1 +uz+u3)? \ur  up  us
(xiid)
cu
U1 t1 U9 to us 13

o = - P = - Y = - )
U1 + u2 + us t1+t2+t3/6 u1 + uo + us t1—|—t2+t3’y ur +u2 +us t1 +to+1t3
iar t; st u;, i = 1,3, sunt nenule.
Demonstratie.Inegalititile sunt consecinta faptului ca COS@ €[-1,1]. O

Consecinta 565 (Inegalitatea lui Blundon) Conditia necesard si suficientd pentru
a exista un triunghi avind elementele s, R si r, este

2R*+10Rr —r*>—2(R—2r)v/ R?2 — 2Rr < s* < 2R*+10Rr—r*4+2(R—2r)\/ R? — 2Rr.

Demonstratie. Coordonatele baricentrice ale punctelor I si N sunt (t1,t2,t3) =
(a,b,c), respectiv (u1,us,us) = (s —a,s —b,s —c¢). Avem:

U+ ug+us=s—a+s—b+s—c=s, uuguz = (s —a)(s — b)(s — ¢) = r2s, (xiv)

si
t1 + to +t3 = 2s, titots = abc = 4Rrs. (xv)
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Din relatia (xiii) rezultd

a_s—a_g_Qs—Sa /8_28—3b 28 —3c
s 2s 25 0T 25 T T
iar de aici
a2 v 2 3b 3c
—+—+—) = = 1-=2)(1-=)d?
o (Gr5+5) - mo=x (o) (-3
b
= Ya*- %Z [a*(a+b+c) —a’] + %&;Za
3 9abc
_ 2 2, 9 3
= Y a“—=3> a —l—QSZa + P
= —2(2s% —2r% —8Rr) + 3(s* — 3r — 6Rr) + 18Rr
sau - )
affy <a + -+ c> = —s? —5r2 4 16Rr.
a [y
Cum 2 g ) .
titats a c 4Rrs
S B R - .25 = 2R
(t1 + L2 + t3)? <t1 T +'t3) g2 P T
si
ULULU3 a® b2 A2 r2s a? b2 c?
—t—+—) = — + +
(up +ug +u3)? \ur  wus  us s2 \s—a s—-b s—c
P Ya¥s-bs—o)
s r2s
1
= = {522(12 -5y [az(a—l—b—i—c) - a3] +abcy a}
1
= = (s> a® —s*> a® + 8Rrs?)
1
= — [2s%(s* — 3r® — 6Rr) — s*(2s® — 2r* — 8Rr) + 8Rrs’]
s
= 4Rr — 4r?
Utilizant teorema precedenta rezulta concluzia. O

Observatia 566 Fie Iy, I, I3 trei puncte ceviene de rang (k, [, m) avdnd coordonatele
baricentrice:

Lia¥ (s — a)li(b+ )™ : bFi(s — b)li(a + )™ : Fi(s — ¢)li(a+ b)™], i =1, 3.

Pentru i = 1,3, a¥ (s — a)li(b+ c)™, bFi(s — b)li(a + c)™, cFi(s — )l (a + b)™ notam
cu tl, 2, respectiv t?. Fie

77 77
1 1
t] ti

s — _
K tht2 e 2+
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2 2
B"_ J _ [
i T 41 | 42 | 43 T, 42 43
Tttt G+ 4
$t
3 3
Yij = 3 G

1 2 3 2 3
tt )ttt
pentru i,j € {1,2,3}. Utilizand (iz) oblinem:
2 2 2
a b c

L.I2 = _04"'5""}’1‘" <_|__|_)

14g () 1) 7 aij Bij 77,’]'
pentru i,5 € {1,2,3}. Din teorema cosinusului in triunghiul I II5 obtinem

——  LI24 LI2 - I31?
cos I Iy = = 222122.312133 "=

2 2
—a®(B19719+Ba3Va3—B31731) — b” (V1o012+723023—V31031) + ¢ (10 819+ 23 B3 —31837)
2\/_ﬁlﬂmaz—712a12b2_041251202 : \/—523’723a2—7230423b2—0423ﬁ2302

Teorema 567 Urmdatoarele inegalitati au loc:

—2v/—B1971202 71201262 — 1281562 - \/ —BagY23a2 —V93023b2 — a3 P52 <

2 2
—a?(B19V12+HBa3Va3—B31731) — b2 (V19012 V03003 — V31 031) + € (01581923893 —i3183) <

2\/—512’71za2—’7120412192—&1251202 : \/—523723a2—723042352—042352302

Demonstratie. Inegalitatile sunt consecinta faptului ca cos@ e[-1,1. O



