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1.37 PUNCT CEVIAN DE RANG (k ; l ;m)

"Cea mai neglijat¼a teorem¼a de existenţ¼a în matematic¼a este existenţa oamenilor. Matematica
a fost creat¼a de oameni şi ea poart¼a amprenta lor." �Hammer Presten

Coordonatele baricentrice au fost introduse de c¼atre Möbius în 1827 [22]: Coor-
donatele baricentrice sunt triplete de numere reale (t1; t2; t3) corespunzând maselor
plasate în vârfurile triunghiului ABC. Aceste mase determin¼a un punct P , numit
centrul de greutate sau baricentrul având coordonatele (t1; t2; t3) : Ariile triunghiurilor
BPC;CPA şi APB sunt propoŗtionale cu coordonatele baricentrice t1; t2 şi t3. Pentru
mai multe detalii se pot consulta C. Bradley [22], C. Coand¼a [31], C. Coşni̧t¼a [35], C.
Kimberling [55], S. Loney [58]: Not¼am cu a; b; c lungimile laturilor triunghiului ABC;
p semiperimetrul triunghiului ABC şi cu �[ABC] aria triunghiului ABC:

Teorema 551 Fie ABC un triunghi, (t1; t2; t3) coordonatele baricentrice ale unui
punct P , AP \BC = fA0g ; BP \ CA = fB0g şi CP \AB = fC 0g : Atunci:

BA0

A0C
=
t3
t2
;
CB0

B0A
=
t1
t3
;
AC 0

C 0B
=
t2
t1

(i)

Demonstra̧tie. Fie P în interiorul triunghiului (Figura 1.137). Dac¼a P este situat
în exteriorul triunghiului se procedeaz¼a similar.Avem

Figura 1.137: Punct cevian

� [ABP ]

� [ACP ]
=
AB �AP � sinBAA0
AC �AP � sinCAA0 =

� [ABA0]

� [ACA0]
=
BA0

A0C
;

şi cum ariile triunghiurilor PBC;PCA;PAB sunt propoŗtionale cu t1; t2 şi t3, rezult¼a
c¼a

� [ABP ]

� [ACP ]
=
t3
t2
;

deci
BA0

A0C
=
t3
t2
:

Analog se arat¼a şi celelalte relaţii. �
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Teorema 552 ([64]): Fie I centrul cercului înscris în triunghiul ABC. Paralela dus¼a
prin B la IC intersecteaz¼a paralela dus¼a prin C la IC în A0. Analog se obţin punctele
B0 şi C 0. Dreptele AA0, BB0, CC 0 sunt concurente.

Demonstra̧tie. Fie D;E; F interseçtiile dreptelor AA0; BB0 şi CC 0 cu BC;CA;
respectiv AB (Figura 1.138). Deoarece

Figura 1.138: Drepte concurente

BA0 = CI =
r

sin C2
; CA0 = BI =

r

sin B2
;

rezult¼a
BD

DC
=
� [BAA0]

� [CAA0]
=
BA0 �AB � sin

�
C
2 +B

�
CA0 � CA � sin

�
B
2 + C

� =
sin
�
C
2 +B

�
� cos C2

sin
�
B
2 + C

�
� cos B2

=
sinA+ sinB

sinA+ sinC
=
a+ b

a+ c

Analog,
CE

EA
=
b+ c

b+ a
;
AF

FB
=
c+ a

c+ b
;

de unde obţinem
BD

DC
� CE
EA

� AF
FB

= 1;

iar din reciproca teoremei lui Ceva rezult¼a c¼a dreptele AD;BE;CF sunt concurente.
�

Fie S punctul de interseçtie dintre dreptele AD;BE şi CF . Cum BD
DC =

a+b
a+c ,

CE
EA =

b+c
b+a ,

AF
FB =

c+a
c+b , din teorema 551, rezult¼a c¼a S are coordonatele baricentrice:

b+ c : c+ a : a+ b;

corespunzând punctului lui Spieker al triunghiului ABC:
Fie ABC un triunghi neisoscel. Dac¼a D 2 (BC) astfel încât

BD

DC
=
�c
b

�k
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k 2 R, atunci AD se numeşte I� cevian¼a de rang k ; iar dac¼a D 2 BCn [BC], astfel
încât BD

DC =
�
c
b

�k, k 2 R�, atunci AD se numeşte I� excevian¼a de rang k sau I�
cevian¼a exterioar¼a de rang k. Dac¼a ABC este un triunghi isoscel (AB = AC), atunci
ceviana de rang k este mediana din A.

Teorema 553 ([64]) I� cevianele de rang k corespunz¼atoare punctelor A;B;C sunt
concurente.

Not¼am cu Ik punctul de interseçtie dintre I� cevianele de rang k:
a) Mediana este o I� cevian¼a de rang k = 0 şi I0 = G.
b) Bisectoarea este o I� cevian¼a de rang k = 1 şi I1 = I.
c) Simediana este o I� cevian¼a de rang k = 2 şi I2 = K (Lemoine�s point).
d) Antibisectoarea (izotomica bisectoarei) este o I� cevian¼a de rang (�1).
e) Izogonala antibisectoarei este o I� cevian¼a de rang 3.
f) Izotomica antibisectoarei este o I� cevian¼a de rang (�2).
g) Izogonala unei I� ceviane de rang k este o I� cevian¼a de rang (2� k).
h) Izotomica unei I� ceviane de rang k este o I� cevian¼a de rang (�k).
i) Simediana exterioar¼a este o I� cevian¼a de rang 2.
j) Fie Ia (k) punctul de interseçtie dintre I� ceviana de rang k ce pleac¼a din A şi

I� cevianele exterioare de rang k ce pleac¼a din B şi C. Analog de�nim Ib (k) şi Ic (k).
Analog cu I� ceviana de rang k, de�nit¼a prin raportul lungimilor segmentelor

determinate de bisectoare pe laturile triunghiului, de�nim N� ceviana de rang l,
utilizând o cevian¼a Nagel şi S - ceviana de rang m, utilizând o cevian¼a determinat¼a
de punctul lui Spieker.

Fie ABC un triunghi neisoscel. Dac¼a D 2 (BC) astfel încât

BD

DC
=

�
s� c
s� b

�l
l 2 R, atunci AD se numeşte N - cevian¼a de rang l , iar dac¼a D 2 BCn [BC], astfel
încât BD

DC =
�
s�c
s�b

�l
, l 2 R�, atunci AD se numeşte N - excevian¼a of rank l . Dac¼a

ABC este un triunghi isoscel (AB = AC), atunci N� ceviana de rang l este mediana
din A.

Dac¼a D 2 (BC) astfel încât

BD

DC
=

�
a+ b

a+ c

�m
m 2 R , atunci AD se numeşte S - cevian¼a de rang m, iar dac¼a D 2 BCn [BC], cu
BD
DC =

�
a+b
a+c

�m
, m 2 R�, atunci AD se numeşte S - excevian¼a de rang m. Dac¼a ABC

este un triunghi isoscel (AB = AC), atunci S� ceviana de rang l este mediana din A.
Dac¼a D 2 (BC) astfel încât

BD

DC
=
�c
b

�k
�
�
s� c
s� b

�l
�
�
a+ b

a+ c

�m
(ii)
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k; l;m 2 R, atunci AD se numeşte cevian¼a de rang (k ; l ;m); iar dac¼a D 2 BCn [BC],
cu BD

DC =
�
c
b

�k � � s�cs�b

�l
�
�
a+b
a+c

�m
; k; l;m 2 R�, atunci AD se numeşte excevian¼a de

rang (k ; l ;m): Dac¼a ABC este un triunghi isoscel (AB = AC), atunci ceviana de rang
(k; l;m) este mediana din A.

Teorema 554 [Barbu;C: �Minculete;N: [13]] În orice triunghi cevianele de rang
(k ; l ;m) sunt concurente.

Demonstra̧tie. Din reciproca teoremei lui Ceva şi din relaţiile (ii) rezult¼a con-
cluzia. �

Observa̧tia 555 Fie I(k; l;m) punctul de intersecţie al cevianelor de rang (k; l;m).

1) Coordonatele baricentrice ale punctului I(k; l;m) sunt

ak(s� a)l(b+ c)m : bk(s� b)l(c+ a)m : ck(s� c)l(a+ b)m:

2) Bisectoarea este o cevian¼a de rang (1; 0; 0) ;
3) Mediana este o cevian¼a de rang (0; 0; 0) ;
4) Simediana este o cevian¼a de rang (2; 0; 0) ;
5) Antibisectoarea este o cevian¼a de rang (�1; 0; 0) ;
6) Izogonala antibisectoarei este o cevian¼a de rang (3; 0; 0) ;
7) Izotomica simedianei este o cevian¼a de rang (�2; 0; 0) ;
8) Izogonala unei ceviane de rang (k; 0; 0; ) este o cevian¼a de rang (2� k; 0; 0) ;
9) Izotomica unei ceviane de rang (k; 0; 0) este o cevian¼a de rang (�k; 0; 0) ;
10) Exsimediana este o cevian¼a de rang (2; 0; 0) :

Teorema 556 [Barbu;C: �Minculete;N: [13]] Fie ABC un triunghi. Fie D;E şi
F punctele de intersecţie dintre cevianele de rang (k; l;m) duse din A;B;C cu la-
turile opuse, iar X;Y şi Z picioarele perpendicularelor duse dintr-un punct P situat
în interiorul triunghiului ABC pe laturile BC;CA; respectiv AB.

a) Dac¼a P 2 [EF ] ; atunci

x

ak�1(s� a)l(b+ c)m =
y

bk�1(s� b)l(a+ c)m +
z

ck�1(s� c)l(a+ b)m ; (iii)

unde jPXj = x; jPY j = y; jPZj = z;
b) Dac¼a P 2 [FD]; atunci

y

bk�1(s� b)l(a+ c)m =
x

ak�1(s� a)l(b+ c)m +
z

ck�1(s� c)l(a+ b)m ; (iv)

c) Dac¼a P 2 [DE];atunci

z

ck�1(s� c)l(a+ b)m =
x

ak�1(s� a)l(b+ c)m +
y

bk�1(s� b)l(a+ c)m : (v)
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Demonstra̧tie. Deoarece AD este o cevian¼a de rang (k; l;m); avem

BD

DC
=
�c
b

�k �s� c
s� b

�l �a+ b
a+ c

�m
;

(Figura 1.139), de unde

BD =
ack(s� c)l(a+ b)m

bk(s� b)l(a+ c)m + ck(s� c)l(a+ b)m

Analog se obţin relaţiile:

AE =
bck(s� c)l(a+ b)m

ak(s� a)l(b+ c)m + ck(s� c)l(a+ b)m ;

AF =
cbk(s� b)l(a+ c)m

ak(s� a)l(b+ c)m + bk(s� b)l(a+ c)m :

Din �[AFE] = �[AFP ] + �[APE];rezult¼a

Figura 1.139: Ceviane de rang (k; l;m)

(bc)k+1�[(s� b)(s� c)]l[(a+ b)(a+ c)]m

[ak(s� a)l(b+ c)m+ck(s� c)l(a+ b)m][ak(s� a)l(b+ c)m+bm(s� b)l(a+ c)m]
�sinA
2
=

=
cbk(s� b)l(a+ c)m�z

2[ak(s� a)l(b+ c)m+bk(s� b)l(a+ c)m]
+

bck(s� c)l(a+ b)my
2[ak(s� a)l(b+ c)m+ck(s� c)l(a+ b)m]

(vi)
Cum �[ABC] = bc sinA

2 şi 2�[ABC] = ax+ by + cz; utilizând (vi), obţinem:

(bc)k�1[(s� b)(s� c)]l[(a+ b)(a+ c)]m(ax+ by + cz)
= zbk�1[ak(s� a)l(b+ c)m+ck(s� c)l(a+ b)m](s� b)l(a+ c)m+

yck�1[ak(s� a)l(b+ c)m+bk(s� b)l(a+ c)m](s� c)l(a+ b)m;

sau

xa(bc)k�1[(s� b)(s� c)]l[(a+ b)(a+ c)]m+ybkck�1[(s� b)(s� c)]l[(a+ b)(a+ c)]m
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+zckbk�1[(s� b)(s� c)]l[(a+ b)(a+ c)]m= zakbk�1[(s� a)(s� b)]l[(b+ c)(a+ c)]m+

zbk�1ck[(s� c)(s� b)]l[(a+ b)(a+ c)]m+yakck�1[(s� a)(s� c)]l[(b+ c)(a+ b)]m

+ybkck�1[(s� b)(s� c)]l[(a+ b)(a+ c)]m

Împ¼aŗtind prin (abc)k�1 � [(s� a)(s� b)(s� c)]l � [(a+ b)(b+ c)(c+ a)]m; se obţine (iii).
Analog se arat¼a relaţiile (iv) şi (v). �

Observa̧tia 557 Noţiunea de cevian¼a de rang (k; l;m) poate � extins¼a la cea de ce-
vian¼a de rang (ku; ku+1; :::; kw) dac¼a relaţia (ii) se scrie

BD

DC
=

wY
i=u

�
is� c
is� b

�ki
unde u � w; u;w 2 Z; ki 2 R; pentru toţi i 2 fu; ::; wg: Pentru u = 0; w = 2; k0 =
k; k1 = l; k2 = m; se obţine relaţia (ii). Relaţia (iii) devine:

ax
wY
i=l

(is� a)ki
=

by
wY
i=l

(is� b)ki
+

cz
wY
i=l

(is� c)ki

C. Kimberling în [55] prezint¼a coordonatele baricentrice ale celor mai importante
puncte, notate cu X(q): Dac¼a lu¼am P � X(q); unde X(q) este un punct de tip
I(k; l;m), obţinem o serie de egalit¼aţi interesante date la diferite olimpiade şi con-
cursuri.

X(q) I(k; l;m) Punctul P � X(q) în relaţia (ii)
X(1) I(1; 0; 0) centrul cercului înscris (I) x = y + z [?]
X(2) I(0; 0; 0) centrul de greutate (G) ax = by + cz
X(6) I(2; 0; 0) Punctul lui Lemoine (K) 1

ax =
1
by+

1
cz

X(7) I(0;�1; 0) Punctul lui Gergonne (Ge) a(s� a)x = b(s� b)y + c(s� c)z
X(8) I(0; 1; 0) Punctul lui Nagel a

s�ax =
b
s�by+

c
s�cz

X(9) I(1; 1; 0) mittenpunkt 1
s�ax =

1
s�by+

1
s�cz

X(10) I(0; 0; 1) Punctul lui Spieker a
b+cx =

b
c+ay+

c
a+bz

X(12) I(0;�1; 2) {I,X(5)}conjugatul armonic pt X(11) a(s�a)
(b+c)2

x = b(s�b)
(c+a)2

y+ c(s�c)
(a+b)2

z

X(21) I(1; 1;�1) Punctul lui Schi­ er (b+c)
s�a x =

(c+a)
s�b y+

(a+b)
s�c z

X(31) I(3; 0; 0) 2nd power point 1
a2
x = 1

b2
y+ 1

c2
z

X(32) I(4; 0; 0) 3rd power point 1
a3
x = 1

b3
y+ 1

c3
z

X(37) I(1; 0; 1) crosspoint pentru I şi G 1
b+cx =

1
c+ay+

1
a+bz

X(41) I(3; 1; 0) X(6) Ceva conjugatul lui X(31) 1
a2(s�a)x =

1
b2(s�b)y+

1
c2(s�c)z

X(42) I(2; 0; 1) crosspoint pentru I şi K 1
a(b+c)x =

1
b(c+a)y+

1
c(a+b)z

X(55) I(2; 1; 0) insimilicenter 1
a(s�a)x =

1
b(s�b)y+

1
c(s�c)z

X(56) I(2;�1; 0) exsimilicenter s�a
a x =

s�b
b y+

s�c
c z

X(57) I(1;�1; 0) izogonalul conjugat lui X(9) (s� a)x = (s� b)y + (s� c)z
X(58) I(2; 0;�1) izogonalul conjugat lui X(9) b+c

a x =
c+a
b y+

a+b
c z

X(65) I(1;�1; 1) ortocentrul triunghiului înscris s�a
b+cx =

s�b
c+ay+

s�c
a+bz

X(76) I(�2; 0; 0) Al treilea punct al lui Brocard a3x = b3y + c3z



PUNCTE REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 198

X(81) I(1; 0;�1) Cevapoint pentru I şi K (b+ c)x = (c+ a)y + (a+ b)z

X(85) I(�1;�1; 0) izotomicul conjugat lui X(9) a2(s� a)x = b2(s� b)y + c2(s� c)z
X(86) I(0; 0;�1) Cevapoint pentru I şi G a(b+ c)x = b(c+ a)y + c(a+ b)z

X(174) I
�
�1
2 ;�

1
2 ; 0
�

Centrul Y¤ a
p
a(s� a)x = b

p
b(s� b)y + c

p
c(s� c)z

X(188) I
�
�1
2 ;
1
2 ; 0
�

2nd mij. arc.� anticomplementar a
q

a
s�ax = b

q
b
s�by + c

q
c
s�cz

X(200) I(1; 2; 0) X(10) Ceva conjugatul lui X(9) 1
(s�a)2x =

1
(s�b)2 y+

1
(s�c)2 z

X(210) I(1; 1; 1) X(10) Ceva conjugatul lui X(37) 1
(s�a)(b+c)x =

1
(s�b)(c+a)y+

1
(s�c)(a+b)z

X(213) I(3; 0; 1) X(6) Ceva conjugatul lui X(42) 1
a2(b+c)

x = 1
b2(c+a)

y+ 1
(s�c)(a+b)z

X(220) I(2; 2; 0) X(9) Ceva conjugatul lui X(55) 1
a(s�a)2x =

1
b(s�b)2 y+

1
c(s�c)2 z

X(226) I(0;�1; 1) X(9) Ceva conjugatul lui X(65) a(s�a)x
b+c = b(s�b)y

c+a + c(s�c)z
a+b

X(259) I
�
1
2 ;
1
2 ; 0
�

izogonalul conjugat lui X(174)
q

a
s�ax =

q
b
s�by+

q
c
s�cz

X(266) I
�
1
2 ;
1
2 ; 0
�

izogonalul conjugat lui X(188)
p
a(s� a)x =

p
b(s� b)y+

p
c(s� c)z

X(269) I(0;�2; 0) izogonalul conjugat lui X(200) a(s� a)2x = b(s� b)2y + c(s� c)2z
X(274) I(�1; 0;�1) izogonalul conjugat lui X(213) a2(b+ c)x = b2(c+ a)y + c2(a+ b)z

X(279) I(�1;�2; 0) izogonalul conjugat lui X(220) a(s� a)2x = b(s� b)2y + c(s� c)2z
X(310) I(�2; 0;�1) izotomicul conjugat lui X(42) a3(b+ c)x = b3(c+ a)y + c3(a+ b)z

X(312) I(�1; 1; 0) izotomicul conjugat lui X(57) a2

s�ax =
b2

s�by+
c2

s�cz

X(313) I(�2; 0; 1) izotomicul conjugat lui X(58) a3

b+cx =
b3

c+ay+
c3

a+bz

X(314) I(�1; 1;�1) izotomicul conjugat lui X(65) a2(b+c)
s�a x = b2(c+a)

s�b y+ c2(a+b)
s�c z

X(321) I(�1; 0; 1) izotomicul conjugat lui X(81) a2

b+cx =
b2

c+ay+
c2

a+bz

X(333) I(0; 1;�1) Cevapoint pentru X(8) şi X(9) a(b+c)
s�a x =

b(c+a)
s�b y+

c(a+b)
s�c z

X(341) I(�1; 2; 0) izotomicul conjugat lui X(269) a2

(s�a)2x =
b2

(s�b)2 y+
c2

(s�c)2 z

X(346) I(0; 2; 0) izotomicul conjugat lui X(279) a
(s�a)2x =

b
(s�b)2 y+

c
(s�c)2 z

X(365) I(32 ; 0; 0) square root point 1p
a
x = 1p

b
y+ 1p

c
z

X(366) I(12 ; 0; 0) izotomicul conjugat lui X(365)
p
ax =

p
by+

p
cz

X(479) I(0;�3; 0) X(269)-cross conjugatul lui X(279) a(s� a)3x = b(s� b)3y + c(s� c)3z
X(560) I(5; 0; 0) 4th power point 1

a4
x = 1

b4
y+ 1

c4
z

X(561) I(�3; 0; 0) izogonalul conjugat al 4th power point a4x = b4y + c4z

X(593) I(2; 0;�2) Primul punct al lui Hatzipolakis-Yiu (b+c)2

a x = (c+a)2

b y+ (a+b)2

c z

X(594) I(0; 0; 2) izogonalul conjugat lui X(593) a
(b+c)2

x = b
(c+a)2

y+ c
(a+b)2

z

X(756) I(1; 0; 2) crosspoint pentru X(10) şi X(37) 1
(b+c)2

x = 1
(c+a)2

y+ 1
(a+b)2

z

X(757) I(1; 0;�2) izogonalul conjugat lui X(756) (b+ c)2x = (c+ a)2y + (a+ b)2z
X(872) I(3; 0; 2) crosssum pentru X(86) şi X(274) 1

a2(b+c)2
x = 1

b2(c+a)2
y+ 1

c2(a+b)2
z

X(873) I(1; 0;�2) izogonalul conjugat lui X(872) a2(b+ c)2x = b2(c+ a)2y + c2(a+ b)2z
X(1014) I(1;�1;�1) izogonalul conjugat lui X(210) (s� a)(b+ c)x = (s� b)(c+ a)y + (s� c)(a+ b)z
X(1088) I(�1; 2; 0) triliniare square pt. X(7) a2(s� a)2x = b2(s� b)2y + c2(s� c)2z
X(1089) I(�1; 0; 2) triliniare square pt. X(10) a2

(b+c)2
x = b2

(c+a)2
y+ c

(a+b)2
z

X(1253) I(3; 2; 0) izogonalul conjugat lui X(1088) 1
a2(s�a)2x =

1
b2(s�b)2 y+

1
c2(s�c)2 z

X(3596) I(�2; 1; 0) Primul punct al lui Odehnal a3

s�ax =
b3

s�by+
c3

s�cz
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Observa̧tia 558 Dac¼a M este un punct din planul unui triunghi ABC; atunci urm¼a-
toarea egalitate are loc:

(t1 + t2 + t3)
��!
MP = t1

��!
MA+ t2

��!
MB + t3

��!
MC: (vii)

Pentru cazul particular M � P; egalitatea (vii) devine

t1
�!
PA+ t2

��!
PB + t3

��!
PC =

�!
0 :

Teorema 559 Dac¼a M este un punct din planul unui triunghi ABC; atunci urm¼a-
toarea egalitate are loc:

(t1+t2+t3)
2MP 2= (t1MA

2+t2MB
2+t3MC

2)(t1+t2+t3)� (t2t3a
2+t3t1b

2+t1t2c
2):
(viii)

Demonstra̧tie. Din (vii) şi produsul scalar a doi vectori rezult¼a:

(t1 + t2 + t3)
2MP 2 = t21MA

2 + t22MB
2 + t23MC

2+

2t1t2
��!
MA � ��!MB + 2t1t3

��!
MA � ��!MC + 2t2t3

��!
MB � ��!MC

sau
(t1 + t2 + t3)

2MP 2 = t21MA
2 + t22MB

2 + t23MC
2+

t1t2(MA
2+MB2�AB2) + t1t3(MA

2+MC2�AC2) + t2t3(MB
2+MC2�BC2);

de unde,

(t1+t2+t3)
2MP 2= (t1MA

2+t2MB
2+t3MC

2)(t1+t2+t3)� (t2t3a
2+t3t1b

2+t1t2c
2);

unde am folosit faptul c¼a

2
��!
MA���!MB= 2MA �MB cosAMB = 2MA �MB�MA

2+MB2�AB2
2MA �MB =MA2+MB2�AB2:

�

Observa̧tia 560 Dac¼a t1; t2; t3 şi t1+t2+t3 sunt nenule, atunci (viii) poate � rescris¼a
astfel:

MP 2 =
t1MA

2+t2MB
2+t3MC

2

t1+t2+t3
� t1t2t3

(t1+t2+t3)
2

�
a2

t1
+
b2

t2
+
c2

t3

�
: (ix)

Consecinţa 561 Urm¼atoarea egalitate are loc:

R2 �OP 2 = t1t2t3
(t1 + t2 + t3)2

�
a2

t1
+
b2

t2
+
c2

t3

�
(x)

cu t1; t2; t3 > 0:

Demonstra̧tie. Egalitatea se obţine din (ix) pentru M � O. �
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Teorema 562 În orice triunghi ABC având semiperimetrul s; urm¼atoarea egalitate
are loc:

R2 �OP 2 � 4s2t1t2t3
(t1 + t2 + t3)3

cu t1; t2; t3 > 0:

Demonstra̧tie. Din inegalitatea lui Bergström -dac¼a xk 2 R şi ak > 0; k 2
f1; 2; :::; ng; atunci

x21
a1
+
x22
a2
+ :::+

x2n
an
� (x1 + x2 + :::+ xn)

2

a1 + a2 + :::+ an
;

cu egalitate dac¼a şi numai dac¼a

x1
a1
=
x2
a2
= ::: =

xn
an
;

şi relaţia (x) rezult¼a

R2 �OP 2 � t1t2t3
(t1 + t2 + t3)2

� (a+ b+ c)
2

t1 + t2 + t3
:

Egalitatea are loc pentru P � I (unde I este centrul cercului înscris în triunghiul
ABC): �

C. Coşni̧t¼a [35] a formulat urm¼atoarea teorem¼a: dac¼a punctele P şi Q au coordo-
natele baricentrice t1 : t2 : t3, respectiv u1 : u2 : u3, în raport cu un triunghi ABC;
atunci

PQ2 = ���

�
a2

�
+
b2

�
+
c2




�
(xi)

unde

� =
u1

u1+u2+u3
� t1
t1+t2+t3

;� =
u2

u1+u2+u3
� t2
t1+t2+t3

; 
 =
u3

u1+u2+u3
� t3
t1+t2+t3

:

Teorema 563 Dac¼a punctele P şi Q au coordonatele baricentrice t1 : t2 : t3, respectiv
u1 : u2 : u3, în raport cu un triunghi ABC; atunci

cos\POQ=
2R2� t1t2t3

(t1+t2+t3)2

�
a2

t1
+ b2

t2
+ c2

t3

�
� u1u2u3

(u1+u2+u3)2

�
a2

u1
+ b2

u2
+ c2

u3

�
+��


�
a2

� +
b2

� +
c2




�
2

rh
R2� t1t2t3

(t1+t2+t3)2

�
a2

t1
+ b2

t2
+ c2

t3

�i
�
h
R2� u1u2u3

(u1+u2+u3)2

�
a2

u1
+ b2

u2
+ c2

u3

�i
(xii)

cu

� =
u1

u1+u2+u3
� t1
t1+t2+t3

;� =
u2

u1+u2+u3
� t2
t1+t2+t3

; 
 =
u3

u1+u2+u3
� t3
t1+t2+t3

;

iar ti şi ui, i = 1; 3; sunt nenule.
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Demonstra̧tie. Din (ix) avem:

OP 2 = R2 � t1t2t3
(t1 + t2 + t3)2

�
a2

t1
+
b2

t2
+
c2

t3

�
şi

OQ2 = R2 � u1u2u3
(u1 + u2 + u3)2

�
a2

u1
+
b2

u2
+
c2

u3

�
Aplicând teorema cosinusului în triunghiul POQ avem

cos\POQ =
OP 2 +OQ2 � PQ2

2OP �OQ :

Din relaţiile precedente rezult¼a concluzia. �

Teorema 564 Urm¼atoarele inegalit¼aţi au loc:

�2

s�
R2 � t1t2t3

(t1 + t2 + t3)2

�
a2

t1
+
b2

t2
+
c2

t3

��
�
�
R2 � u1u2u3

(u1 + u2 + u3)2

�
a2

u1
+
b2

u2
+
c2

u3

��
�

��


�
a2

�
+
b2

�
+
c2




�
+2R2�

�
t1t2t3

(t1 + t2 + t3)2

�
a2

t1
+
b2

t2
+
c2

t3

�
+

u1u2u3
(u1 + u2 + u3)2

�
a2

u1
+
b2

u2
+
c2

u3

��
�

2

s�
R2 � t1t2t3

(t1 + t2 + t3)2

�
a2

t1
+
b2

t2
+
c2

t3

��
�
�
R2 � u1u2u3

(u1 + u2 + u3)2

�
a2

u1
+
b2

u2
+
c2

u3

��
(xiii)

cu

� =
u1

u1 + u2 + u3
� t1
t1 + t2 + t3

;� =
u2

u1 + u2 + u3
� t2
t1 + t2 + t3

; 
 =
u3

u1 + u2 + u3
� t3
t1 + t2 + t3

;

iar ti şi ui, i = 1; 3; sunt nenule.

Demonstra̧tie.Inegalit¼aţile sunt consecinţa faptului c¼a cos\POQ 2 [�1; 1]: �

Consecinţa 565 (Inegalitatea lui Blundon) Condiţia necesar¼a şi su�cient¼a pentru
a exista un triunghi având elementele s; R şi r; este

2R2+10Rr�r2�2(R�2r)
p
R2 � 2Rr � s2 � 2R2+10Rr�r2+2(R�2r)

p
R2 � 2Rr:

Demonstra̧tie. Coordonatele baricentrice ale punctelor I şi N sunt (t1; t2; t3) =
(a; b; c), respectiv (u1; u2; u3) = (s� a; s� b; s� c). Avem:

u1 + u2 + u3 = s� a+ s� b+ s� c = s; u1u2u3 = (s� a)(s� b)(s� c) = r2s; (xiv)

şi
t1 + t2 + t3 = 2s; t1t2t3 = abc = 4Rrs: (xv)
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Din relaţia (xiii) rezult¼a

� =
s� a
s

� a

2s
=
2s� 3a
2s

; � =
2s� 3b
2s

; 
 =
2s� 3c
2s

;

iar de aici

��


�
a2

�
+
b2

�
+
c2




�
=

P
�
a2 =

P�
1� 3b

2s

��
1� 3c

2s

�
a2

=
P
a2 � 3

2s

P�
a2(a+ b+ c)� a3

�
+
9abc

4s2
P
a

=
P
a2 � 3

P
a2 +

3

2s

P
a3 +

9abc

2s
= �2(2s2 � 2r2 � 8Rr) + 3(s2 � 3r2 � 6Rr) + 18Rr

sau

��


�
a2

�
+
b2

�
+
c2




�
= �s2 � 5r2 + 16Rr:

Cum
t1t2t3

(t1 + t2 + t3)2

�
a2

t1
+
b2

t2
+
c2

t3

�
=
4Rrs

4s2
� 2s = 2Rr

şi

u1u2u3
(u1 + u2 + u3)2

�
a2

u1
+
b2

u2
+
c2

u3

�
=

r2s

s2

�
a2

s� a +
b2

s� b +
c2

s� c

�
=

r2

s
�
P
a2(s� b)(s� c)

r2s

=
1

s2
�
s2
P
a2 � s

P�
a2(a+ b+ c)� a3

�
+ abc

P
a
	

=
1

s2
�
s
P
a3 � s2

P
a2 + 8Rrs2

�
=

1

s2
�
2s2(s2 � 3r2 � 6Rr)� s2(2s2 � 2r2 � 8Rr) + 8Rrs2

�
= 4Rr � 4r2

Utilizânt teorema precedent¼a rezult¼a concluzia. �

Observa̧tia 566 Fie I1; I2; I3 trei puncte ceviene de rang (k ; l ;m) având coordonatele
baricentrice:

Ii[a
ki(s� a)li(b+ c)mi : bki(s� b)li(a+ c)mi : cki(s� c)li(a+ b)mi ]; i = 1; 3:

Pentru i = 1; 3, aki(s� a)li(b+ c)mi, bki(s� b)li(a+ c)mi ; cki(s� c)li(a+ b)mi not¼am
cu t1i ; t

2
i ; respectiv t

3
i : Fie

�ij =
t1j

t1j + t
2
j + t

3
j

� t1i
t1i + t

2
i + t

3
i

;
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�ij =
t2j

t1j + t
2
j + t

3
j

� t2i
t1i + t

2
i + t

3
i

şi


ij =
t3j

t1j + t
2
j + t

3
j

� t3i
t1i + t

2
i + t

3
i

pentru i; j 2 f1; 2; 3g: Utilizând (ix) obţinem:

IiI
2
j = ��ij � �ij � 
ij �

�
a2

�ij
+
b2

�ij
+
c2


ij

�
pentru i; j 2 f1; 2; 3g: Din teorema cosinusului în triunghiul I1I2I3 obţinem

cos\I1I2I3 =
I1I

2
2 + I2I

2
3 � I3I21

2I1I2 � I2I3
=

�a2(�12
12+�23
23��31
31)� b
2(
12�12+
23�23�
31�31) + c

2(�12�12+�23�23��31�31)
2
p
��12
12a2�
12�12b2��12�12c2 �

p
��23
23a2�
23�23b2��23�23c2

Teorema 567 Urm¼atoarele inegalit¼aţi au loc:

�2
p
��12
12a2�
12�12b2��12�12c2 �

p
��23
23a2�
23�23b2��23�23c2 �

�a2(�12
12+�23
23��31
31)� b
2(
12�12+
23�23�
31�31) + c

2(�12�12+�23�23��31�31) �

2
p
��12
12a2�
12�12b2��12�12c2 �

p
��23
23a2�
23�23b2��23�23c2

Demonstra̧tie. Inegalit¼aţile sunt consecinţa faptului c¼a cos\I1I2I3 2 [�1; 1]: �


