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1.2 CENTRUL CERCULUI CIRCUMSCRIS UNUI TRI-
UNGHI

»2Matematicile pun in joc puteri sufletesti care nu sunt cu mult diferite de cele solicitate de

poezie si arte.” — Ion Barbu?

Punctul de intersectie al mediatoarelor laturilor unui triunghi ABC' se numeste
centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Raza acestui cerc se numeste raza
cercului circumscris triunghiului ABC. In cele ce urmeazi, vom nota cu O si R
centrul cercului circumscris, respectiv raza cercului circumscris triunghiului ABC.

i) Centrul cercului circumscris unui triunghi ascutitunghic se afla in interiorul tri-
unghiului (Figura 1.4).

Figura 1.4: O € Int(AABC)

ii) Centrul cercului circumscris unui triunghi dreptunghic se afl la mijlocul ipotenuzei.
Raza acestui cerc are lungimea jumétate din lungimea ipotenuzei (Figura 1.5).

Figura 1.5: O € AC

iii) Centrul cercului circumscris unui triunghi obtuzunghic se afld in exteriorul
triunghiului (Figura 1.6).

Ton Barbu (1895-1961) — matematician roman, profesor la Universitatea din Bucuresti, contributii
in algebra si geometrie
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Figura 1.6: O € Ext(AABC)

Observatia 18 Triunghiul podar al centrului cercului circumscris unui triunghi ABC
este triunghiul median al acestuia.

Teorema 19 Fie A'B'C’ triunghiul pedal al centrului cercului circumscris triunghiulus
ABC. Atunci,

A'B  sin2C B'C _sin24 . C'A  sin2B

AC ~ sin2B’ B'A_ sin2C ' OB~ sin2A’
Demonstratie.Avem: m(<BAA’) = m(<BAO) =1[180° — 2m(<C)] = 90° —

Figura 1.7: Triunghiul pedal al lui O

m(<C) si m(<«CAA") = m(<«CAO) = 90° — m(<B) (Figura 1.7). O

Teorema 20 Fie A’ B'C’ triunghiul pedal al centrului cercului circumscris triunghiulus
ABC. Atunci,

AO sin2B +sin2C BO _sin 2C +sin2A CO sin2A +sin 2B

OA" sin 2A OB’ sin 2B olel sin 2C
Demonstratie. Din teorema lui Van-Aubel rezulta:

AO AB'  AC'  sin2B +sin2C

04— BC OB sin2A

Analog se aratd si celelalte egalitati. O
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Teorema 21 Fie O centrul cercului circumscris unui triunghi ABC. Pentru orice
punct M din planul triunghiului este adevarata egalitatea:
— — —
U0 - sin2A - MA+sin2B - MB +sin2C - MC
B sin 24 + sin 2B + sin 2C

s s AO __ sin2B+sin 2C
Demonstratie. Din 57 = 500

rezulta

—  MA 4 sin2B4sin2C yr 47

_ sin 2A :
MO = 1 4 sin2Bsin2C ) (i)

sin2A

. - A'B __ sin2C v
iar din TC = sin2b’ rezulta

——  MB+ 2. MC  sin2B-MB +sin2C - MC

MA" = . ii
1+ 5o gg sin2B + sin 2C (i)
Din relatiile (i) si (ii) rezultd concluzia. O

Observatia 22 Tindnd cont de identitatea

28

sin2A + sin2B + sin2C = 4sin Asin BsinC' = 2

unde S reprezintda aria triunghiului ABC, egalitatea demonstrata anterior devine:

— R2 —_— . —
MO = ﬁ(SiHQA-MA-FSin?B -MB +sin2C - MC).

i) Dacd M = O obtinem:
— — —_— =
sin2A4-OA +sin2B - OB +sin2C - OC = 0.

ii) Dacd M = G obtinem:

— — —
G—O) _ sin2A-GA+sin2B-GB +sin2C - GC
- sin2A + sin 2B + sin 2C'

iii) Dacd M = A obtinem

— —_—
A—O> B sin2B - AB +sin2C - AC
~ sin2A +sin2B 4 sin2C

Teorema 23 Coordonatele baricentrice absolute ale centrului cercului circumscris unusi
triunght ABC sunt:

R? R? R?
0 (25 sin 24, %stB, 55 sin 20) .

Demonstratie. Din teorema 21 rezulta concluzia. ([
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Teorema 24 Fie za,zp,zc afixele varfurilor unui triunght ABC. Afixul centrului
cercului circumscris triunghiului ABC' este egal cu
Sin2A - z4 +sin2B - zg +sin2C - z¢

sin2A + sin 2B + sin 2C '

zZ0 =
Demonstratie. Din teorema 21 rezulta concluzia. U

Teorema 25 Coordonatele unghiulare ale centrului cercului circumscris unui triunghi
ascutitunghic ABC sunt egale cu:

m(BOC) = 2m(A), m(COA) = 2m(B) si m(AOB) = 2m/(C).

Demonstratie. Solutia este evidentd deoarece — de exemplu — BOC' este unghi
la centru, deci are masura egala cu masura arcului BC. U

Teorema 26 Raza cercului circumscris unui triunghi oarecare este egala cu R = ‘Z—bsc,

unde a, b, c sunt lungimile laturilor triunghiului si S este aria acestuia.
Demonstratie. Vezi [12, § I1.61]. O

Teorema 27 Raza cercului circumscris unui triunghi echilateral de latura | este R =
W3
5

Teorema 28 Distantele de la centrul cercului circumscris unui triunghi ascutitunghic

ABC la laturile triunghiului sunt egale cu 5 - ctgA, % ctgB, § - ctgC.

Demonstratie. Avem OM, = Rcos A = 55— cos A = § - ctgA.Analog, OM, =

% ~ctgB si OM, = 5 - ctgC. (|

Teorema 29 Centrul cercului circumscris, centrul de greutate gi ortocentrul unui tri-
unghi ABC' sunt puncte coliniare.

Demonstratie. Vezi ,Dreapta lui Euler”. U

Consecinta 30 OH = 30G = OL gi HG = 20G (vezi ,,Dreapta lui Fuler”si ,,Punc-
tul lui Longchamps (L)”).

Teorema 31 Daca G este centrul de greutate al unui triunghi ABC, atunci

a? + b + 2

2 p2
OG“ =R 5

Demonstratie. Vezi [12, § 11.10]. O
Teorema 32 Daca H este ortocentrul triunghiului ABC, atunci
OH? =9R? — (a> + b* + ).

Demonstratie. Vezi [12, § 11.10]. O
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Teorema 33 Dacid H este ortocentrul triunghiului ABC, atunci
OH? = R?(1 — 8cos Acos BcosC).

Demonstratie. Puterea punctului H fata de cercul circumscris triunghiului ABC
este egalid cu: PZ = AH-2HH, = R>~OH? sau 2R cos A-4Rcos Bcos C = R?—OH?,
8R? cos Acos BcosC = R2 — OH?, de unde rezultd concluzia. O

Consecinta 34 FEste adevarati relatia: a® 4+ b? 4 ¢ = 8R?(1 + cos A cos B cos C).
Demonstratie. Din teoremele 32 si 33 rezultd concluzia. U
Teorema 35 Dacd I este centrul cercului inscris in triunghiul ABC, atunci
OI* = R* - 2Rr.

Demonstratie. Vezi ,Centrul cercului inscris”. U
Teorema 36 Daca I, este centrul cercului A— exinscris in triunghiul ABC, atunci
OI? = R* + 2Rr,.

Demonstratie. Vezi ,,Cercuri exinscrise”. O

Teorema 37 Daca K este punctul lui Lemoine al triunghiului ABC, atunci

3a2b2c2
OK’=R>- —— ~ —
(a? + b2 + ¢?)?

Demonstratie. Pentru M = O, egalitatea

M2 CMAT+BPMB? + 2MC? 3a?b*c?
B a?+b? + ¢? (a? 4 b? 4 ¢2)?
(vezi ,Teorema lui Van-Aubel”), devine OK? = R? — %. O

Teorema 38 Intr-un triunghi ABC, distanta de la punctul lui Nagel (N) la centrul
cercului circumscris (O) este egald cu diferenta dintre raza acestui cerc si diametrul
cercului inscris (ON = R — 2r).

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Nagel”. ([

Teorema 39 Pentru un triunghi ABC, fie O centrul cercului circumscris, H orto-
centrul sau, I centrul cercului inscris triunghiului, N punctul lui Nagel al triunghiulus
ABC. Segmentele HI si ON sunt congruente.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Nagel”. O

Teorema 40 Centrul cercului circumscris si ortocentrul unui triunghi sunt puncte
izogonal conjugate.

Demonstratie. Vezi ,Drepte izogonale”. O
Teorema 41 (Relatia lui Sylvester) Intr-un triunghi ABC este adevirati relatia:
= -

OH =0A+ 0B+ 0C' .

Demonstratie. Vezi ,,Centrul de greutate al unui triunghi”. O



