
Capitolul 2

DREPTE REMARCABILE
ASOCIATE UNUI TRIUNGHI

2.1 DREAPTA LUI EULER

�Citi̧ti pe Euler! Citi̧ti pe Euler, el este Maestrul nostru, al tuturor.�- P. S. Laplace1

Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC, iar H ortocentrul acestuia.
Dreapta OH se numeşte dreapta lui Euler2 a triunghiului ABC.

Teorema 577 Centrul de greutate G al triunghiului ABC se a�¼a pe dreapta lui Euler
a triunghiului ABC şi GH = 2OG:

Demonstra̧tie. Fie fG1g = AMa \ HO (Figura 2.1): Din asem¼anarea triunghi-
urilor AHG1 şi MaOG1 avem:

AG1
G1Ma

=
AH

OMa
=
HG1
G1O

(i)

Fie fA00g = AO\}(ABC): Avem m(^A00CA) = 90�; deci A00C?CA; dar BH?AC de
unde BH k A00C: Analog, CH k A00B; deci patrulaterul BHA00C este paralelogram,
deci punctele H;Ma şi A00 sunt coliniare. Din asem¼anarea triunghiurilor OMaA

00 şi
AHA00 rezult¼a

AH

OMa
=
AA00

OA00
=
2R

R
= 2 (ii)

Din rela̧tiile (i) şi (ii) rezult¼a AG1
GaMa

= HG1
G1O

= 2, sau AG1 = 2G1Ma, adic¼a G1 este
centrul de greutate G al triunghiului ABC şi HG = 2GO (unde R este lungimea razei
cercului circumscris triunghiului ABC). �

Observa̧tia 578 Din aplicaţia precedent¼a rezult¼a 12GO9 = 6GO = 4OO9 = 3HO:
1P. S. Laplace (1749-1827) �matematician şi astronom francez, contribuţii în algebr¼a şi analiz¼a
2Leonhard Euler (1707-1783) � matematician elveţian, profesor la Universitatea din Petesburg,

contribuţii fundamentale în toate ramurile matematicii

1



DREPTE REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 2

Figura 2.1: Dreapta lui Euler

Teorema 579 Fie H ortocentrul triunghiului ABC: Dreptele lui Euler ale triunghi-
urilor ABC;BHC;CHA şi AHB sunt concurente.

Demonstra̧tie. Deoarece triunghiurile ABC;AHC;AHB şi BHC au acelaşi cerc
medial (Vezi "Cercul lui Euler"), atunci dreptele lui Euler ale acestor triunghiuri trec
prin punctul O9 (centrul cercului lui Euler). �

Teorema 580 Dac¼a O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, atunci
dreptele ce unesc mijloacele segmentelor OA; OB; OC cu Ma; Mb; Mc� mijloacele
laturilor BC; CA; respectiv AB - sunt dreptele lui Euler ale triunghiurilor MbOMc;
McOMa; respectiv MaOMb:

Demonstra̧tie. FieA0; B0; C 0 mijloacele segmentelorAO;BO, respectiv CO. Punc-
tul A0 este centrul cercului circumscris triunghiuluiMbOMc, iar punctulMa este orto-
centrul triunghiului MbOMc, deci A0Ma este dreapta lui Euler a triunghiului MbOMc.
Analog, B0Mb şi C 0Mc sunt dreptele lui Euler ale triunghiurilor McOMa; respectiv
MaOMb: �

Observa̧tia 581 Mijlocul segmentului OH se numeşte centrul cercului lui Euler
al triunghiului ABC şi aparţine dreptei lui Euler a triunghiului ABC (vezi �Cercul lui
Euler�):

Observa̧tia 582 Dreptele A0Ma, B0Mb şi C 0Mc sunt concurente în centrul cercului lui
Euler al triunghiului median, deoarece dreptele lui Euler ale unui patrupunct ortocentric
(patru puncte în care �ecare punct este ortocentrul triunghiului determinat de celelalte
trei puncte) sunt concurente, punctul de concurenţ¼a �ind centrul cercului lui Euler al
triunghiului MaMbMc.
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Teorema 583 Triunghiul ABC şi triunghiul lui Carnot au acelaşi cerc al lui Euler şi
aceeaşi dreapt¼a a lui Euler.

Demonstra̧tie.Vezi [12, § III.38]. �

Teorema 584 Dreptele lui Euler ale celor patru triunghiuri ale unui patrupunct or-
tocentric sunt concurente.

Demonstra̧tie.Din faptul c¼a cele patru triunghiuri considerate au acelaşi cerc al
lui Euler (Vezi "Cercul lui Euler"), dreptele lui Euler ale lor sunt concurente în centrul
cercului lui Euler al triunghiului dat. �

Teorema 585 Fie triunghiul ABC, triunghiul de contact CaCbCc al s¼au şi triunghi-
urile extangentice DaDbDc; EaEbEc şi FaFbFc: Dreptele lui Euler ale celor cinci tri-
unghiuri sunt concurente în centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC şi R raza
acestuia, Ia centrul cercului exînscris corespunz¼ator punctului A, iar ra raza acestui
cerc, H1 ortocentrul triunghiului DaDbDc şi O19 centrul cercului lui Euler al triun -
ghiului DaDbDc (Figura 2.2). Fie A1A2A3 triunghiul ortic al triunghiului DaDbDc în

Figura 2.2: Triunghiuri extangentice

care cercul s¼au circumscris este cercul lui Euler al triunghiului DaDbDc, de raz¼a ra
2

şi de centru N1. Fie S1S2S3 triunghiul simetric triunghiului A1A2A3 fa̧t¼a de punctul
N1. Evident triunghiurile A1A2A3 şi S1S2S3 sunt congruente şi cercul circumscris
triunghiului S1S2S3 este tot cercul lui Euler al triunghiului DaDbDc.



DREPTE REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 4

Fie M mijlocul laturii DbDc, P mijlocul segmentului H1Da: Punctele P; S1; A1
şi M apaŗtin cercului lui Euler al triunghiului DaDbDc, iar patrulaterul PS1MA1
este dreptunghi având centrul în punctul N1: Deoarece PA1?DcDb şi PA1 k S1M;
rezult¼a S1M este mediatoarea segmentului DbDc; deci punctul S1 apaŗtine bisectoarei
interioare a unghiului A.

Analog, punctele S2 şi S3 apaŗtin bisectoarelor exterioare ale unghiurilor B; respec-
tiv C (S2 2 BIa şi S3 2 CIa). Deoarece DbIa?CA şi A1A3?DbIa (deoarece A1A3 este
antiparalela laturii DaDc). Atunci A1A3 k AC: Dar S1S3 k A1A3 datorit¼a faptului c¼a
dreptele sunt simetrice faţ¼a de N1; deci S1S3 k AC:

Analog, S1S2 k AB şi S2S3 k BC; deci triunghiurile S1S2S3 şi ABC sunt omotetice,
prin omotetia de centru Ia şi raz¼a 2R=ra (deoarece omotetia transform¼a triunghiul
S1S2S3 cu raza cercului circumscris ra=2 în ABC cu raza cercului circumscris R).
Prin aceast¼a omotetie centrul cercului lui Euler al triunghiuluiDaDbDc - adic¼a punctul
N1 - se transform¼a în O, deci punctele Ia; N1 şi O sunt coliniare, adic¼a dreapta lui
Euler a triunghiului DaDbDc trece prin centrul cercului circumscris triunghiului ABC.
Analog, se arat¼a c¼a şi dreptele lui Euler ale celorlalte patru triunghiuri trec prin O.�

Teorema 586 Într-un triunghi ABC cevienele concurente în centrul cercului lui Euler
al triunghiului sunt dreptele lui Euler ale triunghiurilor extangentice ale triunghiului
ortic al triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Deoarece vârfurile triunghiului ABC sunt centrele cercurilor exîn-
scrise corespunz¼atoare triunghiului ortic al triunghiului ABC, iar centrul cercului lui
Euler al triunghiului ABC este centrul cercului circumscris al triunghiului ortic, teo-
rema este o consecinţ¼a a teoremei precedente. �

Teorema 587 Dac¼a I este centrul cercului înscris în triunghiul ABC, atunci dreptele
lui Euler ale triunghiurilor BCI;CAI;ABI şi ABC sunt concurente.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Schi­ er�. �

Teorema 588 Fie H ortocentrul unui triunghi ABC şi HaHbHc triunghiul ortic al
acestuia. Paralelele duse prin H la dreptele HcHb;HcHa şi HaHb intersecteaz¼a dreptele
BC;CA; respectiv AB în D;E; F; iar paralelele duse prin H la BC;CA;AB inter-
secteaz¼a dreptele HcHb;HcHa şi HaHb în D0; E0; respectiv F 0: Punctele în D;E; F şi
în D0; E0; F 0 aparţin unor drepte perpendiculare pe dreapta lui Euler a triunghiului
ABC:

Demonstra̧tie. Vezi [12, § III.1]. �

Teorema 589 Fie MaMbMc triunghiul median şi HaHbHc triunghiul ortic al unui
triunghi neisoscel şi nedreptunghic ABC; iar fXg = HbMc \ HcMb; fY g = HaMc \
HcMa, fZg = HaMb\HbMa. Punctele X;Y; Z aparţin dreptei lui Euler a triunghiului
ABC:

Demonstra̧tie. Din teorema lui Pappus aplicat¼a punctelor coliniare B;Hc;Mc,
respectiv C;Mb;Hb, rezult¼a c¼a punctele fHg = BHb \ CHc; fGg = BHb \ CMc şi
fXg = HcMb \ HbMc sunt coliniare. Analog se arat¼a c¼a punctele Y şi Z apaŗtin
dreptei HG: �
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Teorema 590 Simetricele dreptei lui Euler a unui triunghi ABC în raport cu laturile
triunghiului ABC sunt concurente într-un punct ce aparţine cercului circumscris tri-
unghiului ABC.

Demonstra̧tie. Fie E1; E2; E3 punctele de interseçtie dintre dreapta lui Euler a
triunghiului ABC şi dreptele BC;CA, respectiv AB (Figura 2.3). Simetricele ortocen-

Figura 2.3: Simetrice ale dreptei lui Euler

trului H al triunghiului ABC faţ¼a de laturile triunghiului sunt punctele Ah; Bh; Ch de
interseçtie a în¼aļtimilor AH;BH;CH cu cercul circumscris (vezi [12, § I.4]). Demon-
str¼am c¼a dreptele AhE1; BhE2; ChE3 sunt concurente. Centrele cercurilor Carnot
(Oa; Ob; Oc) apaŗtin dreptelor AhE1; BhE2; ChE3. Deoarece triunghiurile AhBhCh şi
OaObOc sunt omologice, centrul de omologie apaŗtinând cercului circumscris triunghi-
ului ABC (vezi [12, § III.38]), rezult¼a concluzia. �

Teorema 591 Simetricele dreptei lui Euler a unui triunghi ABC în raport cu la-
turile triunghiului având vârfurile în punctele euleriene ale triunghiului ABC sunt
concurente într-un punct ce aparţine cercului lui Euler al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. FieA0; B0; C 0 mijloacele segmentelorAH;BH, respectiv CH. Punc-
tul H este şi ortocentrul triunghiului A0B0C 0, iar centrul cercului circumscris triunghi-
ului A0B0C 0 este O9 (centrul cercului lui Euler), deci dreapta lui Euler a triunghiului
A0B0C 0 este HO9, adic¼a tocmai dreapta lui Euler a triunghiului ABC: Conform propri-
et¼aţii precedente rezult¼a c¼a simetricele dreptei lui Euler triunghiului A0B0C 0 în raport
cu laturile acestuia sunt concurente într-un punct ce apaŗtine cercului lui Euler al
triunghiului A0B0C 0, adic¼a cercul lui Euler al triunghiului ABC: �

Teorema 592 Dreapta lui Euler a unui triunghi ABC este perpendicular¼a pe axa de
omologie dintre triunghiul tangenţial şi triunghiul median al triunghiului ABC:
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Demonstra̧tie. Vezi [12, § III.8]. �

Teorema 593 Fie MaMbMc triunghiul median corespunz¼ator unui triunghi ABC şi
O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Pe dreptele OMa,OMb,OMc se con-
sider¼a punctele A1,B1,C1 astfel încât OA1

OMa
= OB1

OMb
= OC1

OMc
. Dreptele AA1,BB1,CC1

sunt concurente într-un punct ce aparţine dreptei lui Euler a triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi [12, § II.47]. �

Teorema 594 Dac¼a centrul cercului înscris (I) al unui triunghi ABC aparţine dreptei
lui Euler a triunghiului, atunci triunghiul ABC este isoscel.

Demonstra̧tie. Presupunem c¼a triunghiulABC nu este isoscel şi �eA0; B0 punctele
de interseçtie al bisectoarelor AI;BI cu cercul circumscris triunghiului ABC. Atunci,

OI

IH
=
OA0

AH
;
OI

IH
=
OB0

BH

şi cum OA0 � OB0(= R) rezult¼a AH � BH, adic¼a AC � BC, contradiçtie. �

Teorema 595 Fie CaCbCc triunghiul de contact al unui triunghi ABC: Dreapta lui
Euler a triunghiului CaCbCc trece prin centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC:

Demonstra̧tie.Fie H1 ortocentrul triunghiului de contact şi CaA1; CbB1; CcC1
în¼aļtimile triunghiului de contact (Figura 2.4). Atunci, dreapta lui Euler a triunghiului

Figura 2.4: Dreapta lui Euler a triunghiului CaCbCc

CaCbCc este dreapta IH1, iar H1 este centrul cercului înscris în triunghiul A1B1C1
(vezi [12, § III.1]). Deoarece triunghiurile ABC şi A1B1C1 sunt omotetice (vezi [12,
§ III.3]), rezult¼a c¼a prin aceast¼a omotetie punctele H1 şi I se corespund şi totodat¼a
centrele cercurilor lui Euler ale celor dou¼a triunghiuri, deci centrul cercului lui Euler
al triunghiului ABC apaŗtine dreptei IH1. �


