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2.5 AXA ORTICA

»Matematica este cea mai educativa dintre toate materiile gcolare, deoarece atinge in gradul
cel mai inalt i elementele cele mai fine ale inteligentei i partile cele mai cristaline ale sufletului
omenesc.” - Gh. Titeica®

Teorema 624 Fie ABC un triunghi neisoscel gi nedreptunghic, iar H,HyH. tri-
unghiul sau ortic. Daca {A'} = BCNHyH,., {B'} = ACNH.H,, {C'} = ABN Hy,H,,
atunci punctele A', B', C" sunt coliniare.

Demonstratie. Din teorema lui Menelaus aplicatd in triunghiul ABC (Figura
2.13) cu transversalele A’ — H. — H,,B' — H. — H,,C' — H, — H}, rezulta:

A'B H,C H.A B B'C H.A H,B B C'A H,B HC _1
A'C HA H.B ' B'A H.B H,C ~ C'B H,C HyA
Tnmuli};ind membru cu membru relatiile precedente rezulta: ﬁ:g-g;g‘g:g = 1 (deoarece

Figura 2.13: Axa ortica

dreptele AH,,BH}, si CH. sunt concurente in ortocentrul triunghiului ABC, deci g‘;g .
g‘;i . gzg = 1. Din reciproca teoremei lui Menelaus rezulta ca punctele A’, B, C’
sunt coliniare. O

Observatia 625 Dreapta pe care se gasesc punctele A, B', C' se numeste dreapta
(azxa) orticd a triunghiului ABC.

8Gheorghe Titeica (1873-1939) — matematician romén, profesor la Universitatea din Bucuresti,
membru al Academiei Roméne, contributii importante in geometrie
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Teorema 626 Triunghiul ABC este omologic cu triunghiul sau ortic, dreapta de
omologie fiind axa orticd a triunghiului ABC.

Demonstratie.Din teorema precedenta rezulta concluzia. O

Teorema 627 Axa ortica a unui triunghi este axa radicala a fasciculului lui Griffiths
al triunghiului (fasciculul de cercuri determinat de cercul circumscris si de cercul lui
Euler al unui triunghi).

Demonstratie. Fie {4’} = BC N H,H.{B'} = ACN H.H,,{C'} = AB N H,Hy,
unde H,HyH, este triunghiul ortic al triunghiului ABC (Figura 2.14). Pentru a arata

Figura 2.14: Fasciculul lui Griffiths

cd axa orticd A’B’ este axa radicald a fasciculului lui Griffiths al triunghiului ABC
este suficient sa ardtdm ca punctele A’ si B’ au puteri egale fatd de cercul circumscris
si cercul lui Euler al triunghiului ABC'. Patrulaterul BC' HyH. fiind inscriptibil rezulta
A'H.- A’H, = A'B - A'C, adica puterile punctului A’ fata de cele doud cercuri sunt
egale. Analog, se aratd cd puterile punctului B’ fatd de cercul circumscris si cercul lui
Euler al triunghiului ABC' sunt egale. O

Teorema 628 Axa orticd a unui triunghi este perpendiculard pe dreapta lui Euler a
triunghiulu.

Demonstratie. Proprietatea este evidenta deoarece axa radicala a doud cercuri
este perpendicularad pe dreapta care trece prin centrele cercurilor. O

Teorema 629 Axa ortica a triunghiului antisuplementar 1,11, este dreapta determi-
nata de picioarele bisectoarelor exterioare ale triunghiului ABC.
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Demonstratie. Deoarece triunghiul ortic al triunghiului 1,11, este triunghiul
ABC si I - centrul cercului inscris in triunghiul ABC' - este ortocentrul triunghiului
1,1y 1., solutia este evidenta. O

Observatia 630 Deoarece azxa ortica a unui triunghi este perpendiculard pe dreapta
lui Euler a triunghiului rezultd ca dreapta ce uneste picioarele bisectoarelor exterioare
ale unui triunghi (dreapta antiortica) este perpendiculara pe dreapta OI.

Teorema 631 Diametrele ce pleaca din varfurile triunghiului ABC, tn cercul circum-
seris triunghiului ABC, intersecteaza laturile opuse in punctele Ay, B, respectiv Cy;
L, M gi N sunt mijloacele segmentelor AA1, BB1, respectiv CCy. Triunghiurile LM N
gt ABC' sunt omologice, axa de omologie fiind axa ortica a triunghiului ABC.

Demonstratie. Triunghiurile ABC si LM N sunt evident omologice, centrul de
omologie fiind centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Fie {P} = LM N AB si
M, My, M. mijloacele laturilor BC, C A, respectiv AB. Fari a restrange generalitatea
presupunem cd BC < CA si {Q} = MM, N LM (Figura 2.15). Din asemanarea

Figura 2.15: Triunghiuri omologice
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triunghiurilor PM M, cu QM M,, respectiv PLM, cu Q) LM, avem:

M, M, QM, QM, MM, LM,
PM, PM, PM. MM, LM,
BiC  AC  sin2A  sin2B
B A B A1B  sin2C ~ sin2C
2sin(A — B) cos(A + B)

2sin C cos C'
—sin(A—-B) —tgA+tgB

sin(A + B) tgA+tgB

Atunci,
PA  PM.+M,A _PM.+M,M, tgB

PB~ PM.— M,A PM,— M,M, tgA’

deci punctul P imparte latura AB, exterior, in raportul ig—f. Deoarece inaltimea din

C imparte AB, interior, in aceeagi ratie rezulta cd P apartine axei ortice a triunghiului
ABC. O

2.6 DREAPTA ANTIORTICA

»A rezolva o problemd inseamnd a gasi o iesire dintr-o dificultate, inseamnd a giisi o cale
de a ocoli un obstacol, de a atinge un obiectiv care nu este direct accesibil. A gasi solutia
unei probleme este o performanta specificd inteligentei, iar inteligenta este apanajul distinctiv
al speciei umane; se poate spune ca, dintre toate indeletnicirile omenesti, cea de rezolvare a
problemelor este cea mai caracteristici". - George Polya”

Teorema 632 Fie ABC un triunghi neisoscel. Bisectoarea exterioard corespunza-
toare varfului A intersecteaza dreapta BC in A’ si analog se obtin punctele B’ gi C'.
Punctele A’, B',C" sunt coliniare.

Demonstratie. Notdm cu a,b, ¢ lungimile laturilor triunghiului ABC (Figura
2.16). Din teorema bisectoarei avem:

AB ¢ BC a . CA b

AC bV BA ¢ ¥ OB W

Atunci,
A'B B'C C'A
AC B'A C'B
si din reciproca teoremei lui Menelaus rezultd ca puntele A’, B, C’ sunt coliniare. [J

1

9George Polya (1887-1985) — matematician, fizician si filozof maghiar cu contributii fundamentale
in combinatoricd (teoria grafurilor) si logica.



