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triunghiurilor PMMc cu QMMa, respectiv PLMc cu QLMb avem:

MaMb

PMc
=

QMa

PMc
� QMb

PMc
=
MMa

MMc
� LMb

LMc

=
B1C

B1A
� A1C
A1B

=
sin 2A

sin 2C
� sin 2B
sin 2C

=
2 sin(A�B) cos(A+B)

2 sinC cosC

=
� sin(A�B)
sin(A+B)

=
�tgA+ tgB
tgA+ tgB

:

Atunci,
PA

PB
=
PMc +McA

PMc �McA
=
PMc +MaMb

PMc �MaMb
=
tgB

tgA
;

deci punctul P împarte latura AB, exterior, în raportul tgBtgA . Deoarece în¼aļtimea din
C împarte AB, înterior, în aceeaşi ra̧tie rezult¼a c¼a P apaŗtine axei ortice a triunghiului
ABC. �

2.6 DREAPTA ANTIORTIC¼A

�A rezolva o problem¼a înseamn¼a a gasi o ieşire dintr-o di�cultate, înseamn¼a a g¼asi o cale
de a ocoli un obstacol, de a atinge un obiectiv care nu este direct accesibil. A g¼asi soluţia
unei probleme este o performanţ¼a speci�c¼a inteligenţei, iar inteligenţa este apanajul distinctiv
al speciei umane; se poate spune ca, dintre toate indeletnicirile omeneşti, cea de rezolvare a
problemelor este cea mai caracteristic¼a". - George Polya9

Teorema 632 Fie ABC un triunghi neisoscel. Bisectoarea exterioar¼a corespunz¼a-
toare vârfului A intersecteaz¼a dreapta BC în A0 şi analog se obţin punctele B0 şi C 0:
Punctele A0; B0; C 0 sunt coliniare.

Demonstra̧tie. Not¼am cu a; b; c lungimile laturilor triunghiului ABC (Figura
2.16). Din teorema bisectoarei avem:

A0B

A0C
=
c

b
;
B0C

B0A
=
a

c
şi
C 0A

C 0B
=
b

a
:

Atunci,
A0B

A0C
� B

0C

B0A
� C

0A

C 0B
= 1

şi din reciproca teoremei lui Menelaus rezult¼a c¼a puntele A0; B0; C 0 sunt coliniare. �
9George Polya (1887-1985) �matematician, �zician şi �lozof maghiar cu contribuţii fundamentale

în combinatoric¼a (teoria grafurilor) şi logic¼a.
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Figura 2.16: Dreapta antiortic¼a

Observa̧tia 633 Dreapta pe care se g¼asesc punctele A0; B0; C 0 se numeşte dreapta
(axa) antiortic�a a triunghiului ABC.

Observa̧tia 634 Punctele de intersecţie dintre bisectoarele exterioare ale unghiurilor
unui triunghi neisoscel cu dreptele suport ale laturilor opuse aparţin axei antiortice.

Teorema 635 Dreapta antiortic¼a a triunghiului ABC este axa ortic¼a a triunghiului
antisuplementar corespunz¼ator triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Vezi [12, § III.10]. �

Teorema 636 Dreapta antiortic¼a a triunghiului ABC este perpendicular¼a pe dreapta
OI, unde O şi I sunt centrele cercurilor circumscris, respectiv înscris în triunghiul
ABC.

Demonstra̧tie.Deoarece axa ortic¼a a unui triunghi este perpendicular¼a pe dreapta
lui Euler a triunghiului (vezi �Dreapta ortic¼a�), rezult¼a c¼a dreapta antiortic¼a a tri-
unghiului ABC - care este axa ortic¼a a triunghiului IaIbIc al triunghiului ABC - este
perpendicular¼a pe dreapta OI, deoarece O este centrul cercului celor nou¼a puncte al
triunghiului IaIbIc şi I este ortocentrul aceluiaşi triunghi (vezi �Cercurile exînscrise�).
�

Teorema 637 Dreapta antiortic¼a a unui triunghi ABC este axa de omologie dintre
triunghiul ABC şi triunghiul s¼au extangenţial.

Demonstra̧tie. Vezi [12, § III.4]. �

Teorema 638 Axa antiortic¼a a unui triunghi este polara triliniar¼a a centrului s¼au
înscris.

Demonstra̧tie. Fie A0 punctul de interseçtie dintre bisectoarea exterioar¼a a unghi-
ului A şi dreapta BC, A1; B1; C1 picioarele bisectoarelor interioare şi a; b; c lungimile
laturilor BC;CA, respectiv AB (Figura 2.16). Din teorema bisectoarei rezult¼a

A0B

A0C
=
c

b
;
C1A

C1B
=
b

a
;
B1C

B1A
=
a

c
;
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de unde
A0B

A0C
� C1A
C1B

� B1C
B1A

= 1

şi din reciproca teoremei lui Menelaus rezult¼a c¼a punctele A0; B1; C1 sunt coliniare,
deci dreapta B1C1 intersecteaz¼a dreapta BC în punctul A0 ce apaŗtine axei antiortice
a triunghiului ABC.

Analog se arat¼a c¼a punctul de interseçtie dintre dreapta A1C1 şi dreapta AC co-
incide cu punctul de interseçtie dintre bisectoarea exterioar¼a a unghiului B şi dreapta
AC, deci axa antiortic¼a coincide cu polara triliniar¼a a centrului cercului înscris în
triunghiul ABC: �

2.7 DREAPTA LUI SIMSON

�De la toţi am înv¼aţat. M¼a surprind uneori vorbind olimpian ca Pompeiu, ap¼asat ca Ţi̧teica,
senin şi simplu ca David Emanuel. C¼aci noi nu suntem numai �ii p¼arinţilor noştri, ci şi �ii
profesorilor noştri.�- Miron Nicolescu10

Teorema 639 (Teorema lui Simson11) Proiecţiile unui punct de pe cercul circum-
scris unui triunghi, pe laturile acestuia, sunt coliniare.

Demonstra̧tie. Soluţia 1. Fie M un punct pe cercul circumscris unui triunghi
ABC şi A0; B0; C 0 proieçtiile punctului M pe dreptele BC;CA; respectiv AB (Figura
2.17). Patrulaterele MC 0AB0;MB0A0C sunt inscriptibile. Avem:

m(^AB0C 0) = m(^AMC 0) = 90� �m(^C 0AM)
= 90� �m(^BCM) = m(^A0MC)
= m(^A0B0C);

adic¼a unghiurile ^AB0C 0 şi ^A0B0C sunt opuse la vârf, deci punctele A0; B0şi C 0sunt
coliniare.

Soluţia 2. Not¼am cu litere mici a�xele punctelor corespunz¼atoare. Pentru ca
punctele A0; B0; C 0 s¼a �e coliniare este su�cient s¼a ar¼at¼am c¼a: b

0�a0
b0�c0 2 R: Patrulaterul

MCA0B0 �ind inscriptibil, punctele M;C;A0; B0 sunt conciclice, adic¼a:

b0 � a0
b0 �m � c�m

c� a 2 R: (i)

10Miron Nicolescu (1903-1975) �matematician ramân, membru al Academiei Române, contribuţii
în analiza matematic¼a
11Robert Simson (1687-1768) � matematician scoţian, profesor la Universitatea din Edinburgh,

contribuţii în geometrie


