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Demonstratie. Din teorema precedenta rezultd concluzia. O

Teorema 702 Dreapta lui Steiner a punctului M trece prin ortocentrul triunghiului

ABC.

Demonstratie. Deoarece punctul P - mijlocul segmentului M H - apartine dreptei
lui Simson a punctului M (vezi ,Dreapta lui Simson”) si B este mijlocul segmentului
M M, rezulta cd PB’ este linie mijlocie in triunghiul M H M, deci PB'||H Ma, adici
paralelele prin Ms la dreapta lui Simson a punctului M trece prin H, deci dreapta lui
Steiner a punctului M contine ortocentrul triunghiului ABC. (]

Teorema 703 Dreptele lui Steiner ale simetricelor ortocentrului H al triunghiului
ABC fata de laturile triunghiului sunt paralele cu laturile triunghiului ortic al tri-

unghiului ABC.

Demonstratie. Fie A;, simetricul lui H fatad de latura BC. Punctul A; apartine
cercului circumscris triunghiului ABC' (vezi ,Ortocentrul unui triunghi”). Deoarece
dreapta lui Simson a punctului A; este paraleld cu latura HyH. a triunghiului ortic
(vezi ,Dreapta lui Simson”), atunci utilizand teorema 699 rezulta concluzia. O

2.11 DREPTE IZOGONALE. PUNCTE I1ZOGONALE

,2Matematica este regina stiintelor.” - Carl Gauss'

Semidreptele [AMsi [AM' se numesc izogonale fatd de unghiul <BAC daca sunt
simetrice fata de bisectoarea unghiului <BAC (Figura 2.44).

Figura 2.44: Drepte izogonale

1Carl Gauss (1777-1855) — matematician, fizician si astronom german,contributii in teoria nu-
merelor, geometrie diferentiald, analizd matematica, statistica



DREPTE REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 51

Observatia 704 Dacia AM si AM' sunt izogonale in raport cu unghiul <BAC, atunci
IBAM = <M'AC si <BAM' = <CAM.

Teorema 705 In triunghiul ABC' fie izogonalele AM si AM', D si D', E si E'
proiectiile punctelor M si M' respectiv pe AB si AC. Atunci,
MD  M'E'
ME  M'D"
Demonstratie.Fie N simetricul punctului M fatd de bisectoarea unghiului W,
iar N’ ¢i N7 proiectiile punctului N pe laturile AC, respectiv AB (Figura 2.45).

: . MD _ M'E'
Figura 2.45: 175

- M'D’

Avem: %—]]\\,ﬂ = %, NN' = MD, NN’ = ME (deoarece AANN' = AAMD si

AANN” = AAMFE), de unde: % = %:g O

Teorema 706 (Teorema celor sase puncte) Proiectiile a doua puncte izogonale
pe laturile triunghiului de referinta sunt sase puncte conciclice.

Demonstratie. Avem: ‘2%,/ = ﬁ%i sau ﬁg, = %, adica dreptele DE si D'E’
sunt antiparalele, deci punctele D, D', E, E’ apartin unui cerc cu centrul in mijlocul
segmentului MM’ (perpendicularele ridicate din mijloacele segmentelor DD’ si EE’
intersectandu-se in mijlocul segmentului M M’). Analog, punctele D, F, F', D" (unde
F si F' sunt proiectiile punctelor M si M’ pe latura BC) sunt pe un cerc cu centrul
in mijlocul segmentului M M’, deci punctele D, E, F, D', E', F’ apartin aceluiasi cerc.
O

Teorema 707 Dreptele DE si AM’, respectiv D'E’ si AM sunt perpendiculare.

Demonstratie. Patrulaterul DAEM fiind inscriptibil rezultda <M DE = <M AE,
deoarece m(<ADE) + m(<MDE) = 90° rezulta

m(<ADE) + m(<MAE) = m(<ADE) + m(<DAM) = 90°,
adicd DELAM'. Analog, D'E' L AM. O
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Teorema 708 (Teorema lui Steiner'’) Daci AP si AQ sunt doud izogonale in
raport cu unghiul <BAC' al triunghiului ABC si P,Q € BC, atunci

BP BQ _AB
CP CQ  AC?

Demonstratie. Fie BR || AC,AB || CS,R € AP,S € AQ (Figura 2.46). Din

Figura 2.46: Teorema lui Steiner

asemdnarea triunghiurilor BPR gi CPA; CSQ si BAQ, respectiv ABR gi ACQ obtinem:

CP _AC CQ _CS AB_ BR
BP BR BQ AB’'AC (S’

Inmultind membru cu membru egalititile precedente obtinem

cr CQ AB AC
BP BQ AC AB’
BP B AB\?2
deunde@-c—g:(@) O
Teorema 709 Fie P un punct din planul triunghiului ABC gi d o transversald ce
trece prin P. Izogonalele dreptei d fatd de unghiurile BPC,CPA si APB intersecteaza
dreptele BC,CA si AB in trei puncte coliniare A, B',C'.

Demonstratie. Fie A”, B”, C" intersectiile dreptei d cu laturile triunghiului ABC
(Figura 2.47). Din teorema lui Steiner rezulta:

7 Jacob Steiner (1796-1863) ~matematician elvetian, profesor la Universitatea din Berlin, contributii
in geometrie
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Figura 2.47: Puncte coliniare determinate de izogonale

BA" BA'  (BP\?
CA" CA <P> ’
AC" AC" [(AP\?
BC" BC' <BP> ’
CB" CB'  [(CP\?
AB" AB' <AP> '

Inmultind relatiile precedente membru cu membru rezults:

BA" CB" AC"\ (BA'" CB' AC'\ _ (BP\® (AP\* (CP\*_
CA" AB' BC" CA'" AB' BC') \CP BP AP ) 7
Din teorema lui Menelaus rezulta gﬁx . ?4%,/ . ggz = 1, de unde rezulta

BA' CB' AC' .
CA’ AB' BC'

si din reciproca teoremei lui Menelaus rezultd cd punctele A’, B’, C’ sunt coliniare. [J

Teorema 710 (Transversala izogonald a unei drepte) O transversala d inter-
secteaza dreptele suport ale laturii triunghiului ABC in punctele A', B' gi C'. Simet-
ricele dreptelor AA', BB' i CC' fata de bisectoarele AI, BI, respectiv C1 intersecteazd
dreptele BC, AC' si AB in punctele A”, B”, respectiv C” ce apartin unei drepte d’.

Demonstratie. Conform teoremei lui Steiner avem (Figura 2.48) :

BA' BA" (BA\? AC' AC" (AC\® CB' CB" (CB\”
CA) "BC' BC" \BC AB) -~

CA' CA" — "AB' AB"

Inmultind membru cu membru relatiile precedente, rezulti

BA' CB' AC'\ (BA" CB" AC"\ _,
CA' AR’ BC') \ca" AB" BC")
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Figura 2.48: Transversala izogonala a unei drepte

. . N . . o ’ / ’
Din teorema lui Menelaus in triunghiul ABC rezulta gﬁ, . gg, . g—g, = 1, de unde

1" " " . . . . . v} v
gﬁ,, . gg,, . gg,, = 1 si din reciproca teoremei lui Menelaus rezulta cd punctele A”, B”
gi C" sunt coliniare. O

Observatia 711 Dreapta d'se numeste transversala izogonalda a dreptei d.

Teorema 712 Intr-un triunghi izogonalele a trei ceviene concurente sunt la rdandul
lor concurente.

Demonstratie. Vezi ,,/ Teorema lui Mathieu”. O
Observatia 713 Punctul de concurentd al cevienelor concurente gi punctul de con-

curentd al izogonalelor acestora se numesc puncte izogonale. Simedianele sunt con-

curente intr-un punct numit punctul lui Lemoine's.

Teorema 714 [zogonalul centrului cercului inscris intr-un triunghi este el insugi.
Demonstratie. Solutie evidenta. U

Teorema 715 Inaltimea coboratd dintr-un varf al triunghiului pe latura opusd si di-
ametrul cercului circumscris triunghiului ce trece prin acel varf sunt drepte izogonale.

Demonstratie. Fie AH, | BC,H, € BC si A’ punctul diametral opus punctului
A in cercul circumscris triunghiului ABC' (Figura 2.49). Avem:

1 —
m(<AA'B) = m(<ACB) = im(AB),
m(<ABA") = m(<AH,C) = 90°,
deci «BAA' = «H,AC. O

"¥Emile Lemoine (1840-1912) — inginer francez, contributii in geometrie



DREPTE REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 55

Figura 2.49: Izogonala inaltimii

Teorema 716 Intr-un triunghi ABC, unghiul format de indltimea si diametrul cer-
cului circumscris ce pleaca din acelagi varf are masura egald cu diferenta masurilor
unghiurilor triunghiului din celelalte doud varfuri.

~

Demonstratie. m(ma) = |m(A) — 2[90° — m(@)]’ = ‘m(a) —m(B)|. O

Teorema 717 I[zogonalul ortocentrului unui triunghi este centrul cercului circumscris
triunghiulus.

Demonstratie. Din teorema precedenta rezulta concluzia. O

A

Figura 2.50: Puncte izogonale

Teorema 718 Fie P un punct nesituat pe cercul circumscris al unui triunghi ABC
st A’B'C" triunghiul podar al lui P in raport cu triunghiul ABC. Perpendicularele
din A, B,C pe B'C', A'C’ respectiv A’ B’ sunt concurente intr-un punct P’, izogonalul
punctului P in raport cu triunghiul ABC.
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Demonstratie. Triunghiul A’ B’C” este ortologic cu triunghiul ABC, centrul aces-
tei ortologii fiind P. Conform teoremei de ortologie si triunghiul ABC' este ortologic
cu triunghiul A’B’C’, centrul acestei ortologii fie ci este punctul P’ (Figura 2.50).
Patrulaterul BA’PC’ fiind inscriptibil rezulta:

m(<ABP') = 90° — m(<A'C'B) = 90° — m(<BPA’)
= m(a«PBA") = m(<«PBC),

de unde <ABP = <P'BC, adica dreptele BP si BP' sunt izogonale. Analog, se arata
ca dreptele AP si AP’ sunt izogonale, deci punctele P si P’ sunt izogonale. U

Teorema 719 Fie M si M’ doud puncte izogonale in raport cu triunghiul ABC, iar
X,Y, Z 51 X', Y', Z' proiectiile acestor puncte pe laturile triunghiului ABC'. Sa se arate
ca: i) dacd din punctele X,Y,Z ca centre descriem cercuri care trec prin punctul M’,
atunci punctele A1, As; By, Bs; C1,Cy de intersectie ale cercurilor cu laturile BC, CA,
respectiv AB se afld pe un cerc cu centrul in M. ii) dacd prin punctele X', Y' 7' ca
centre descriem cercuri care trec prin punctul M, atunci punctele A/l, A;; Bi, Bé; Ci, C’é
de intersectie ale cercurilor respective cu laturile BC,CA si AB se afla pe un cerc cu
centrul in M’ si egal cu precedentul.

Demonstratie. i) MA} = MX? + XA? = MX? + XM"? (XM' = XA ca raze
in acelasi cerc) (Figura 2.51). Din teorema medianei in triunghiul X M M’ rezulta:

Figura 2.51: Proiectiile a doua puncte izogonale

2(XM? + XM"?) — MM"™

4 M
T fiind mijlocul segmentului MM’, de unde M X2 + X M2 = 2XT2 4 MMZ " qeci
MA, = 2XT? + MM2  Cum XT = YT = ZT rezultd

XT? =

MA) =MAs =MB; = MBy; = MC; = MCs.
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ii) Demonstratie analoagd cu cea de la subpunctul precedent. O

Teorema 720 Daca punctele izogonale M si M'au coordonatele normale («, 3,7),
respectiv (o, 8',v"), atunci a-o/ = B3- 5 =~-4".

Demonstratie. Din teorema 705 rezulti a- o/ = 3-8 =~ -7'. O

Observatia 721 Daca punctul M este in interiorul (exteriorul) triunghiului, atunci
izogonalul siu M’ va fi in interiorul (exteriorul) triunghiului, deoarece ambele izogonale
sunt in interiorul (exteriorul) unui unghi al triunghiului.

Teorema 722 Fie P(«,3,7) si Q(c/,B',7') doud puncte izogonale exprimate in co-
ordonate baricentrice n raport cu un triunghi ABC. Atunci,

aol BBy

a2 b2 2

unde a, b, c sunt lungimile laturilor BC,CA, respectiv AB.

Demonstratie. Fie{P;} = AP N BC, {P»} = BP N AC, {P3s} = PC N AB,

Figura 2.52: Legatura intre coordonatele baricentrice a doua puncte izogonale

{1} = AQ N BC, {Q2} = BQN AC 51 {Q3} = QC N AB (Figura 2.52). Avem:

— Y= = o— — b=
PB = ——-PC, PBC=——PA P3;A=—--P;B,
g v e
’7/ O/ B/
B = —EQla Q20 = _VQZA’ Q3A = — 9B

Din teorema lui Steiner rezulta

PB Q1B

PC QiC b
sau g—’yl, = g, de unde ’%l = ﬁTg-AnaIOga OﬁTgl = Lgl = ch;;, =
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Teorema 723 Dacd punctele izogonale M gi M’ au coordonatele unghiulare (A, p, v),
respectiv (N, ', V'), atunci A + X = 180° + m(<C), p+ ¢’ = 180° + m(<A), v+ =
180° + m(<B).

Demonstratie. Fie M in interiorul triunghiului ABC (Figura 2.53). Conform

A

Figura 2.53: Legatura intre coordonatele unghiulare a doud puncte izogonale

observatiei precedente, punctul M’ va fi situat tot in interiorul triunghiului ABC.
Avem:
pw = 180° — m(<«MBC) — m(<«MCB)
= 180° — [m(<ABC) — m(<MBA)| — [m(<ACB) — m(<MCA)]
= m(<BAC) +m(<MBA) +m(<MCA)

si analog p/ = 180° — m(<M’'BC) — m(<M'CB), de unde rezultd ca pu+ ' = 180° 4+
m(<A). Analog, A + X = 180° + m(<C) si v + v/ = 180° + m(<B). O

Observatia 724 Daca una dintre coordonate are valoare negativa, vom considera su-
plementul sau.

Teorema 725 In triunghiul ABC' se considerd izogonalele AA;, AAs, (A1, A9 € BO).
Atunci

AA\?  BA;-CA4
AAy)  BAy-CAy’

Demonstratie. Fie{A]} = AA; N BC, {A,} = AAy, N BC (Figura 2.54). Avem
<BAA; = 9CAAy. Dar <A BA, = <A |CAL, <BAA, = <CAAy = <BCA| =
<CBA), de unde rezultd c& A BCA] =A BCA),, deci BA| = CA), (i) Triunghiurile
BA Al si C A1 A sunt asemenea, rezulta iAcl = %, de unde BA| = A(j‘ffh (ii). Din

< . - . y CA! .. .
asemdnarea triunghiurilor C'ApA) i BAy A rezultd - = iﬁi, adicd C A5 = AiggA :

(iii). Din relatiile (i) - (iii) rezulta; AGE4 = A5 ay
AB  BA;- A4y
AC — CAy- A4

(iv)
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Figura 2.54: (AA1)2 — BA.CA

AAs ~ BA3-CA>

2
: : : : AB\?2 _ BAy-BA; _; o (s s (AAL\" _ BA1-CAy
Din relatia lui Steiner (AC) = Cacca, § relatia (iv) rezulta (AA2 = BAyCAy- U

Problem 726 Lungimea simedianelor triunghiului ABC.

Demonstratie. Dacd As este mijlocul laturii BC, atunci AA; devine simediana

corespunzatoare laturii BC. Astfel, din relatia (iv) rezulta § = 212.’31711;‘”1“ sau AA; =
2b-mg-BA . . . . o 2  BA . 2 .
=221 Din relatia lui Steiner rezulta (%) = &1 deunde BAy = 755, Atunci,
2bc
S¢ = 5——= M
a b2 + 02 a

(unde prin s, am notat lungimea simedianei AA;). Analog, se obtin lungimile celorlalte

doud simediane, i anume: sp = agich - my, respectiv s, = _2ab_ . Me. |

a?+b?

Observatia 727 Fie triunghiul ABC' si o curbd in planul triunghivlui. Curba trasata
de izonalul unui punct ce variazd pe curba se numeste transf ormata tzogonala a
curbei.

Teorema 728 Transformata izogonald a unui cerc ce trece prin doud varfuri ale tri-
unghiului de referinta este tot un cerc care trece prin cele doud varfuri ale triunghiulus.

Demonstratie. Fie m(<M BC) = m(<M'BA) = « (Figura 2.55) si m(<MCB) =
m(<M'CA) = 3. Atunci, m(<M) =7 — 3 — «,

m(<M’) = 180° — (m(B) — a) — (m(C) — B) = m(A) + B + o,

de unde rezultd ca m(<M) + m(<M’) = 180° + m(<tA), deci dacd punctul M descrie
un cerc, atunci si punctul M’ descrie un cerc. O
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Figura 2.55: Transformata izogonald a unui cerc

Teorema 729 In triunghiul ABC' se considerd izogonalele AM si AN; M,N € BC,
iar cercul circumscris triunghiului AMN intersecteaza laturile AB si AC in E, re-
spectiv F. Daci {X} = BFNCE gi {P} = AX N BC, sa se arate ci pentru orice
pozitie a izogonalelor AM si AN, intersectia bisectoarei unghiului A cu perpendiculara
din P pe segmentul BC este un punct fiz.

Demonstratie. Din <FAM = <FAN, de unde m(E/]\\@ = m(f]\\f) si de aici
EF || MN. Fie {Q} = AP N EF (Figura 2.56). Deoarece triunghiurile AEQ si

Figura 2.56: Punct fix

ABP, respectiv AFQ si ACP sunt asemenea, rezulta g—% = % si g—j@,

EQ _ FQ i
BP = cp> ded

%, de unde

e ()
FQ CP’
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Din asemaénarea triunghiurilor EXQ si PXC, respectiv XQF si X PB rezulta g—g =
XQ FQ _ XQ EQ _ FQ

<P respectiv 55 = 55, deci =5 = 55, sau
EQ CP ..
FQ ~ BP (1)

Din (i) si (ii) rezultd % = %, deci BP = CP i EQ = FQ. Perpendiculara in P pe
segmentul BC' intersecteazd cercul circumscris triunghiului ABC' in mijlocul arcului
BC, punct prin care mai trece si bisectoarea unghiului A. O

Teorema 730 Intr-un triunghi ABC, dreapta lui Simson a unui punct M este per-
pendiculard pe izogonala dreptei AM .

Demonstratie. Vezi ,Dreapta lui Simson”. U

Teorema 731 In orice triunghi izogonalele izotomicelor a trei puncte coliniare sunt
coliniare.

Demonstratie. Vom demonstra proprietatea utilizdnd coordonatele baricentrice
relative. Dacd X este un punct de coordonate (ki, k2, k3) atunci izotomicul sgu X’ are

coordonatele (%, é, %), iar izogonalul lui X’ are coordonatele X" (a?ky, b%ks, c?k3)
- rezultd din teorema lui Steiner — (a,b, ¢ fiind lungimile laturilor triunghiului dat).

Fie M(ai,a2,a3), N(B1, B2, 83), P(7v1,72,73) punctele coliniare. Atunci izogonalele
izotomicelor acestor puncte au coordonatele

M”<a20‘1:b2a2a02043)7]\7/,(@25175252702ﬂ3>>P,I(a27175272a0273)'
Deoarece sunt coliniare rezulta:

a1 Qg Qg

Bi By Bz | =0,
Y1 Y2 73
de unde ) ) )
a1 b°ag cfag
CL251 5252 0253 =0,
a271 b272 0273
adicd punctele M”, N”, P” sunt coliniare. O

Teorema 732 Intr-un triunghi ABC, izogonalele punctelor Gergonne (T') st centrului
antibisector (Z) se afla pe aceeasi dreapta a punctului lui Lemoine (K) al triunghiului

ABC.

Demonstratie. Deoarece punctul lui Nagel (IV), iar centrul cercului inscris (1)
in triunghiul ABC si centrul de greutate (G) al triunghiului ABC sunt punctele izo-
tomice ale lui I', Z, respectiv G, iar N, [ si G sunt coliniare, atunci — conform pro-
prietdtii precedente - izogonalele punctelor I', Z gi G sunt coliniare. Cum punctul lui
Lemoine este izogonalul centrului de greutate (G) al triunghiului ABC problema este
demonstrata. O
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Teorema 733 Intr-un triunghi ABC, izogonalele centrului cercului inscris (I), punc-
tului lui Gergonne (T') si punctul lui Nagel (N') sunt coliniare.

Demonstratie. Deoarece centrul antibisector (Z) , I' si N sunt coliniare (vezi
,2Antibisectoarea”) iar I, N si T sunt punctele izotomice ale acestora - cf th.731 —
rezulta concluzia. (]

Teorema 734 Intr-un triunghi izotomicele izogonalelor a trei puncte coliniare sunt
coliniare.

Demonstratie. Se procedeazi analoag ca in teorema 731.

Teorema 735 [zogonalele a trei drepte care prin vdrfurile unui triunghi sunt con-
curente pe cercul circumscris.

Demonstratie. Fie AM si AA" drepte izogonale (punctele M gi A’ sunt pe cercul
circumscris triunghiului ABC). Avem: m(MB) = m(A'C) (i). Fie BB’ | A4/,
B’ fiind pe cercul circumscris triunghiului ABC (Figura 2.57). Atunci, m(AB) =

Figura 2.57: Izogonalele a trei drepte

m(@), deci - -
m(AM) +m(MB) = m(A'C) + m(CB') (i)

Din relatiile (i) si (ii) rezulta m(m) = m(éE’), relatie ce arata ca dreptele BM si
C B’ sunt izogonale. Analog se aratd cd paralela dusa prin C la AA’ si dreapta CM
sunt izogonale, deci izogonalele dreptelor AA’, BB',CC’ sunt concurente in punctul
M de pe cercul circumscris triunghiului ABC'. (]
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Teorema 736 Fie L cercul circumscris triunghiului ABC, C' un cerc tangent interior
in punctul A cercului care intersecteaza latura BC in punctele D gi E. Dreptele AD
gi AE sunt izogonale in raport cu unghiul <BAC.

Demonstratie. Fie {D'} = CNAB si {E'} = C'NAC. Fie (T'A tangenta in A la
cele doud cercuri (Figura 2.58).Avem:

Figura 2.58: Izogonale determinate de cercuri

m (<«TAB) = m(<1AC’B):%m(ZE)
m(<TAD!) — m(<AE’D):%m(@’),

de unde rezulta ci <ACB = <AE'D’, adica dreptele D'E’ 5i BC sunt paralele, deci
D'E' || DE, adicda m(DD') = m(EE") sau m(<BAD') = m(<FAE’), deci dreptele
AD gi AFE sunt izogonale. U

Teorema 737 Cercul care trece prin picioarele unei perechi de drepte izogonale i
prin varful triunghiului, opus acestuia, este tangent cercului circumscris triunghiului
constiderat.

Demonstratie. Fie O si O’ centrele cercurilor C si C’. Sd demonstram ci cercul
circumscris triunghiului ADFE este tangent cercului circumscris al triunghiului ABC
(Figura 2.58).

Fie A’ piciorul inal{imii din A pe latura BC. Dreptele AO si AA’ fiind izogonale
si cum AD si AFE sunt izogonale din ipotezd rezulta: <O'AE = <A’AD si <FAB =
<DAC care prin sumare dau <O’AB = <A’AC = <OAB, adica punctele O, 0’ si A
sunt coliniare, adica cercul C’ este tangent cercului . U
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Teorema 738 Fie A1, B1,Cy punctele de intersectie ale unei transversale oarecare cu
laturile BC, C A, respectiv AB ale unui triunghi ABC' gi Og4, Oy, O, centrele cercurilor
circumscrise triunghiurilor AB1Cy, BC1 Ay, respectiv CA1By. Dreptele AO,, BOy si
CO. sunt concurente intr-un punct M situat pe cercul circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie. Dreapta AO, si iniltimea AA’ a triunghiului AB;C; sunt izo -
gonale (Figura 2.59). Analog, BOy si indltimea BB’ a triunghiului BA;Cy, CO, si

Figura 2.59: Drepte concurente

inaltimea CC’ a triunghiului C'A; By sunt drepte izogonale. Fie {M} = AO, N CO..
Deoarece AA’ || BB’ || CC' rezultd <A’AB; = <B1CC’' = <BCM = <M AB; deci M
apartine cercului circumscris triunghiului ABC. Analog, se arata cd OB trece prin
M. O

Teorema 739 Triunghiul antipodar al unui punct P si triunghiul podar al izogonalului
sau P' sunt omotetice.

Demonstratie. Vezi [12, § I11.6]. O

Observatia 740 Fie dreptele (d1) : a1z + biy — p1 = 0,(dz2) : agx + by — p2 = 0
scrise sub forma normald (deci a3 + b3 = a3 + b3 = 1). O dreapti (d) care apartine
fasciculului determinat de dreptele dy i do are ecuatia

a1z + b1y + p1 + Magx + bay + p2) =0, X € R*.

)
b1+Ab2

Panta dreptet d este m =
Teorema 741 Daca dreapta (d) are ecuatia
a1® + b1y + p1 + Magz + boy + p2) = 0 (cu af + b7 = a3 + b3 = 1)

atunci izogonala sa, dreapta (d'), are ecuatia

1
arx + biy +p1 + X(aﬂ +bay +p2) = 0.
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Demonstratie. O dreapta (d’) a acestui fascicul de drepte este izogonald dreptei
d are ecuatia

a1z + by + p1 + N(agz + bay +p2) =0

si panta m' = —%. Fie a si 8 unghiul dintre dreptele d si dy respectiv d’ si da
(Figura 2.60). Avem:

Figura 2.60: Ecuatia unei izogonale

__aitAag

tgor — — bitAbe + 5 _ Marby — agby) (0
1@ atdae 14 Majap + biby)
—22 ZH)\@ a1by — asb
tgB = 2 1+Aby 192 291 (ii)
1+ 2. %iiigi aras + biby + N

deoarece a? + b2 = a3 + b2 = 1. Drepta (d’) este izogonala lui (d) dacd tga = tgB si
din relatiile (i) si (ii) rezultd A = % Deci, daca dreapta (d) are ecuatia

a1z + b1y + p1 + a2z + by +p2) =0

atunci izogonala sa, dreapta (d’), are ecuatia

1
a1r + b1y +p1 + X(aﬂ + boy + p2) = 0.

0

Teorema 742 Fie M un punct pe bisectoarea unghiului BAC a triunghiului ABC
gt M’ izogonalul conjugat al lui M in raport cu triunghiul ABC. Cercul ce trece

prin M, M’ si este tangent laturii BC este tangent si cercului circumscris triunghiului
ABC.

Demonstratie.Fie ca un cerc este tangent interior cercului circumscris triunghiu-
lui ABC in D si tangent laturii BC in punctul E, iar M si M’ punctele de intersectie
dintre bisectoarea unghiului A si cercul C. Dac# F, al doilea punct de intersectie dintre
dreapta DF si cercul circumscris triunghiului ABC' (Figura 2.61). Fie P punctul de in-

65
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Figura 2.61: Cercuri tangente

tersectie dintre tangentele duse la cercul in punctele D si E. Atunci, <PED = <PDEFE,
adica ) )
i[m(BD) +m(FC)| = §[m(BD) + m(BF)],

de unde

m(BF) = m(FC), m(BF) = m(FC),

relatie ce arata ca punctele F, M si M’ sunt coliniare. Din puterea punctului fatd de
un cerc avem

FE-FD=FM-FM (i)

Din aseméanarea triunghiurilor BFE i DF B, (m(<<BF D) = m(<BFE) sim(<FBE) =
m(<BDF) = 3m(<BAC)) rezulti

FE-FD = FB? (ii)

Din relatiile (i) si (ii) rezults FM-FM' = FB?, relatie ce arat c& triunghiurile BF M’
si M FB sunt asemenea, deci <FBM' = <BMF (iii). Atunci,

m(<F BC) + m(<CBM') = m(<BAF) + m(<M BA),
de unde <CBM' = <M BA, adicd punctele M si M’ sunt izogonal conjugate. ([

Teorema 743 Ceviana izogonala unei ceviene de rangul k este ceviana de rang (2—k)
§t reciproc.
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Figura 2.62: Ceviana izogonald de rang k

Demonstratie. Fie AD o ceviani de ordinul k in triunghiul ABC i AF izogonala

sa (Figura 2.62), atunci g—g = (g)k. Din teorema sinusurilor rezulta:

sin(p+6) sinB sing sinC

BE — AE’ EC  AE’
de unde
BE _sin(¢+0) sinC _ sin(¢+60) ¢ (i)
EC  sing sinB  sing b
Din Sg‘g = sinb o Singsg o) — sl de unde
BD  sing sinC  sing c_ (E)k
DC  sin(¢p+0) sinB  sin(¢+60) b \b/’
deci - 1
sin c\ k- .
sin(¢ +0) (5) ' (i)

Din relatiile (i) si (ii) rezulta:
BE b\t ¢ b\*2 c\2-k
EC’_<C> 'b_<6> =G)

Teorema 744 Fie AE izogonala antibisectoarei AD a triunghivlui ABC, E,D €

(BC). Atunci, BE ,
c
me= ()

Demonstratie. Deoarece antibisectoarea este ceviana de rangul (—1) rezulta con-
form proprietitii precedente céd ceviana izogonald antibisectoarei este ceviana de rang

(2—(=1)) = 3, deci 2Z = (£)°. O

0

Teorema 745 I[zogonalele punctelor Fy si o ale lur Fermat sunt punctele izodinamice
S gi S" ale triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,,Puncte izodinamice”. U



