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MaMbMc (ele sunt mediatoarele laturilor triunghiului ABC) şi fOg =MaA
0\MbB

0\
McC

0. Din congruenţa triunghiurilor AMcD şi MaA
0Mb rezult¼a c¼a McD � A0Mb;

adic¼a punctele D şi A0 sunt simetrice faţ¼a de mijlocul segmentului MbMc. Analog,
punctele E şi B0 sunt izotomice pe (MaMc), F şi C 0 sunt izotomice pe (MaMb). Cum
dreptele MaA

0;MbB
0;McC

0 sunt concurente, rezult¼a c¼a şi dreptele MaD;MbE;McF
sunt concurente într-un punct K care este izotomicul centrului cercului circumscris O
al triunghiului ABC, în raport cu triunghiul median (vezi �Simediane�), adic¼a K este
punctul lui Lemoine al triunghiului ABC: �

Consecinţa 748 Punctul simedian al unui triunghi dreptunghic este mijlocul în¼alţimii
corespunz¼atoare ipotenuzei.

2.14 ORTOPOLUL UNEI DREPTE

�Matematica este ca şi dragostea... o simpl¼a idee, dar poate s¼a devin¼a complicat¼a.�- Robert
Drabek22

Teorema 749 (Teorema ortopolului) Fie triunghiul ABC şi o dreapt¼a oarecare d ce
nu trece prin vârfurile triunghiului ABC. Fie A1,B1,C1 proiecţiile vârfurilor A;B;C
ale triunghiului ABC pe dreapta d. S¼a se arate c¼a proiecţiile duse din punctele A1,
B1, C1 pe laturile BC;CA, respectiv BA sunt concurente.

Demonstra̧tie. Fie A1A2?BC, B1B2?AC şi C1C2?AB, A22BC, B2 2 AC,

Figura 2.65: Teorema ortopolului

C2 2 AB, f�g = A1A2 \B1B2, f�0g = A1A2 \ C1C2 \AB, fDg = AA1 \BC; fEg =
22Robert Drabek �matematician ceh
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B1B2 \ BC, fTg = AA1 \ B1B2 (Figura 2.65). Din asem¼anarea triunghiurile ACD
şi B1�A1 ((m(\DCA) = m(\B1�A1) = 90� � m(\B2EC) şi m(\DAC) = m(\�B1A1) =
90� �m(\ATB2)), avem: AD

CD = A1B1
�A1

: Analog, din asem¼anarea triunghiurilor BAD şi

�0C1A1 rezult¼a BD
AD = �0A1

A1C1
: Din faptul c¼a AA1kBB1kCC1 rezult¼a c¼a punctele � şi �0

coincid. �

Observa̧tia 750 Punctul � de concurenţ¼a al celor trei perpendiculare se numeşte or-
topolul dreptei d.

Teorema 751 Ortopolii a dou¼a drepte paralele între ele în raport cu acelaşi triunghi
se a�¼a pe dreapta perpendicular¼a pe cele dou¼a drepte, distanţa dintre cei doi ortopoli
�ind egal¼a cu distanţa dintre dreptele paralele.

Demonstra̧tie. Fie d0 k d00, �0 şi �00 ortopolii dreptelor d0 şi d00 în raport cu
triunghiul ABC (Figura 2.66). Deoarece d0 k d00; B0�0 k B00�00; C 0�0 k C 00�0 rezult¼a c¼a

Figura 2.66: Ortopolii a dou¼a drepte paralele

triunghiurile B0�0C 0şi B00�00C 00 sunt omotetice. Cum BB00 şi CC 00 sunt perpendiculare
pe dreptele paralele d0 şi d00, avem c¼a B0B00 � C 0C 00 şi de aici rezult¼a c¼a triunghiurile
B0�0C 0 şi B00�00C 00 sunt congruente, deci B0B00 � C 0C 00 � �0�00: �

Fie M şi N interseçtiile unei drepte d cu cercul circumscris triunghiului ABC; O
centrul cercului circumscris triunghiului ABC, A0; B0; C 0 proieçtiile vârfurilor A;B;C
pe dreapta d, Ma;Mb;Mc mijloacele laturilor BC;CA; respectiv AB;R mijlocul seg-
mentului PQ, (Pa; Qa); (Pb; Qb); (Pc; Qc) proieçtiile punctelor P şi Q pe BC;CA; res
- pectiv AB. Fie � ortopolul dreptei d în raport cu triunghiul ABC:
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Teorema 752 Patrulaterele B0C 0QaPa; C 0A0PbQb şi A0B0PcQc sunt inscriptibile, iar
cercurile circumscrise lor se intersecteaz¼a în ortopolul dreptei d.

Demonstra̧tie. Dreptele B0Pa şi CQ sunt paralele, ambele �ind antiparalele cu
coarda BP , deci ^PaB0P � ^CQC 0: Patrulaterul QC 0CQa �ind inscriptibil rezult¼a
^CQC 0 � ^C 0QaC, de unde ^PaB0C 0 � ^C 0QaC, adic¼a patrulaterul B0C 0QaPa
este inscriptibil. Analog, C 0A0PbQb şi A0B0PcQc sunt patrulatere inscriptibile (Figura
2.67). Fie Oa; Ob; Oc centrele cercurilor circumscrise acestor patrulatere. Punctul Oa

Figura 2.67: Cercuri ce se intersecteaz¼a în ortopolul unei drepte

apaŗtine perpendicularei duse în mijlocul segmentului B0C 0; perpendicular¼a paralel¼a
cu BB0 şi CC 0: Atunci, Ma apaŗtine acestei perpendiculare, deci MaOa k OR:

Deoarece Oa apaŗtine şi perpendicularei duse din prin mijlocul segmentului PaQa;
perpendicular¼a ce conţine punctul R şi este paralel¼a cu OMa; rezult¼a c¼a patrulaterul
OMaOaR este paralelogram, de unde MaOa � OR şi MaOa k OR: Analog, MbOb �
OR; MbOb k OR şi McOc � OR; McOc k OR, deci patrulaterele OaObMbMa;
ObOcMcMb şi OcOaMaMc sunt paralelograme, adic¼a laturile triunghiurilor OaObOc
şi A1B1C1 sunt respectiv egale şi paralele.

DeoareceOaOb kMaMb k AB rezult¼a cercurile circumscrise patrulaterelorB0C 0QaPa
şi C 0A0PbQb (care trec prin C 0) au axa radical¼a perpendicular¼a pe AB, deci axa radi-
cal¼a este chiar perpendiculara dus¼a din C 0 pe AB, adic¼a cercurile circumscrise patru-
laterelor B0C 0QaPa, C 0A0PbQb şi A0B0PcQc se intersecteaz¼a în ortopolul dreptei d în
raport cu triunghiul ABC. �

Observa̧tia 753 Dac¼a dreapta d este un diametru în cercul circumscris triunghiului
ABC, atunci punctele Oa; Ob; Oc coincid cu punctele Ma;Mb; respectiv Mc.

Teorema 754 Triunghiurile OaObOc şi MaMbMc sunt omotetice şi congruente.

Demonstra̧tie. Vezi aplicaţia precedent¼a. �
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Teorema 755 Triunghiul OaObOc este ortologic cu triunghiul ABC.

Demonstra̧tie. Perpendicularele duse din Oa; Ob; Oc pe BC;CA, respectiv AB
sunt concurente în R. �

Observa̧tia 756 Dac¼a în loc de trei lungimi egale cu OR se consider¼a pe cele trei
perpendiculare duse din Ma;Mb;Mc pe d trei puncte A1; B1; C1 astfel încât A1Ma �
B1Mb � C1Mc; atunci se poate da urm¼atoarea generalizare:

Teorema 757 Fie d o dreapt¼a în planul triunghiului ABC, A0; B0; C 0 proiecţiile vâr-
furilor sale pe d şi Ma;Mb;Mc mijloacele laturilor BC;CA, respectiv AB. Pe per-
pendicularele duse din A0; B0; C 0 pe dreapta d se consider¼a, în acelaşi sens, punctele
A1; B1, respectiv C1 astfel încât A1Ma � B1Mb � C1Mc: Cercurile având centrele în
punctele A1; B1, respectiv C1 şi trec prin punctele (B0; C 0); (C 0; A0) respectiv (A0; B0)
se intersecteaz¼a în ortopolul dreptei d.

Teorema 758 Ortopolul dreptei aparţine cercului circumscris triunghiului OaObOc.

Demonstra̧tie. Soluţia rezult¼a din reciproca teoremei lui Salmon. �

Teorema 759 Dac¼a prin proiecţiile A0; B0; C 0 ale vârfurilor unui triunghi ABC, pe
o dreapt¼a d, ducem paralele la laturile triunghiului ABC, se formeaz¼a un triunghi
omotetic cu triunghiul ABC şi pe al c¼arui cerc circumscris se a�¼a ortopolul dreptei d
în raport cu triunghiul ABC.

Demonstra̧tie. Proprietatea rezult¼a din faptul c¼a triunghiul format şi triunghiul
OaObOc sunt omotetice, având ortopolul dreptei d drept centru de omotetie. �

Teorema 760 Dreptele lui Simson ale punctelorM şi N în raport cu triunghiul ABC,
trec prin ortopolul dreptei d.

Demonstra̧tie. Din patrulaterul inscriptibil BB0QQa rezult¼a ^BQP � ^BQaB0;
iar în cercul de centru Oa avem ^BQaB0 � ^PC 0Qa; de unde ^BQP � ^PC 0Qa,
deci BQ k C 0Pa. Cum dreptele C 0� şi QQc sunt paralele, �ind pependiculare pe AB,
rezult¼a c¼a ^PaQa� � ^QaC 0� � ^BQaQc, deci dreapta lui Simson a lui Q trece prin
ortopolul dreptei d. Analog se arat¼a c¼a dreapta lui Simson a punctului P trece prin
ortopolul dreptei d. �

Teorema 761 Ortopolii a dou¼a drepte paralele între ele în raport cu un triunghi
aparţin unei drepte a lui Simson.

Demonstra̧tie. Fie d k d0, � şi �0ortopolii dreptelor d şi d0 în raport cu triunghiul
ABC (Figura 2.68). Fie M şi M 0 punctele de interseçtie dintre dreapta d cu cercul
circumscris triunghiuluiABC. Dreapta ��0 este perpendicular¼a pe dreptele d şi d0

(cf. th. 751). Dreptele lui Simson sM şi sM 0 se intersecteaz¼a în � (cf. th.760), iar
dreptele prpendiculare duse din punctele M şi M 0 pe dreptele lui Simson sM 0 şi sM
sunt concurente într-un punct N ce apaŗtine cercului circumscris triunghiului ABC
(vezi [12, § III.22]), triunghiul MNM 0 �ind un triunghi S în raport cu triunghiul
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Figura 2.68: Ortopolii a dou¼a drepte paralele

ABC. Deoarece într-un triunghi S dreapta lui Simson a unui vârf în raport cu cel¼alalt
triunghi este perpendicular¼a pe latura opus¼a vârfului considerat (vezi [12, § III.22])
rezult¼a c¼a dreapta lui Simson a punctului N este perpendicular¼a pe MM 0, trece prin
punctul comun dreptelor sM şi sM 0- adic¼a prin � - deci şi prin �0. Am ar¼atat astfel, c¼a
dreapta ��0 este dreapta lui Simson a punctului N . �

Teorema 762 Dac¼a dreapta d trece prin centrul cercului circumscris triunghiului
ABC, atunci ortopolul dreptei d aparţine cercului lui Euler al triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Fie M şi M 0 punctele de interseçtie dintre dreapta d cu cercul
circumscris triunghiului ABC. Deoarece dreptele lui Simson sM şi sM 0 ale punctelor
M şi M 0 se intersecteaz¼a în ortopolul � (cf. th. 639), iar punctul de interseçtie al
dreptelor lui Simson ale punctelor M şi M 0, diametral opuse, apaŗtine cercului lui
Euler al triunghiului ABC (vezi �Dreapta lui Simson�) rezult¼a c¼a ortopolul dreptei d
apaŗtine cercului lui Euler al triunghiului ABC. �

Teorema 763 Proiecţiile vârfurilor triunghiului ABC pe un diametru al cercului cir-
cumscris triunghiului ABC sunt simetricele ortopolului respectiv faţ¼a de laturile tri-
unghiului median al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Fie MM 0 un diametru al cercului circumscris triunghiului ABC
(Figura 2.69). Fie A1 proieçtiile punctului A pe MM 0 şi MaMbMc triunghiul median
al triunghiului ABC. Punctul A1 apaŗtine cercului circumscris triunghiului AMbMc

având AO drept diametru. Cercul este simetric cercului celor nou¼a puncte ale triun -
ghiului ABC (vezi �Cercul lui Euler�), deci � simetricul lui A1 faţ¼a de MbMc apaŗtine
cercului celor nou¼a puncte al triunghiului ABC. Întrucât ortopolul unui diametru
apaŗtine cercului lui Euler al triunghiului (cf. th. 762), iar ortopolul unei drepte d



DREPTE REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 75

Figura 2.69: Simetricele ortopolului respectiv faţ¼a de laturile triunghiului median

apaŗtine perpendicularei ridicate din proieçtia (A1) pe d a unui vârf (A) al triunghiului
pe latura opus¼a rezult¼a c¼a punctul � este ortopolul dreptei d. �

Observa̧tia 764 Fie B1 şi C1 simetricele ortopolului � faţ¼a de laturile MaMc, res -
pectiv MaMb; deci �B1?MaMc; �C1?MaMb, iar � aparţinând cercului celor nou¼a
puncte al triunghiului ABC, atunci punctele A00; B00; C 00 de intersecţie a dreptelor
�A1; �B1; �C1 cu laturile triunghiului median determin¼a dreapta lui Simson a punc-
tului � în raport cu cercul circumscris triunghiului median.

Teorema 765 Fie � ortopolul unui diametru (d) al cercului circumscris triunghiului
ABC. Dreapta lui Simson a punctului � în raport cu triunghiul median MaMbMc al
triunghiului ABC este paralel¼a cu dreapta d şi echidistant¼a de � şi diametrul d.

Demonstra̧tie. Deoarece A00B00 este dreapta lui Simson a punctului �, rezult¼a -
cf. th.639 - c¼a este paralel¼a cu d şi va trece prin mijlocul distanţei dintre ortopolul �
şi dreapta d. �

Teorema 766 Fie HaHbHc triunghiul ortic al unui triunghi ABC, �ortopolul unui
diametru al cercului circumscris triunghiului ABC şi A1; B1; C1 proiecţiile punctelor
A;B; respectiv C pe acest diametru. Patrulaterele AHaA1�; BHbB1�; CHcC1� sunt
trapeze isoscele.

Demonstra̧tie. Deoarece A1 şi Ha sunt simetricele punctelor �, respectiv Ha
faţ¼a de latura MbMc a triunghiului median MaMbMc al triunghiului ABC, rezult¼a c¼a
patrulaterul AHaA1� este trapez isoscel. �

Observa̧tia 767 Distanţa dintre un vârf al unui triunghi ABC şi ortopolul unui di-
ametru al cercului circumscris triunghiului este egal¼a cu distanţa dintre proiecţiile
aceluiaşi vârf pe latura opus¼a şi pe diametru.
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Observa̧tia 768 Într-un triunghi ABC, distanţa dintre ortopolul unui diametru al
cercului circumscris şi piciorul unei în¼alţimi este egal¼a cu distanţa dintre vârful din
care pleac¼a în¼alţimea şi diametrul dat.

Teorema 769 Punctul lui Feuerbach al triunghiului ABC este ortopolul diametrului
ce trece prin I - centrul cercului înscris în triunghiul ABC.

Demonstra̧tie. Deoarece ortopolul unei drepte se a�¼a la interseçtia dreptelor lui
Simson ale celor dou¼a puncte unde dreapta intersecteaz¼a cercul circumscris triun -
ghiului ABC, iar dreptele lui Simson ale extremit¼aţilor diametrului ce trece prin I se
intersectez¼a în punctul lui Feuerbach al triunghiului ABC (vezi �Punctele lui Feuer-
bach�), rezult¼a concluzia. �

Observa̧tia 770 Ortopolul unui diametru al cercului circumscris unui triunghi ABC
care trece prin centrul unui cerc tritangent este punctul lui Feuerbach corespunz¼ator.

Teorema 771 Ortopolii corespunz¼atori la doi diametri perpendiculari ai cercului cir-
cumscris unui triunghi ABC sunt dou¼a puncte diametral opuse în cercul lui Euler al
triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Dac¼a � şi �0 sunt ortopolii corespunz¼atori diametrelor perpendicu-
lari d şi d0, atunci � şi �0 sunt puncte pe cercul lui Euler al triunghiului ABC. Dreapta
lui Simson d� a punctului � în raport cu triunghiul median este paralel¼a cu dreapta d0,
deci d�?d�0 . Dac¼a �00 este punctul diametral opus lui �, atunci dreptele lui Simson ale
punctelor � şi �00 sunt perpendiculare, deci d�?d�00 , de unde rezult¼a c¼a punctele �00şi �0
coincid. �

Teorema 772 Fie B0 şi C0 punctele diametral opuse vârfurilor B şi C ale unui tri-
unghi ABC, în cercul circumscris acestui triunghi. Ortopolul dreptei B0C0 în raport
cu triunghiul ABC este punctul A.

Demonstra̧tie. Deoarece patrulaterul BCB0C0 este dreptunghi, C0 şi B0 vor �

Figura 2.70: Ortopolul dreptei B0C0
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proieçtiile punctelor B, respectiv C pe dreapta B0C0 (Figura 2.70). Cum CC0 şi BB0
sunt diametre în cercul circumscris triunghiului ABC rezult¼a c¼a

m(\C0AC) = m(\B0AB) = 90�;

adic¼a perpendicularele duse din punctele C0 şi B0 pe AC, respectiv AB se intersecteaz¼a
în punctul A care va � ortopolul dreptei B0C0. �

Consecinţa 773 Ortopolii diametrelor care trec prin vârfurile triunghiului sunt pi-
cioarele respective ale în¼alţimilor.

Consecinţa 774 Ortopolul unei laturi este ortocentrul triunghiului.

Consecinţa 775 Ortopolul unui diametru paralel cu o latur¼a, se a�¼a în punctul eulerian
al în¼alţimii care cade pe latura respectiv¼a.

Consecinţa 776 Ortopolul unui diametru paralel cu o în¼alţime se a�¼a în mijlocul
laturii pe care cade în¼alţimea respectiv¼a.

Teorema 777 Fie MN coard¼a a cercului circumscris unui triunghi ABC, perpendic-
ular¼a pe latura BC. Distanţa dintre ortopolii �M şi �N ai dreptelor AM , respectiv AN
în raport cu triunghiul ABC este egal¼a cu MN .

Demonstra̧tie. Fie fPg = MN \ BC. Ortopolii �M şi �N sunt punctele de
interseçtie dintre în¼aļtimea din A (dreapta lui Simson a punctului A) şi dreptele lui
Simson ale punctelor M; respectiv N (Figura 2.71).

Figura 2.71: Distanţa dintre ortopolii a dou¼a drepte
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Dreptele lui Simson ale punctelor M şi N sunt paralelele duse prin P la AN;
respectiv AM , deci patrulaterele PNA�M şi A�NCM sunt paralelograme. Atunci,
A�M � PN şi A�N �MP; de unde rezult¼a

A�M +A�N = PN + PM;

adic¼a �N�M � NM: �

Teorema 778 Distanţa dintre ortopolii celor dou¼a bisectoare ale unui unghi al tri-
unghiului ABC este egal¼a cu diametrul cercului circumscris triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi teorema 777. �

Teorema 779 Ortopolul unei drepte în raport cu un triunghi coincide cu centrul ra -
dical al cercurilor având centrele în vârfurile triunghiului anticomplementar şi tangente
la dreapta dat¼a.

Demonstra̧tie. Fie triunghiul ABC, A0B0C 0 triunghiul anticomplementar al tri-
unghiului ABC, A1; B1; C1 şi A00; B00; C 00 proieçtiile punctelor A;B;C respectiv A0;
B0; C 0 pe dreapta d, iar � ortopolul dreptei d în raport cu triunghiul ABC (Figura
2.72). Dar A00; B00; C 00 sunt punctele de tangenţ¼a dintre cecurile având centrele în
A0; B0; C 0 şi dreapta d, iar axele radicale dintre aceste cercuri luate câte dou¼a se obţin

Figura 2.72: Ortopolul unei drepte

ducând perpendiculare din mijloacele segmentelor A00B00; B00C 00; C 00A00 pe linia cen-
trelor A0B0; B0C 0; respectiv C 0A0, interseçtia acestor axe �ind centrul radical al acestor
cercuri. Deoarece mijloacele segmentelor B00C 00; C 00A00; A00B00 sunt punctele A1; B1; re-
spectiv C1, iar perpendicularele din A1; B1; C1 pe B0C 0; A0C 0; respectiv A0B0 sunt per-
pendiculare BC;CA; respectiv AB (pentru c¼a B0C 0 k BC; A0C 0 k AC şi A0B0 k AB),
deci sunt concurente în ortopolul �, rezult¼a concluzia. �


