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M, MyM. (ele sunt mediatoarele laturilor triunghiului ABC) si {O} = M,A'NM,B'N
M_.C’. Din congruenta triunghiurilor AM.D si M,A' M, rezultd ci M.D = A'M,,
adicd punctele D si A’ sunt simetrice fatd de mijlocul segmentului M,M,.. Analog,
punctele E si B’ sunt izotomice pe (M,M.), F si C’ sunt izotomice pe (M, Mp). Cum
dreptele M,A’, MyB’, M.C’ sunt concurente, rezultd ca si dreptele M,D, MyE, M.F
sunt concurente intr-un punct K care este izotomicul centrului cercului circumscris O
al triunghiului ABC, in raport cu triunghiul median (vezi ,Simediane”), adica K este
punctul lui Lemoine al triunghiului ABC. O

Consecinta 748 Punctul simedian al unui triunghi dreptunghic este mijlocul inaltimii
corespunzatoare ipotenuzer.

2.14 ORTOPOLUL UNEI DREPTE

»2Matematica este ca si dragostea... o simpla idee, dar poate sa devind complicatd.” - Robert
Drabek??

Teorema 749 (Teorema ortopolului) Fie triunghiul ABC si o dreapta oarecare d ce
nu trece prin varfurile triunghiului ABC. Fie A1,B1,Cy proiectiile varfurilor A, B,C
ale triunghiului ABC pe dreapta d. Sa se arate ca proiectiile duse din punctele Aq,
Bi1, Ci pe laturile BC,CA, respectiv BA sunt concurente.

Demonstratie. Fie A1A>1BC, B1Bs1AC si C1CyLAB, A,eBC, By, € AC,

Figura 2.65: Teorema ortopolului

Cy € AB, {9} = A;45N B1 B>, {9/} =A1A5NC1Cy N AB, {D} = AA1 N BC, {E} =

22Robert Drabek — matematician ceh
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B1By N BC, {T} = AA; N B1By (Figura 2.65). Din aseménarea triunghiurile AC'D
si B10A; (m(DCA) = m(B10A;) = 90° — m(B2EC) si m(DAC) = m(0B,A;) =
90° — m(@)), avem: é—g = AelAlj L. Analog, din asemanarea triunghiurilor BAD si
0'C1A; rezultd % = z;‘é}l. Din faptul ci AA;|BB||CCy rezultd ci punctele 6 si
coincid. O

Observatia 750 Punctul 8 de concurenta al celor trei perpendiculare se numeste or-
topolul dreptei d.

Teorema 751 Ortopolii a doud drepte paralele intre ele in raport cu acelasi triunghi
se afla pe dreapta perpendiculara pe cele doud drepte, distanta dintre cei doi ortopoli
fiind egald cu distanta dintre dreptele paralele.

Demonstratie. Fie d' || d”, 0’ si §” ortopolii dreptelor d’ si d” in raport cu
triunghiul ABC' (Figura 2.66). Deoarece d' || d”, B'0" || B"9", C'0' || C"0' rezultd ca

Figura 2.66: Ortopolii a doua drepte paralele

triunghiurile B'6’C’si B"0”C" sunt omotetice. Cum BB” si CC” sunt perpendiculare
pe dreptele paralele d’ si d’, avem c& B'B"” = C'C" si de aici rezultd ci triunghiurile
B'0'C" si B"0"C" sunt congruente, deci B'B" = C'C" = ¢'0". O

Fie M gi N intersectiile unei drepte d cu cercul circumscris triunghiului ABC, O
centrul cercului circumscris triunghiului ABC, A’, B’, C' proiectiile varfurilor A, B, C
pe dreapta d, M,, My, M. mijloacele laturilor BC,C A, respectiv AB, R mijlocul seg-
mentului PQ, (Py, Qq), (Py, @), (P, Q.) proiectiile punctelor P si @ pe BC,CA, res
- pectiv AB. Fie 6 ortopolul dreptei d in raport cu triunghiul ABC.
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Teorema 752 Patrulaterele B'C'Q.P,, C'A'P,Qy si A'B'P.Q. sunt inscriptibile, iar
cercurile circumscrise lor se intersecteaza in ortopolul dreptet d.

Demonstratie. Dreptele B'P, si CQ sunt paralele, ambele fiind antiparalele cu
coarda BP, deci <P,B'P = <CQC’. Patrulaterul QC’'CQ,, fiind inscriptibil rezulta
<CQC" = «C'Q,C, de unde <P, B'C' = «C'Q,C, adicd patrulaterul B'C'Q,P,
este inscriptibil. Analog, C'A'P,Qy, si A’B'P.Q. sunt patrulatere inscriptibile (Figura
2.67). Fie O, Oy, O, centrele cercurilor circumscrise acestor patrulatere. Punctul O,

Figura 2.67: Cercuri ce se intersecteaza in ortopolul unei drepte

apartine perpendicularei duse in mijlocul segmentului B’C’, perpendiculard paraleld
cu BB’ ¢i CC'. Atunci, M, apartine acestei perpendiculare, deci M,0, || OR.

Deoarece O, apartine si perpendicularei duse din prin mijlocul segmentului P,Q,,
perpendiculara ce contine punctul R si este paraleld cu OM,, rezulta cd patrulaterul
OM 04 R este paralelogram, de unde M,0O, = OR si M,0, || OR. Analog, M,O; =
OR, MOy || OR si M.O. = OR, M.O. || OR, deci patrulaterele O,OpMyM,,
OpyO:M My si O.0,M,M,. sunt paralelograme, adica laturile triunghiurilor 0,00,
si A1 B1C1 sunt respectiv egale gi paralele.

Deoarece 0,0y, || My M, || AB rezultd cercurile circumscrise patrulaterelor B'C'Q, P,
si C"A'P,Qy (care trec prin C') au axa radicald perpendiculard pe AB, deci axa radi-
cald este chiar perpendiculara dusi din C’ pe AB, adici cercurile circumscrise patru-
laterelor B'C'Q.P,, C'A'P,Qy si A’B'P.Q. se intersecteaza in ortopolul dreptei d in
raport cu triunghiul ABC. (|

Observatia 753 Daca dreapta d este un diametru in cercul circumscris triunghiului
ABC, atunci punctele Og4, Oy, O, coincid cu punctele My, My, respectiv M.

Teorema 754 Triunghiurile O,Op0, §i Mo MM, sunt omotetice si congruente.

Demonstratie. Vezi aplicatia precedenta. O
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Teorema 755 Triunghiul O,0,0, este ortologic cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Perpendicularele duse din O,, Op, O, pe BC,C A, respectiv AB
sunt concurente in R. U

Observatia 756 Dacd in loc de trei lungimi egale cu OR se considerd pe cele trei
perpendiculare duse din My, My, M. pe d trei puncte Ay, B1,C1 astfel incit Ay M, =
Bi1 My = C1 M., atunci se poate da urmdatoarea generalizare:

Teorema 757 Fie d o dreapta in planul triunghiului ABC, A’, B',C" proiectiile var-
furilor sale pe d gi My, My, M. mijloacele laturilor BC,CA, respectiv AB. Pe per-
pendicularele duse din A’, B',C’ pe dreapta d se considerd, in acelagi sens, punctele
Ay, By, respectiv C1 astfel incit AyM, = B1My, = C1M.. Cercurile avind centrele in
punctele Ay, By, respectiv Cy i trec prin punctele (B',C"),(C’, A") respectiv (A’, B)
se intersecteaza in ortopolul dreptei d.

Teorema 758 Ortopolul dreptei apartine cercului circumscris triunghiului Og,0p0c.
Demonstratie. Solutia rezulta din reciproca teoremei lui Salmon. O

Teorema 759 Dacd prin proiectiile A, B',C' ale varfurilor unui triunghi ABC, pe
o dreapta d, ducem paralele la laturile triunghiului ABC, se formeazd un triunghi
omotetic cu triunghiul ABC gi pe al carui cerc circumscris se afla ortopolul dreptei d
in raport cu triunghiul ABC'.

Demonstratie. Proprietatea rezulta din faptul ca triunghiul format gi triunghiul
0,040, sunt omotetice, avand ortopolul dreptei d drept centru de omotetie. O

Teorema 760 Dreptele lui Simson ale punctelor M gi N in raport cu triunghiul ABC,
trec prin ortopolul dreptei d.

Demonstratie. Din patrulaterul inscriptibil BB'QQ, rezulta <BQP = <BQ,B’,
iar in cercul de centru O, avem <BQ,B’ = <PC'Q,, de unde <BQP = <PC'Q,,
deci BQ || C'P,. Cum dreptele C'0 si QQ. sunt paralele, fiind pependiculare pe AB,
rezultd ca <P,Q.0 = <Q.C'0 = <BQ,Q., deci dreapta lui Simson a lui @) trece prin
ortopolul dreptei d. Analog se aratd ca dreapta lui Simson a punctului P trece prin
ortopolul dreptei d. O

Teorema 761 Ortopolii a doud drepte paralele intre ele in raport cu un triunghi
apartin unei drepte a lui Simson.

Demonstratie. Fie d || ', 0 si #'ortopolii dreptelor d si d’ in raport cu triunghiul
ABC (Figura 2.68). Fie M si M’ punctele de intersectie dintre dreapta d cu cercul
circumscris triunghiuluiABC. Dreapta 06’ este perpendiculari pe dreptele d si d’
(cf. th. 751). Dreptele lui Simson sy si spp se intersecteaza in 6 (cf. th.760), iar
dreptele prpendiculare duse din punctele M si M’ pe dreptele lui Simson sy si sy
sunt concurente intr-un punct N ce apartine cercului circumscris triunghiului ABC
(vezi [12, § 111.22]), triunghiul M NM' fiind un triunghi S in raport cu triunghiul
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Figura 2.68: Ortopolii a doua drepte paralele

ABC'. Deoarece intr-un triunghi S dreapta lui Simson a unui varf in raport cu celalalt
triunghi este perpendiculara pe latura opusa varfului considerat (vezi [12, § II1.22])
rezultd ci dreapta lui Simson a punctului N este perpendiculard pe M M’, trece prin
punctul comun dreptelor sys si sy~ adicd prin 6 - deci si prin #’. Am ar#tat astfel, ci
dreapta 06’ este dreapta lui Simson a punctului N. O

Teorema 762 Daca dreapta d trece prin centrul cercului circumscris triunghiului
ABC, atunci ortopolul dreptei d apartine cercului lui Fuler al triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie M si M’ punctele de intersectie dintre dreapta d cu cercul
circumscris triunghiului ABC'. Deoarece dreptele lui Simson sps i sy ale punctelor
M si M’ se intersecteaza in ortopolul 6 (cf. th. 639), iar punctul de intersectie al
dreptelor lui Simson ale punctelor M si M’, diametral opuse, apartine cercului lui
Euler al triunghiului ABC' (vezi ,Dreapta lui Simson”) rezulta ci ortopolul dreptei d
apartine cercului lui Euler al triunghiului ABC. O

Teorema 763 Proiectiile varfurilor triunghiului ABC pe un diametru al cercului cir-
cumscris triunghiului ABC sunt simetricele ortopolului respectiv fata de laturile tri-
unghiului median al triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie M M’ un diametru al cercului circumscris triunghiului ABC
(Figura 2.69). Fie A; proiectiile punctului A pe MM’ i M, M,M, triunghiul median
al triunghiului ABC'. Punctul A; apartine cercului circumscris triunghiului AM,M,
avand AO drept diametru. Cercul este simetric cercului celor noud puncte ale triun -
ghiului ABC' (vezi ,,Cercul lui Euler”), deci 6 simetricul lui A; fatd de MM, apartine
cercului celor noud puncte al triunghiului ABC. Intrucat ortopolul unui diametru
apartine cercului lui Euler al triunghiului (cf. th. 762), iar ortopolul unei drepte d
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Figura 2.69: Simetricele ortopolului respectiv fata de laturile triunghiului median

apartine perpendicularei ridicate din proiectia (A;) pe d a unui varf (A) al triunghiului
pe latura opusa rezulta cd punctul 8 este ortopolul dreptei d. O

Observatia 764 Fie By gi C1 simetricele ortopolului 0 fatd de laturile MoM., res -
pectiv Mo My; deci 0B1 LM M., 0C1 1M, My, iar 0 apartindnd cercului celor noud
puncte al triunghiului ABC, atunci punctele A”,B",C" de intersectic a dreptelor
0A1,0B1,0C cu laturile triunghiului median determina dreapta lui Simson a punc-
tului 0 in raport cu cercul circumscris triunghiului median.

Teorema 765 Fie 0 ortopolul unui diametru (d) al cercului circumscris triunghiului
ABC. Dreapta lui Simson a punctului 6 in raport cu triunghiul median My,MyM,. al
triunghiului ABC' este paraleld cu dreapta d si echidistantd de 6 gi diametrul d.

Demonstratie. Deoarece A”B” este dreapta lui Simson a punctului 6, rezults -
cf. th.639 - ca este paralela cu d si va trece prin mijlocul distantei dintre ortopolul 6
si dreapta d. U

Teorema 766 Fie H,HyH. triunghiul ortic al unui triunghi ABC, @Qortopolul unui
diametru al cercului circumscris triunghiului ABC si Ay, By, C1 proiectiile punctelor
A, B, respectiv C' pe acest diametru. Patrulaterele AH,A10, BHy,B10, CH.C10 sunt

trapeze isoscele.

Demonstratie. Deoarece A; si H, sunt simetricele punctelor 6, respectiv H,
fata de latura My M, a triunghiului median M, My M,. al triunghiului ABC, rezulta ca
patrulaterul AH,A,0 este trapez isoscel. O

Observatia 767 Distanta dintre un varf al unui triunghi ABC' gi ortopolul unui di-
ametru al cercului circumscris triunghiului este egald cu distanta dintre proiectiile
aceluiagi varf pe latura opusd gi pe diametru.
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Observatia 768 Intr-un triunghi ABC, distanta dintre ortopolul unui diametru al
cercului circumscris §i piciorul unei naltimi este egala cu distanta dintre varful din
care pleaca inaltimea gt diametrul dat.

Teorema 769 Punctul lui Feuerbach al triunghiului ABC' este ortopolul diametrului
ce trece prin I - centrul cercului tnscris in triunghiul ABC.

Demonstratie. Deoarece ortopolul unei drepte se afla la intersectia dreptelor lui
Simson ale celor dousd puncte unde dreapta intersecteazéd cercul circumscris triun -
ghiului ABC, iar dreptele lui Simson ale extremitatilor diametrului ce trece prin I se
intersecteza in punctul lui Feuerbach al triunghiului ABC' (vezi ,Punctele lui Feuer-
bach”), rezultd concluzia. O

Observatia 770 Ortopolul unui diametru al cercului circumscris unui triunghi ABC
care trece prin centrul unui cerc tritangent este punctul lui Feuerbach corespunzator.

Teorema 771 Ortopolii corespunzatori la doi diametri perpendiculari ai cercului cir-
cumscris unui triunght ABC' sunt doud puncte diametral opuse in cercul lui Fuler al
triunghiului ABC.

Demonstratie. Daci 6 si 6 sunt ortopolii corespunzatori diametrelor perpendicu-
lari d si d’, atunci 6 si 6 sunt puncte pe cercul lui Euler al triunghiului ABC'. Dreapta
lui Simson dy a punctului # in raport cu triunghiul median este paraleld cu dreapta d’,
deci dgLdy. Daca 0" este punctul diametral opus lui 6, atunci dreptele lui Simson ale
punctelor 6 si #” sunt perpendiculare, deci dg L dy», de unde rezultd ci punctele 6”si ¢’
coincid. ([

Teorema 772 Fie By i Cy punctele diametral opuse varfurilor B si C' ale unui tri-
unghi ABC, in cercul circumscris acestui triunghi. Ortopolul dreptei BoCy in raport

cu triunghiul ABC' este punctul A.

Demonstratie. Deoarece patrulaterul BC ByCy este dreptunghi, Cy si By vor fi

Figura 2.70: Ortopolul dreptei ByCy
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proiectiile punctelor B, respectiv C' pe dreapta ByCy (Figura 2.70). Cum CCj si BBy
sunt diametre in cercul circumscris triunghiului ABC' rezultd ca

m(C/gE) = m(Bg/A\B) =90°,

adicd perpendicularele duse din punctele Cy si By pe AC, respectiv AB se intersecteaza
in punctul A care va fi ortopolul dreptei ByCy. O

Consecinta 773 Ortopolii diametrelor care trec prin varfurile triunghiului sunt pi-
ctoarele respective ale inaltimilor.

Consecinta 774 Ortopolul unei laturi este ortocentrul triunghiului.

Consecinta 775 Ortopolul unui diametru paralel cu o laturd, se afla in punctul eulerian
al tnaltimii care cade pe latura respectiva.

Consecinta 776 Ortopolul unui diametru paralel cu o inaltime se afla in mijlocul
laturii pe care cade tnaltimea respectiva.

Teorema 777 Fie MN coarda a cercului circumscris unui triunghi ABC, perpendic-
ulara pe latura BC'. Distanta dintre ortopolii 0y si O ai dreptelor AM , respectiv AN
in raport cu triunghiul ABC' este egald cu MN.

Demonstratie. Fie {P} = MN N BC. Ortopolii 0y, si O sunt punctele de
intersectie dintre indltimea din A (dreapta lui Simson a punctului A) si dreptele lui
Simson ale punctelor M, respectiv N (Figura 2.71).

Figura 2.71: Distanta dintre ortopolii a doud drepte
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Dreptele lui Simson ale punctelor M si N sunt paralelele duse prin P la AN,
respectiv AM, deci patrulaterele PN A0y si AOnCM sunt paralelograme. Atunci,
Afp; = PN si Afy = M P, de unde rezulta

Aby + Ay = PN + PM,
adicd On0pr = NM. O

Teorema 778 Distanta dintre ortopolii celor doua bisectoare ale unut unghi al tri-
unghiului ABC' este egald cu diametrul cercului circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi teorema 777. (]

Teorema 779 Ortopolul unei drepte in raport cu un triunghi coincide cu centrul ra -
dical al cercurilor avand centrele in varfurile triunghiului anticomplementar si tangente
la dreapta data.

Demonstratie. Fie triunghiul ABC, A’B’C’ triunghiul anticomplementar al tri-
unghiului ABC, Ay, By,C si A”, B”,C" proiectiile punctelor A, B, C respectiv A’,
B', C’ pe dreapta d, iar 6 ortopolul dreptei d in raport cu triunghiul ABC (Figura
2.72). Dar A” B” C" sunt punctele de tangentd dintre cecurile avand centrele in
A’, B, C’ si dreapta d, iar axele radicale dintre aceste cercuri luate cate doud se obtin

Q .---%Q

Figura 2.72: Ortopolul unei drepte

ducand perpendiculare din mijloacele segmentelor A”B”, B"C",C" A" pe linia cen-
trelor A’B’, B'C’, respectiv C’ A’, intersectia acestor axe fiind centrul radical al acestor
cercuri. Deoarece mijloacele segmentelor B”C”,C" A", A” B” sunt punctele Ay, By, re-
spectiv C1, iar perpendicularele din Ay, By, Cq pe B'C’, A'C’, respectiv A’ B’ sunt per-
pendiculare BC, CA, respectiv AB (pentru ca B'C' | BC, A'C" || AC si A'B" || AB),
deci sunt concurente in ortopolul @, rezulta concluzia. O



