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2.16 ANTIBISECTOAREA

,ldeile, ca si plantele, au epoca lor, in care apar in diverse locuri,la fel cum priméavara ghioceii
rasar pretutindeni unde lumineaza soarele.” — Jénos Bolyai24

Dreptele izotomice ale bisectoarelor interioare sau exterioare ale unui triunghi se
numesc antibisectoarele interioare sau exterioare ale triunghiului.

Teorema 782 Antibisectoarele interioare ale unui triunghi sunt concurente.

Demonstratie. Fie AA’", BB',CC’ bisectoarele triunghiului ABC si AZy, BZs,
CZ3 antibisectoarele triunghiului ABC (Figura 2.74). Evident, BZ; = CA', CZ; =

Figura 2.74: Antibisectoarea

BA', AZy = CB', CZy = AB', AZ3 = BC', BZ3 = AC’. Deoarece bisectoarele sunt
concurente, din teorema lui Ceva rezulta

BA" AC' CB

AC C'B B'A

sau

CZy BZs AZy )

BZy AZs CZy

si din reciproca teoremei lui Ceva rezultd cad antibisectoarele sunt concurente. (]

Punctul de concurenta al antibisectoarelor il vom nota cu Z si il vom numi centrul
antibisector interior al triunghiului ABC.

24 Janos Bolyai (1802-1860) — matematician roman, de origine maghiara, contributii fundamentale
in geometrie



DREPTE REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 81

Teorema 783 Centrul cercului tnscris I si centrul antibisector Z al triunghiului ABC
sunt puncte izotomice.

Demonstratie. Vezi teorema 782. ([

Observatia 784 Antibisectoarea este o ceviana de rang (—1), deoarece % = (%)—1'

Teorema 785 Doud antibisectoare exterioare si o antibisectoare interioard sunt con-
curente.

Demonstratie. Deoarece izotomicele acestor trei drepte, adica doua bisectoare
exterioare gi bisectoarea interioard a celui de-al treilea unghi trec printr-unul dintre
centrele cercurilor exinscrise. O

Observatia 786 Punctele de intersectie dintre trei antibisectoare ale triunghiului se
numesc centre antibisectoare. Un triunghi are patru centre antibisectoare, unul
interior (Z) si trei exterioare.

Observatia 787 Centrele antibisectoare ale triunghiului sunt punctele conjugate izo-
tomic ale centrului cercului inscris si a centrelor cercurilor exinscrise.

Teorema 788 Antibisectoarele interioare ale unui triunghi trec prin picioarele bisec-
toarelor triunghiulut median.

Demonstratie. Fie AA’", BB',CC’ bisectoarele triunghiului ABC si AZy, BZs,
C Z3 antibisectoarele interioare ale triunghiului ABC', M, MM, triunghiul sdu median,
{A"} = AA' 0 MyM,., {Z,} = AZ N MyM,.. Deoarece

1
A'My = 1Mo = 5A'Zy
si
AA/l:A/A/lzlAAI
2 9

rezultd A"Z" = A’M, = Z1M,, deci dreptele AA’ si M,Z’ sunt paralele, adica dreapta
M,Z' este o bisectoare a triunghiului median. O

Teorema 789 Intr-un triunghi ABC, izogonalele centrului antibisector Z si punctului
lui Gergonne I'se afla pe aceeasi dreaptd cu punctul lui Lemoine K al triunghiului

ABC.
Demonstratie. Vezi [12, § I1.15]. O

Teorema 790 Fie M un punct din planul unui triunght ABC gi Z centrul antibisector
al triunghiului ABC. Atunci:

—  bcMA -+ caMB + abMC
MZ =
ab + bc + ca

Y

unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor BC, CA, respectiv AB.
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Demonstratie. Vezi [12, § I11.15]. O

Teorema 791 Fie M un punct din planul unui triunght ABC si Z centrul antibisector
al triunghiulut ABC. Atunci:

~ beM A% + caM B% 4+ abMC?  abe(a® + b3 + ¢3)

MZz? :
ab + bc + ca (ab+ be + ca)?

Demonstratie. Vezi [12, § I1.15]. O
Teorema 792 Fie O centrul cercului circumscris al triunghiului ABC si Z centrul
sau antibisector. Atunci:

2 abe(a® + b3 + ¢3)
(ab+ bc+ ca)? ’

0Z® =R
unde R este raza cercului circumscris triunghiului ABC'.

Demonstratie. In relatia demonstrati in aplicatia precedenti considerdm M = O
si obtinem concluzia. O

Teorema 793 In triunghiul ABC fie M € (AB),N € (AC). Dreapta MN trece prin
centrul antibisector Z al triunghiului ABC' dacd i numai dacd:

1 MA 1 NC 1

b MA ¢ NA o
Demonstratie. Vezi [12, § I1.15]. O

Teorema 794 Centrul antibisector Z, punctul lui Gergonne I' gi punctul lui Nagel N
sunt coliniare.

Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Nagel”. U

Teorema 795 Daca Z este centrul antibisector al triunghiului ABC, iar z,y,z dis-
taniele de la Z la laturile BC, C A, respectiv AB, atunci:

a1h, b~ 1hy ¢ 1h,
T = = z=
R I al+b 14l

(unde hg, hp, he sunt lungimile inaltimilor triunghiului ABC)).
Demonstratie. Deoarece antibisectoarele sunt ceviene de rang (—1) atunci

2a~" Ajapcy a"'h,

R B R N ]

(vezi [12, § I1.15]). Analog se aratd si celelalte doud egalitati. O

Teorema 796 Fie Z centrul antibisector al triunghiului ABC'. Prin Z se duc paralelele
la laturile triunghiului ABC' : MMy || AB, MgMs || BC, MaMs || AC (My, Ms € BC;
M3, My € AC; Ms, Mg € AB). Atunci, My Mo = MsMy = MsMs.
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C

Figura 2.75: Paralele la laturi duse prin centrul antibisector

Demonstratie. Fie z distanta de la Z la latura BC (Figura 2.75). Avem

M7 Moy x a~t
a  hy al4bl4cel’
sau 1
MMy =

a1l 4+b14c 1

Analog se demonstreaza ca MsMy = MsMg (: O

1
Teorema 797 Fie AE Z)%'zogonala antibisectoarei AD a triunghiului ABC, E,D €
(BC). Atunci, g—g =(£)".

Demonstratie. Vezi ,,Drepte izogonale”. O

Teorema 798 Fie Z,, Zy, Z. proiectiile centrului antibisector (Z) al triunghiului ABC
pe laturile BC,CA, respectiv AB. Atunci,

2%, ZZy ZZ

a2 b2 2

Demonstratie. Antibisectoarea este o ceviana de rang (—1) si rezulta %

22y = ZZ (vezi (12, § IL.15]).

O

Teorema 799 Fie AZy, BZ, si CZ3 antibisectoare in triunghiul ABC, Z centrul sau
antibisector, A" € (AZy),B’" € (BZy),C" € (CZ3) astfel incit AA' = ZZ,, BB’ =
Z7Z5,CC" = ZZ3. Prin punctele A', B',C" ducem respectiv paralelele My My, M3zMy,
Ms Mg la laturile BC, CA, AB. Patrulaterul My MsMsMyMsMg este hexagon regulat.
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Figura 2.76: Hexagon regulat

Demonstratie. Fie z, y, z lungimile distantelor de la Z la laturile BC, C' A, respec-
tiv AB, iar hg, hy, he lungimile indlgimilor triunghiului ABC (Figura 2.76). Avem:

€T ZZl AAI . M1M2

hea  AZ,  AZL  a

rezultd adicd

MMy _ L
a

—1 —
. r a a
si deoarece 3= = =T, = T T T

1

MMy = — .

Analog se aratd cd MsMy = MsMg (: WEI%_I) . Din asemanarea triunghiurilor
ABC gi M3BMy rezulta:

a BZy a'4+b 14t

BM, BB b1
_ ab— ! . S Y _ ac™ !t v
de unde BMy = T T T Analog se aratd cd C My = T T T de unde rezulta
ca
ab™! ac™! 1

MyMs = a — - = :
T T T el e h b it altbl4c!

Analog, se arata cd M1 Mg = My Ms <: W) , deci hexagonul My Mo MsM4Ms Mg
este regulat. O



