
DREPTE REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 85

2.17 SIMEDIANE. PUNCTUL LUI LEMOINE

�Matematica nu este un edi�ciu ancorat undeva într-o absolut¼a soliditate, ci o construçtie
aerian¼a care rezist¼a ca prin minune.., matematica reprezint¼a cea mai îndr¼azneaţ¼a şi mai neverosi
- mil¼a aventur¼a a spiritului.��F. Gouseth

Numim simedian�a a unui triunghi izogonala medianei. Daca AA0 este bisec-
toarea interioar¼a a unghiului \BAC a triunghiului ABC, atunci simetrica medianei
AMa,(Ma 2 BC) faţ¼a de bisectoarea AA0 este simediana corespunzatoare laturii BC.
Analog se de�nesc şi simedianele corespunzatoare laturilor CA şi AB.

Teorema 800 (Teorema lui Grebe25) Simediana este locul geometric al punctelor
a caror distanţe la laturile adiacente sunt proporţionale cu lungimile acestor laturi.

Demonstra̧tie. Fie P un punct pe AKa, P
0
şi P 00 proieçtiile lui P pe AB, respectiv

AC; Ma mijlocul laturii BC, M
0
a, M

00
a proieçtiile lui Ma pe AB; respectiv AC (Figura

2.77). Evident, MaM
0
a � PP

0
= MaM

00
a � PP 00 (i). Cum triunghiurile ABMa şi ACMa

Figura 2.77: Teorema lui Grebe

au aceeaşi arie rezult¼a MaM
0
a � AB = MaM

00
a � AC (ii). Din relaţiile (i) şi (ii) rezult¼a

PP
0

AB = PP "

AC . �

Teorema 801 Dac¼a PQ (P 2 AB;Q 2 AC) este o antiparalel¼a la latura BC a
triunghiului ABC, atunci simediana din A determin¼a pe antiparalel¼a dou¼a segmente
congruente.

Demonstra̧tie. Fie Ma mijlocul laturiiBC, Ka piciorul simedianei din A, fTg =
PQ \ AKa (Figura 2.78). Din asemanarea triunghiurilor APT cu ABMa rezult¼a:
25Ernst Wilhelm Grebe (1804-1874) - matematician german, contribuţii în geometrie
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Figura 2.78: Segmente congruente

AT
AMa

= PT
MaC

, respectiv AT
AMa

= TQ
BMa

, de unde ţinând cont c¼a BMa = MaC, rezult¼a
PT = TQ. �

Observa̧tia 802 Rezultatul de mai sus poate � reformulat astfel: locul geometric al
mijloacelor antiparalelelor la una din laturile unui triunghi îl reprezint¼a simediana ce
pleac¼a din vârful opus acelei laturi (Teorema lui Lhuilier26).

Teorema 803 Simediana corespunzatoare unei laturi împarte latura respectiv¼a într-
un raport egal cu p¼atratul raportului lungimilor celorlalte dou¼a laturi ale triunghiului.

Demonstra̧tie. Soluţia 1. Fie Ma mijlocul laturii BC a triunghiului ABC, A0

piciorul bisectoarei din A pe latura BC, AKa simediana din A, Ka 2 BC (Figura
2.78). Avem :

KaB

KaC
=

A[ABKa]

A[ACKa]
=
AB �AKa � sin^BAKa
AC �AKa � sin^KaAC

=
AB2

AC2
� AC �AMa � sin^BAKa
AB �AMa � sin^MaAC

=
AB2

AC2
�
A[ACMa]

A[ABMa]
=

�
AB

AC

�2
;

deci KaB
KaC

=
�
AB
AC

�2
.

Soluţia 2. Din teorema lui Steiner (vezi �Drepte izogonale�) rezult¼a KaB
KaC

�MaB
MaC

= c2

b2
,

cum MaB =MaC, rezult¼a KaB
KaC

=
�
c
b

�2
: �

26Simon Lhuilier (1750-1840) �matematician elveţian, membru al Academiei din Berlin, contribuţii
în geometrie
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Observa̧tia 804 Dac¼a Kb,Kc sunt picioarele simedianelor corespunzatoare laturilor
AC; respectiv AB atunci: KbC

KbA
=
�
a
c

�2 şi KcA
KcB

=
�
b
a

�2
.

Teorema 805 Fie ma;mb;mc lungimile medianelor triunghiului ABC, iar sa; sb; sc
lungimile simedianelor corespunz¼atoare. Atunci:

sa =
2bc

b2 + c2
�ma; sb =

2ca

c2 + a2
�mb; sc =

2ab

a2 + b2
�mc:

Demonstra̧tie. Din KaB
KaC

= c2

b2
, rezult¼a BKa = ac2

b2+c2
şi KaC = ab2

b2+c2
. Din relaţia

lui Stewart aplicata în triunghiul ABC rezult¼a:

AB2 �KaC +AC2 �BKa �BC �BKa � CKa = AK2
a �BC;

adic¼a

AK2
a =

b2c2

(b2 + c2)2
�
2(b2 + c2)� a2

�
;

de unde sa = 2bc
b2+c2

�ma, unde am utilizat formula medianei. Prin permutari circulare
se obţin relaţiile ce dau lungimile celorlalte dou¼a simediane. �

Teorema 806 Lungimea simedianei duse din A este mai mic¼a sau egal¼a decât lungimea
medianei duse din acelaşi vârf.

Demonstra̧tie. Deoarece sa = 2bc
b2+c2

�ma şi 2bc
b2+c2

� 1, rezult¼a sa � ma, cu egalitate
dac¼a b = c. �

Figura 2.79: Concurenţa simedianelor
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Teorema 807 Într-un triunghi simedianele sunt concurente.

Demonstra̧tie.Dac¼a AKa, BKb, CKc sunt simedianele triunghiului ABC (Figura
2.79) atunci,

KaB

KaC
� KbC
KbA

� KcA
KcB

=
c2

b2
� a

2

c2
� b
2

a2
= 1

şi din reciproca teoremei lui Ceva rezult¼a ca simedianele sunt concurente. �
Punctul de concurenţa al simedianelor K, se numeşte punct simedian sau

punctul lui Lemoine27.

Teorema 808 Centrul de greutate al unui triunghi şi punctul lui Lemoine al triunghi-
ului sunt puncte izogonale.

Demonstra̧tie. Soluţie evident¼a datorit¼a propriet¼aţii precedente. �

Teorema 809 Dac¼a K este punctul lui Lemoine al triunghiului ABC şi KaKbKc
triunghiul s¼au cevian, atunci

AK

KKa
=
b2 + c2

a2
;
BK

KKb
=
c2 + a2

b2
;
AK

KKc
=
a2 + b2

c2
:

Demonstra̧tie. Din teorema lui Van-Aubel rezult¼a

AK

KKa
=
AKb
KbC

+
AKc
KcB

=
c2

a2
+
b2

a2
=
c2 + b2

a2
:

Analog se arat¼a şi celelalte dou¼a egalit¼aţi. �

Teorema 810 Dac¼a K este punctul lui Lemoine al triunghiului ABC, atunci

AK =
(b2 + c2)sa
a2 + b2 + c2

; BK =
(c2 + a2)sb
a2 + b2 + c2

; CK =
(a2 + b2)sc
a2 + b2 + c2

:

Demonstra̧tie. Din egalitatea AK
KKa

= b2+c2

a2
; rezult¼a AK

AKa
= (b2+c2)

a2+b2+c2
şi de aici

concluzia. �

Teorema 811 Dac¼a K este punctul lui Lemoine al triunghiului ABC, atunci pentru
orice punct M din planul triunghiului ABC este adev¼arat¼a relaţia:

��!
MK =

a2

a2 + b2 + c2
��!
MA+

b2

a2 + b2 + c2
��!
MB +

c2

a2 + b2 + c2
��!
MC:

Demonstra̧tie. Din teorema 809 avem: AK
KKa

= b2+c2

a2
şi KaB
KaC

= c2

b2
; de unde rezult¼a

��!
MK =

��!
MA+ b2+c2

a2
���!
MKa

1 + b2+c2

a2

=
a2
��!
MA+ (b2 + c2)

���!
MKa

a2 + b2 + c2
;

respectiv
���!
MKa =

��!
MB + c2

b2
��!
MC

1 + c2

b2

=
b2
��!
MB + c2

��!
MC

b2 + c2

de unde rezult¼a concluzia. �
27Emile Lemoine (1840-1912) �matematician francez, contribuţii importante în geometrie
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Teorema 812 Coordonatele baricentrice ale punctului lui Lemoine al unui triunghi
ABC sunt:

K

�
a2

a2 + b2 + c2
;

b2

a2 + b2 + c2
;

c2

a2 + b2 + c2

�
:

Demonstra̧tie. Vezi proprietatea precedent¼a. �

Teorema 813 Fie zA; zB; zC a�xele vârfurilor triunghiului ABC. A�xul punctului
lui Lemoine al triunghiului ABC este egal cu

zK =
a2

a2 + b2 + c2
zA +

b2

a2 + b2 + c2
zB +

c2

a2 + b2 + c2
zC :

Demonstra̧tie. Vezi teorema 811. �

Teorema 814 Distanţele de la punctul lui Lemoine K al triunghiului ABC la laturile
acestuia sunt proporţionale cu lungimile laturilor triunghiului.

Demonstra̧tie. Dac¼a x; y şi z sunt lungimile distanţelor de la punctulK la laturile
BC;CA, respectiv AB atunci, xa =

y
b ;
y
b =

z
c şi

z
c =

x
a de unde rezult¼a:

x

a
=
y

b
=
z

c
:

�

Teorema 815 Suma p¼atratelor distanţelor de la punctul lui Lemoine al triunghiului
ABC la laturile acestuia este minim¼a.

Demonstra̧tie. Fie x; y; z distanţele de la un punct K la laturile BC, CA; respec-
tiv AB. Din identitatea lui Lagrange rezult¼a:

(x2 + y2 + z2)(a2 + b2 + c2)� (ax+ by + cz)2 = (bz � cy)2 + (cx� az)2 + (ay � bx)2:

Cum ax+by+cz = 2 �A[ABC]; rezult¼a c¼a suma x2+y2+z2 este minim¼a când membrul
al doilea se anuleaz¼a, adic¼a x

a =
y
b =

z
c , deci când K este punctul lui Lemoine al

triunghiului ABC. �

Teorema 816 Triunghiul tangenţial al triunghiului ABC este triunghiul anticevian
al punctului lui Lemoine al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Fie TATBTC triunghiul tangenţial al triunghiului ABC. Dreptele
ATA,BTB,CTC sunt concurente (vezi [12, § III.8]) şi �e K punctul lor de concurenţ¼a
(Figura 2.80).

Ar¼at¼am c¼a K este punctul lui Lemoine al triunghiului ABC. Prin TA ducem
antiparalela PQ la BC, P 2 AB şi Q 2 AC. Din

m(^PBTA) = m(^ABTC) = m(^ACB) = m(^BPTA)
rezult¼a c¼a triunghiul BTAP este isoscel şi analog triunghiul CTAQ este isoscel, deci

BTA = TAP şi CTA = TAQ:

Cum TAB = TAC rezult¼a TAP = TAQ, deci punctul TA se a�¼a pe simediana din A a
triunghiului ABC. Analog se arat¼a c¼a BTB este simedian¼a, deci K este punctul lui
Lemoine al triunghiului ABC. �
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Figura 2.80: Triunghiul tangenţial

Observa̧tia 817 Triunghiul ABC şi triunghiul sau tangenţial TATBTC sunt omolo -
gice, centrul de omologie �ind punctul lui Lemoine al triunghiului ABC; iar axa de
omologie este dreapta lui Lemoine (vezi �Dreapta lui Lemoine):

Observa̧tia 818 Din aplicaţia precedent¼a rezult¼a un procedeu simplu de construcţie al
simedianelor: simediana din A uneşte acest punct cu punctul de întâlnire al tangentelor
în B şi C la cercul circumscris triunghiului ABC:

Teorema 819 Fie K1K2K3 triunghiul podar al punctului lui Lemoine K. Medianele
AMa; BMb; CMc sunt perpendiculare pe dreptele K2K3;K3K1; respectiv K1K2:

Demonstra̧tie. Fie Ma mijlocul segmentului BC şi A0 simetricul lui A fa̧t¼a de
Ma (Figura 2.81). Dar AMa şi AK1 sunt simediane, deci

^BAK1 � ^MaAC:

Din patrulaterul inscriptibil KK3AK2 rezult¼a

^K3K2A � ^AKK3;

de unde obţinem:

m(^MaAK2) +m(^AK2K3) = m(^K1AK3) +m(^AKK3) = 90�;

adic¼a AA0?K2K3. Analog se arat¼a c¼a BMb?K2K1 şi CMc?K1K3. �
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Figura 2.81: Triunghiul podar al punctului lui Lemoine

Teorema 820 (Teorema lui Lemoine) Fie K1K2K3 triunghiul podar al punctului
lui Lemoine K: Punctul K este centrul de greutate al triunghiului K1K2K3.

Demonstra̧tie. Fie Ma mijlocul segmentului BC şi A0 simetricul lui A faţ¼a de
Ma (Figura 2.81). Din CA0 k AB rezult¼a ^AA0C � ^K3AA0. Atunci

m(^AA0C) = 90� �m(^AK3K2) = m(^KK3K2): (i)

Dar
^K3K2K � ^KAK3 � ^A0AC: (ii)

Din rela̧tiile (i) şi (ii) rezult¼a c¼a triunghiurile KK3K2 şi CA0A sunt asemenea (iii). Fie
fMg = K1K \K2K3. Patrulaterele KK2CK1 şi KK1BK3 �ind inscriptibile rezult¼a:

^MKC � ^ACB şi ^MKK3 � ^ABC � ^BCA0: (iv)

Din relaţiile (iii) şi (iv) rezult¼a c¼a prin asemanarea dat¼a, punctului M 2 K2K3 îi
corespunde punctul Ma 2 AA0. Cum Ma este mijlocul segmentului AA0 rezult¼a c¼a
M este mijlocul segmentului K2K3, adic¼a KKa este median¼a în triunghiul K1K2K3.
Analog se arat¼a c¼a KK2 este median¼a, deci K este centrul de greutate al triunghiului
K1K2K3. �

Teorema 821 Dintre toate triunghiurile înscrise într-un triunghi ABC, triunghiul
podar al punctului lui Lemoine K are suma p¼atratelor laturilor minim¼a.
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Demonstra̧tie. Fie K1K2K3 triunghiul podar al punctului K în raport cu tri-
unghiul ABC şi x,y,z distanţele de la K la laturile BC, CA; respectiv AC. Din
teorema 815 rezult¼a c¼a suma x2+y2+z2 este minim¼a. Utilizând problema precedent¼a
şi teorema medianei:�
3x

2

�2
=
2(b

02 + c
02)� a02
4

;

�
3y

2

�2
=
2(a

02 + c
02)� b02
4

;

�
3z

2

�2
=
2(b

02 + c
02)� c02
4

(unde am notat cu a0,b0,c0 lungimile segmentelor K2K3, K1K3, respectiv K1K2).
Sumând rela̧tiile precedente rezult¼a

a02 + b02 + c02 =
x2 + y2 + z2

3

suma �ind minim¼a deoarece x2 + y2 + z2 este minim¼a. �

Teorema 822 Triunghiul podar al punctului lui Lemoine şi triunghiul podar al cen-
trului de greutate sunt înscrise în acelaşi cerc.

Demonstra̧tie. Vezi �Triunghiul podar�. �

Teorema 823 Antiparalele duse prin punctul lui Lemoine la laturile triunghiului ABC
sunt egale între ele.

Demonstra̧tie. Fie P1P2 şi Q1Q2 antiparalelele duse prin punctul lui Lemoine
K la laturile BC; respectiv AB (Figura 2.82): Atunci ^KP2Q2 � ^KQ2P2, deci

Figura 2.82: Antiparale egale între ele

KP2 � KQ2. Cum K se a�¼a la mijlocul �ecarei antiparalele rezult¼a P1P2 = Q1Q2. �

Teorema 824 Patrulaterul P1Q1P2Q2 este un dreptunghi cu centrul în punctul lui
Lemoine K şi P1Q1 k AC:

Demonstra̧tie. Vezi teorema 823. �



DREPTE REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 93

Figura 2.83: Construçtia punctului lui Lemoine

Proposition 825 Construcţia punctului lui Lemoine.

Fie A0 şi B0 punctele de interseçtie dintre medianele duse din A şi B ale triunghiului
ABC şi cercul circumscris triunghiului ABC. Fie A00 şi B00 punctele de interseçtie
dintre paralelele duse din A0 şi B0 la laturile BC, respectiv AC cu cercul circumscris
triunghiului ABC. Vom ar¼ata ca punctul lui Lemoine se a�¼a la interseçtia dreptelor
AA00 şi BB00. Deoarece A0A00 k BC rezult¼a ^A0A00C � ^A00CB (i) (alterne interne).
Dar

m(^A00CB) = m(^A00AB) = 1

2
m([A00B) (ii)

şi

m(^CA00A0) = m(^A0AC) = 1

2
m(dA0C) (iii)

Din relaţiile (i) - (3) rezult¼am(^A00AB) = m(^A0AC), adic¼a dreptele AA0 şi AA00 sunt
izogonale. Analog, se arat¼a c¼a BB0 şi BB00 sunt izogonale, deci punctul lui Lemoine
este dat de interseçtia dreptelor AA00 şi BB00 (Figura 2.83).

Teorema 826 (Teorema lui Schömilch) Dreptele care unesc mijloacele laturilor cu
mijloacele înalţimilor respective se întâlnesc în punctul lui Lemoine al triunghiului.

Demonstra̧tie. Vom demontra mai întîi lema: Locul geometric al centrelor drep-
tunghiurilor avand o latur¼a paralel¼a cu una din laturile unui triunghi dat şi înscris în
acel triunghi este o dreapt¼a ce uneşte mijlocul laturii şi mijlocul înalţimii perpendicu-
lare pe latur¼a.
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Demonstra̧tie. Fie AHa dreptunghiul înscris în triunghiul ABC şi fLg = PR \
SQ, SR k BC. Când SR se deplaseaz¼a astfel încât tinde spre BC, centrul dreptunghi-
ului tinde c¼atre mijlocul Ma al lui BC. Dar RQ se deplaseaz¼a astfel încat tinde c¼atre
înaļtimea AHa, atunci L tinde c¼atre M , mijlocul înaļtimii. Cum variaţia uneia dintre
cele dou¼a laturi SR sau RQ implic¼a variaţia celeilalte, rezult¼a c¼a locul geometric este
segmentul (MMa).

Figura 2.84: Teorema lui Schömilch

Demonstra̧tia teoremei. Dac¼a P1P2 şi Q1Q2 sunt dou¼a antiparalele ce trec
prin K (Figura 2.84), atunci conform proprietaţii precedente rezult¼a c¼a patrulaterul
P1Q1P2Q2 este un dreptunghi înscris în triunghiul ABC şi P2Q1 k AB, deci conform
lemei, centrul s¼au (punctul lui Lemoine K) apaŗtine segmentului ce uneşte mijlocul
laturii AB şi mijlocul înaļtimii din C. Analog se arat¼a c¼a K apaŗtine şi celorlalte dou¼a
drepte ce unesc mijloacele laturilor cu mijloacele înaļtimilor triunghiului. �

Observa̧tia 827 Dreptele ce unesc mijloacele laturilor ce mijloacele înalţimilor co -
respunzatoare se numesc dreptele lui Schwatt.

Consecinţa 828 Punctul lui Lemoine şi centrul cercului circumscris unui triunghi
ABC sunt dou¼a puncte izotomice în raport cu triunghiul median al triunghiului ABC.

Consecinţa 829 Punctul lui Lemoine al unui triunghi dreptunghic este mijlocul înalţimii
corespunzatoare ipotenuzei.

Teorema 830 În triunghiul ABC; �e AD;D 2 (BC), bisectoarea interioar¼a a unghiu-
lui \BAC. Simediana din B a triunghiului ABD intersecteaz¼a simediana din C a
triunghiului ADC într-un punct P situat pe (AD).

Demonstra̧tie. Fie P şi P 0 picioarele simedianelor duse din B; respectiv C în
triunghiurile ABD respectiv ACD (Figura 2.85). Avem AP

PD =
�
AB
BD

�2
şi AP

0

P 0D =
�
AC
DC

�2
.

Din teorema bisectoarei rezult¼a BDDC =
AB
AC , de unde

�
BD
DC

�2
=
�
AB
AC

�2
, rela̧tie echivalent¼a

cu
�
AB
BD

�2
=
�
AC
DC

�2
, adic¼a AP

PD =
AP 0

P 0D , deci P � P
0. �
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Figura 2.85: Bisectoare - Simedian¼a

Teorema 831 În triunghiul ABC; �e AD (D 2 (BC)) bisectoarea interioar¼a a unghi-
ului\BAC. Simediana din C a triunghiului ADC intersecteaz¼a AB în E şi simediana
din B a triunghiului ABD intersecteaz¼a AC în F: Dreapta EF trece prin punctul lui
Lemoine al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Conform aplica̧tiei precente dreptele AD;BF şi CE sunt con-
curente într-un punct P (Figura 2.86).

Figura 2.86: K 2 EF

Avem: BDDC =
c
b , de unde

BD
a = c

b+c , BD = ac
b+c ; iar

AP

PD
=

�
AB

BD

�2
=

�
b+ c

a

�2
:

Din teorema lui Menelaus în triunghiul ABD şi transversala EC rezult¼a:

EB

EA
=
PD

AP
� BC
DC

=
a2

b(b+ c)
:
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Analog se obţine relaţia FC
FA =

a2

c(b+c) . Atunci,

b2
EB

EA
+ c2

FC

FA
=
a2b+ a2c

b+ c
= a2;

rela̧tie care arat¼a c¼a punctul lui Lemoine al triunghiului ABC apaŗtine dreptei EF
(vezi [12, § II.15]). �

Teorema 832 Într-un triunghi ABC, punctul lui Lemoine (K) este coliniar cu izo -
gonalele punctului lui Gergonne (�) şi centrului antibisector (Z).

Demonstra̧tie. Vezi �Puncte izogonale�. �

Teorema 833 În triunghiul ascuţitunghic neisoscel ABC, �e în¼alţimea AHa, medi-
ana AMa şi simediana AKa, (Ha;Ma;Ka 2 BC). Atunci,

KaMa

HaKa
=

a2

b2 + c2 � a2 :

Demonstra̧tie. F¼ar¼a a restrânge generalitatea, putem presupune c¼a b > c (Figura
2.87). Din teorema lui Steiner avem KaC

KaB
= b2

c2
, de unde KaC = a�b2

b2+c2
. Atunci,

Figura 2.87: În¼aļtime - Median¼a - Simedian¼a

KaMa = KaC �MaC =
ab2

b2 + c2
� a
2
=
a(b2 � c2)
2(b2 + c2)

(i)

Deoarece HaC = b � cosC şi cosC = a2+b2�c2
2ab , deci HaC = a2+b2�c2

2a . Cum HaKa =
HaC �KaC rezult¼a:

HaKa =
(b2 � c2)(b2 + c2 � a2)

2a(b2 + c2)
(ii)

Din relaţiile (i) şi (ii) se obţine: KaMa
HaKa

= a2

b2+c2�a2 . �
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Teorema 834 Dac¼a A0 este simetricul lui A faţ¼a de latura BC a triunghiului ascuţi-
tunghic neisoscel ABC şi L este proiecţia ortocentrului H al triunghiului ABC pe
mediana AMa, iar AKa este simedian¼a, atunci punctele A0,Ka,L sunt coliniare.

Demonstra̧tie. Dac¼a L este proieçtia ortocentrului triunghiului ABC pe mediana

Figura 2.88: Ha �K �Q

AMa şi L1 este simetricul lui L faţ¼a de Ma, atunci L1 apaŗtine cercului circumscris
triunghiului ABC (vezi �Ortocentrul unui triunghi�), deciMaL �MaL1. Din puterea
punctuluiM faţ¼a de cercul circumscris triunghiului ABC, avem AMa �MaL1 =

a2

4 sau

AMa �MaL =
a2

4 (Figura 2.88). Deoarece AMa �AL = b2+c2�a2
2 ; (AMa�MaL = AL),

de unde
AL

MaL
=
2(b2 + c2 � a2)

a2
:

Deoarece A0Ha
A0A = 1

2 , rezult¼a

AL

LMa
� NMa

HaN
� A

0Ha
A0A

=
2(b2 + c2 � a2)

a2
� a2

b2 + c2 � a2 �
1

2
= 1

şi conform reciprocei teoremei lui Menelaus, rezult¼a c¼a punctele A0;Ka; L sunt col-
iniare. �
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Teorema 835 În triunghiul ascuţitunghic neisoscel ABC, �e L proiecţia ortocentrului
H al triunghiului mediana AMa, Ha piciorul în¼alţimii duse din A pe BC, K punctul
lui Lemoine al triunghiului ABC, fB0g = AC \ BL, fC 0g = AB \ CL şi fQg =
AMa \B0C 0. Atunci, punctele Ha,K şi Q sunt coliniare.

Demonstra̧tie.Avem: AQ
QMa

= B0A
B0C (i). Teorema lui Menelaus aplicat¼a în tri-

unghiul AMaC (Figura 2.88) ne d¼a: B0A
B0C �

LMa
LA � BC

BMa
= 1; de unde B0A

B0C = LA
LMa

� 12 ,
egalitate care cu rela̧tia (i) ne d¼a :

AL

LMa
=
2 �AQ
QMa

=
2(b2 + c2 � a2)

a2

(am utilizat proprietatea precedent¼a), de unde

AQ

QMa
=
b2 + c2 � a2

a2
:

Deoarece K este punctul de interseçtie al simedianelor rezult¼a: HaKa
HaMa

= b2+c2�a2
b2+c2

:
Astfel avem:

QMa

QA
� AK
KN

� HaKa
HaMa

=
a2

b2 + c2 � a2 �
b2 + c2

a2
� b
2 + c2 � a2
b2 + c2

= 1;

adic¼a punctele Ha,K şi Q sunt coliniare. �

Observa̧tia 836 Punctul de intersecţie al simedianelor K se g¼aseşte la intersecţia lui
AKa cu HaQ.

Observa̧tia 837 QN k AHa şi QN?BC, deoarece AQ
QMa

= HaN
NMa

= b2+c2�a2
a2

.

Teorema 838 Fie ABCD un patrulater inscriptibil şi P punctul de intersecţie al
diagonalelor. Dac¼a AP este simedian¼a în triunghiul ABD, atunci BD este simedian¼a
în triunghiul ABC:

Demonstra̧tie. Din asem¼anarea triunghiurilor BPC şi APD (Figura 2.89)

Figura 2.89: Patrulater inscriptibil - Simedian¼a
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rezult¼a BP
AP =

PC
PD =

BC
AD ; deci

BP � PC
AP � PD =

�
BC

AD

�2
: (i)

Deoarece AP este simedian¼a în triunghiul ABD rezult¼a

BP

PD
=

�
AB

AD

�2
(ii)

Din relaţiile (i) şi (ii) rezult¼a PCPA =
�
BC
AB

�2
; deci BP este simedian¼a în triunghiul ABC:

�

Observa̧tia 839 Cercurile lui Apollonius intersecteaz¼a cercul circumscris dup¼a sime-
dianele triunghiului.

Observa̧tia 840 Triunghiul tangenţial este omologic cu triunghiul dat centru de omolo-
gie �ind punctul lui Lemoine, iar ax¼a de omologie este dreapta lui Lemoine (dreapta
lui Lemoine este deci polara triliniar¼a a punctului lui Lemoine).

Teorema 841 Fie a; b; c lungimile laturilor unui triunghi neisoscel ABC. Dac¼a cer-
cul ce trece prin picioarele simedianelor triunghiului ABC este tangent unei laturi a
acestuia, atunci cantit¼aţile b2 + c2; c2 + a2; a2 + b2 - considerate într-o anumit¼a ordine
- sunt termenii consecutivi ai unei progresii geometrice.

Demonstra̧tie. Fie c¼a cercul circumscris triunghiului simedian KaKbKc este tan-
gent laturii BC în Ka şi intersecteaz¼a a doua oar¼a laturile CA şi AB în M; respectiv
N . Avem:

Figura 2.90: Lungimi a�ate în progresie geometric¼a
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BKa
KaC

=
c2

b2
;
CKb
KbA

=
a2

c2
;
AKc
KcB

=
b2

a2
;

de undeKaC = ab2

b2+c2
, KaB = ac2

b2+c2
şi relaţii omoloage pentru CKb;KbA;AKc şiKcB.

Din puterea unui punct faţ¼a de un cerc rezult¼a BN �BKc = BK2
a ; CM �CKb = KaC2

iar din AN = AB �NB şi AM = AC �MC avem:

AN =
c(c4 + b2c2 + c4 � c2a2)

(b2 + c2)2
şi AM =

b(b4 + b2c2 + c4 � a2b2)
b2 + c2

(Figura 2.90). Din AKb �AM = AKc �AN rezult¼a:

(b2 + c2)2 = (b2 � c2)(b2 + a2)(a2 + c2)

şi cum triunghiul ABC nu este isoscel, avem: (b2 + c2)2 = (b2 + a2)(a2 + c2). �

Teorema 842 Punctul lui Lemoine al triunghiului anticomplementar al unui triunghi
ABC coincide cu retrocentrul triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi [12, § III.9]. �

Teorema 843 Fie HaHbHc triunghiul ortic al triunghiului ABC. Simetricele K1;K2;K3
în raport cu punctul lui Lemoine al triunghiului ABC ale proiecţiilor lui K pe laturile
triunghiului ABC sunt punctele lui Lemoine ale triunghiurilor AHbHc; BHcHa;respectiv
CHaHb.

Demonstra̧tie. Fie A0 mijlocul segmentului AHa, Ma mijlocul laturii BC, Ka

Figura 2.91: Proieçtiile lui K pe laturile triunghiului
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piciorul simedianei din A, K
0
1 piciorul perpendicularei din K pe BC (Figura 2.91).

Din teorema lui Schömilch rezult¼a c¼a K 2 A0Ma, iar cum K1K
0
1 k AHa, rezult¼a c¼a

punctul K1 apaŗtine medianei AMa. Simediana AKa trece prin punctul A00 - mijlocul
antiparalelei HbHc, iar AMa este simedian¼a în triunghiul AHbHc şi �e fK

0
ag = AMa\

HbHc. Deoarece
^A00AHc � ^MaAC;^AHcHb � ^ACB

rezult¼a c¼a
m(^AA00K 0

a) = m(^A00AB) +m(^AHcA00)

= m(^MaAC) +m(^ACMa) = m(^K
0
aMaKa);

deci ^AA00K 0
a � ^K 0

aMaKa, rela̧tie ce arat¼a c¼a patrulaterul A00KaMaK
0
a este in

- scriptibil. Întrucât MaA
00?HbHc rezult¼a K

0
aKa?BC, deci K

0
aKa k K

0
1K1; astfel

punctele K şi K1 împart în acelaşi raport simedianele AKa şi AK
0
a ale triunghiurilor

asemenea ABC, AHbHc, deci K1 este punctul lui Lemoine al triunghiului AHbHc.
Analog, se arat¼a c¼a punctele K2 şi K3 sunt punctele lui Lemoine ale triunghiurilor
BHcHa, respectiv CHaHb. �

Teorema 844 Fie A1; B1; C1 simetricele vârfurilor A;B;C ale unui triunghi ABC
în raport cu punctele C;A; respectiv B. Tangentele duse în A;B;C la cercurile cir-
cumscrise triunghiurilor AB1C;BC1A; respectiv CA1B sunt concurente în punctul lui
Lemoine al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Fie M punctul diametral opus lui A în cercul circumscris triun -
ghiului AB1C, D un punct oarecare pe tangenta în A la cercul circumscris triunghiului
AB1C, E şi F proieçtiile lui D pe dreptele AC; respectiv AB (Figura 2.92). Deoarece

Figura 2.92: Tangentele concurente în punctul lui Lemoine
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^B1AM � ^ADF; ^AB1M � ^AFD rezult¼a c¼a triunghiurile AB1M şi DFA sunt
asemenea, deci

AM

AD
=
AB1
DF

: (i)

Deoarece ^ACM � ^DEA; ^AMC � ^DAE rezult¼a c¼a triunghiurile MAC şi AED
sunt asemenea, de unde

AM

AD
=
AC

DE
: (ii)

Din relaţiile (i) şi (ii) rezult¼a
AB1
AC

=
DF

DE
;

adic¼a
AB

AC
=
DF

DE
;

rela̧tie ce arat¼a c¼a punctul D apaŗtine simedianei vârfului A al triunghiului ABC.
Analog, se arat¼a c¼a tangentele în B şi C la cercurile circumscrise triunghiurilor BC1A,
respectiv CA1B sunt simedianele vârfurilor B respectiv C, adic¼a tangentele sunt con-
curente în punctul lui Lemoine al triunghiului ABC. �

Teorema 845 Dreptele care unesc vârfurile unui triunghi ABC cu mijloacele core-
spunz¼atoare ale laturilor triunghiului s¼au ortic, sunt concurente în punctul lui Lemoine
al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Fie M1;M2;M3 mijloacele segmentelor HbHc;HcHa; respectiv
HaHb (Figura 2.93). Deoarece HbHc este o antiparalel¼a la latura BC rezult¼a c¼a M1

Figura 2.93: Drepte concurente în K

apaŗtine simedianei din A a triunghiului ABC. Analog, punctele M2 şi M3 apaŗtin
simedianelor vârfurilor B, respectiv C, deci dreptele AM1; BM2; CM3 sunt concurente
în punctul lui Lemoine al triunghiului ABC. �

Observa̧tia 846 Punctul lui Lemoine al triunghiului ABC este centrul de omologie
dintre triunghiul ABC şi triunghiul median al triunghiului ortic corespunz¼ator tri-
unghiului ABC.
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Teorema 847 Paralelele la laturile unui triunghi ABC duse prin punctul lui Lemoine
al triunghiului ABC intersecteaz¼a laturile triunghiului s¼au ortic în puncte izotomice.

Demonstra̧tie. DeoareceHbHc este antiparalel¼a laturii BC rezult¼a c¼a mijloculM1

al segmentului HbHc apaŗtine simedianei din A, deci AM1 este median¼a în triunghiul
AHbHc (Figura 2.94). Atunci paralelele duse din K, punct al medianei AM1 la laturile

Figura 2.94: Paralele la laturi prin K

AHb; AHc intersecteaz¼a latura HbHc în punctele A1 şi A2, egal dep¼artate de punctul
M1, adic¼a punctele A1 şi A2 sunt izotomice. �

Teorema 848 Fie K punctul lui Lemoine al triunghiului ABC, O centrul cercului
circumscris triunghiului ABC;R raza cercului circumscris triunghiului ABC. Atunci
OK2 = R2 � 3a2b2c2

(a2+b2+c2)2
, unde a; b; c sunt lungimile laturilor AB;AC;BC:

Demonstra̧tie. În relaţia:

MK2 =
a2MA2 + bMB2 + cMC2

a2 + b2 + c2
� 3a2b2c2

(a2 + b2 + c2)2

valabil¼a pentru orice punct din planul triunghiului ABC( vezi [12, § II.15]), pentru
M � O rezult¼a concluzia. �

Teorema 849 Fie M;N puncte pe laturile AB;AC ale triunghiului ABC. Dreapta
MN trece prin punctul lui Lemoine al triunghiului ABC dac¼a şi numai dac¼a b2 � MB

MA +
c2 � NCNA = a

2, unde a; b; c sunt lungimile laturilor BC;CA, respectiv AB:

Demonstra̧tie. Vezi [12, § II.15]. �
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Teorema 850 Triunghiul circumpedal al punctului lui Lemoine al unui triunghi ABC
are acelaşi punct simedian ca şi triunghiul ABC.

Demonstra̧tie. Vezi [12, § III.31]. �

Teorema 851 Dreapta care uneşte izotomicul punctului lui Lemoine al unui triunghi
ABC cu ortocentrul (H) triunghiului ABC este paralel¼a cu dreapta care uneşte punctul
lui Lemoine (K) cu centrul cercului circumscris (O) al triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Fie A0B0C 0 triunghiul anticomplementar al triunghiului ABC

Figura 2.95: HK1 k KO

şi TATBTC triunghiul tangenţial corespunz¼ator triunghiului A0B0C 0: Atunci, TAA0 \
TBB

0 \ TCC 0 = fK 0g; K 0 �ind punctul lui Lemoine al triunghiului A0B0C 0: Deoarece
triunghiurile ABC şi A0B0C 0 sunt omotetice, centrul de omotetie �ind centrul de
greutate (G) al triunghiului ABC şi raportul de omotetie �ind egal cu 2, rezult¼a
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K 0H k KO (1) şi H este centrul cercului circumscris triunghiului A0B0C 0 (Figura
2.95):

Fie fXg = B0TB \CA şi fY g = C 0TC \AB; fX 0g = BK \CA; fY 0g = CK \AB
şi fK1g = BX \CY: Deoarece punctul lui Lemoine al unui triunghi şi centrul cercului
circumscris al triunghiului sunt puncte izotomice în raport cu triunghiul median al
triunghiului dat, rezult¼a c¼a punctele K 0 şi H sunt puncte izotomice în raport cu
triunghiul ABC: Deoarece B0K 0 este simedian¼a rezult¼a

CX

XA
=

�
B0C

B0A

�2
=

�
AB

BC

�2
=
AX 0

X 0C
; (i)

deci puncteleX şiX 0 sunt izotomice faţ¼a de mijlocul segmentului AC: Analog, punctele
Y şi Y 0 sunt izotomice fa̧t¼a de mijlocul segmentului AB, de unde rezult¼a c¼a K1 este
punctul izotomic al punctului lui Lemoine (K). Fie fZg = XY \ BC şi fZ 0g =
TBTC \ BC: Din teorema lui Menelaus aplicat¼a în triunghiurile ABC şi BCH t¼aiate
de transversalele XY Z; respectiv TBTCZ 0 rezult¼a

ZC

ZB
=
CX

AX
� AY
BY

=

�
AB

BC

�2
(ii)

şi
Z 0C

Z 0B
=
TCC

TCH
� HTB
TBB

(iii)

Din asemanarea triunghiurilor dreptunghice CA0TC şi A0HTC rezult¼a:

TCC

A0TC
=
CA0

A0H
; (iv)

iar din asem¼anarea triunghiurilor dreptunghice CA0H şi A0HTC rezult¼a

TCH

A0TC
=
A0H

CA0
(v)

Din relaţiile (iv) şi (v) rezult¼a TCC
TCH

=
�
CA0

A0H

�2
(vi): Analog, din asem¼anarea triunghi-

urilor dreptunghice BA0TB; A0HTB şi BA0H;A0HTB rezult¼a
TBH
TBB

=
�
A0H
BA0

�2
(vii): Din

rela̧tiile (iii), (vi) şi (vii) rezult¼a

Z 0C

Z 0B
=

�
CA0

BA0

�2
=

�
AB

AC

�2
: (viii)

Din relaţiile (ii) şi (viii) rezult¼a ZC
ZB =

Z0C
Z0B ; adic¼a punctele Z şi Z

0 coincid. Atunci, din
teorema lui Desargues rezult¼a c¼a dreptele BX;CY şi HK 0 sunt concurente şi punctele
H;K 0 şi K1 sunt coliniare. Conform relaţiei (i) rezult¼a atunci c¼a HK1 k KO: �

Teorema 852 Pe laturile unui triunghi ABC; se construiesc în exterior p¼atrate. La-
turile acestor p¼atrate opuse laturilor triunghiului formeaz¼a un triunghi A0B0C 0 omotetic
cu ABC, centrul de omotetie �ind punctul lui Lemoine al triunghiului ABC.



DREPTE REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 106

Demonstra̧tie. Vezi [12, § III.48]. �

Teorema 853 Axa radical¼a a unui cerc Apollonius corespunz¼ator unui vârf al tri-
unghiului ABC şi a cercului circumscris triunghiului ABC este simediana corespun-
z¼atoare vârfului comun celor dou¼a cercuri.

Demonstra̧tie. Vezi �Cercurile lui Apollonius�. �

Teorema 854 Punctul lui Lemoine are puteri egale faţ¼a de cercurile lui Apollonius.

Demonstra̧tie. Vezi �Cercurile lui Apollonius�. �

2.18 DREAPTA LUI HOUSEL

�̧Stiu c¼a nu ştiu nimic�- Socrate28

Dreapta care uneşte centrul cercului înscris (I) într-un triunghi ABC cu centrul
cercului înscris (Im) în triunghiul s¼au median MaMbMc se numeşte dreapta lui
Housel (h):

Teorema 855 În triunghiul ABC sunt adev¼arate relaţiile:

AI kMaIm; BI kMbIm; CI kMcIm:

Demonstra̧tie. Deoarece patrulaterulAMcMaMb este paralelogram (Figura 2.96)

Figura 2.96: Dreapta lui Housel

rezult¼a \MbAMc � \MbMaMc, deci 12m( \MbAMc) =
1
2m(

\MbMaMc) sau m(\IAMc) =

m( \ImMaMb) şi cum McA kMaMb rezult¼a AI kMaIm: Analog se arat¼a c¼a BI kMbIm
şi CI kMcIm. �
28Socrate (470 -399 î.H.) ��losof al Greciei antice


