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2.17 SIMEDIANE. PUNCTUL LUI LEMOINE

»2Matematica nu este un edificiu ancorat undeva intr-o absoluta soliditate, ci o constructie
aeriand care rezistd ca prin minune.., matematica reprezintd cea mai indrazneatd si mai neverosi
- mild aventurd a spiritului.” — F. Gouseth

Numim simediand a unui triunghi izogonala medianei. Daca AA" este bisec-
toarea interioard a unghiului BAC a triunghiului ABC, atunci simetrica medianei
AM,,(M, € BC) fatd de bisectoarea AA’ este simediana corespunzatoare laturii BC.
Analog se definesc si simedianele corespunzatoare laturilor CA si AB.

Teorema 800 (Teorema lui Grebe*®) Simediana este locul geometric al punctelor
a caror distante la laturile adiacente sunt proportionale cu lungimile acestor laturi.

Demonstratie. Fie P un punct pe AK,, P’ si P” proiectiile lui P pe AB, respectiv
AC; M, mijlocul laturii BC, M;, M;/proiecgiile lui M, pe AB, respectiv AC (Figura
2.77). Evident, M M, - PP' = M,M, - PP" (i). Cum triunghiurile ABM, si ACM,

Figura 2.77: Teorema lui Grebe

au aceeagi arie rezultd M,M, - AB = M, M, - AC (ii). Din relatiile (i) si (i) rezults
PP _ PP 0
AB AC
Teorema 801 Daca PQ (P € AB,Q € AC) este o antiparaleld la latura BC a
triunghiului ABC, atunci simediana din A determind pe antiparaleld doud segmente
congruente.

Demonstratie. Fie M, mijlocul laturiiBC, K, piciorul simedianei din A, {T'} =
PQ N AK, (Figura 2.78). Din asemanarea triunghiurilor APT cu ABM, rezulta:

#Ernst Wilhelm Grebe (1804-1874) - matematician german, contributii in geometrie
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Figura 2.78: Segmente congruente

AAA:; = %, respectiv fTT = %, de unde tindnd cont ca BM, = M,C, rezulta

PT =TQ. O

Observatia 802 Rezultatul de mai sus poate fi reformulat astfel: locul geometric al
mijloacelor antiparalelelor la una din laturile unui triunghi il reprezintda simediana ce
pleacd din varful opus acelei laturi (Teorema lui Lhuilier’®).

Teorema 803 Simediana corespunzatoare unei laturi imparte latura respectiva intr-
un raport egal cu patratul raportului lungimilor celorlalte doud laturi ale triunghiulus.

Demonstratie. Solutia 1. Fie M, mijlocul laturii BC' a triunghiului ABC, A’
piciorul bisectoarei din A pe latura BC, AK, simediana din A, K, € BC (Figura
2.78). Avem :

K,B Aiapk, AB-AK,-sin<BAK,
K.C Aok, AC-AK, -sin<K,AC
AB? AC - AM, - sin<BAK,
AC? AB - AM, - sin<M,AC

_ AB? Apom,)  (AB 2

- G an = ()

deci gzg = (AB)Z.

AC
. . . . . . v KuB MgB _ c?
Solutia 2. Din teorema lui Steiner (vezi ,Drepte izogonale”) rezulta G = o
_ s KoB _ (c)\2
cum M,B = M,C, rezulta K= (b) . O

?0Simon Lhuilier (1750-1840) — matematician elvetian, membru al Academiei din Berlin, contributii
in geometrie
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Observatia 804 Daca Ky, K. sunt picioarele simedianelor corespunzatoare laturilor
. . . 2
AC, respectiv AB atunci: If?;i = (“)2 ) %:g = (b) .

a

Teorema 805 Fie mg, my, me lungimile medianelor triunghiului ABC, iar s, Sp, Se
lungimile simedianelor corespunzatoare. Atunci:

_ 2bc _ 2ca _ 2ab
Sa_b2+62’maa Sb_c2+a2'mba Sc_a2+b2'mc'
Demonstratie. Din g‘lg = bQ, rezultd BK, +262 si K,C = b2+ >. Din relatia

lui Stewart aplicata in triunghiul ABC' rezulta:

AB?. K,C + AC? - BK, - BC - BK, - CK, = AK? - BC,

adica
Py P 206> + ¢?) — a”]
N cmab
de unde s, = b2 +02 Mg, unde am utilizat formula medianei. Prin permutari circulare
se obtin relatiile ce dau lungimile celorlalte doua simediane. O

Teorema 806 Lungimea simedianei duse din A este mai micd sau egald decdt lungimea
medianet duse din acelasi varf.

Demonstratie. Deoarece s, = bficcg ‘Mg S1 b2 + 7 < 1, rezultd s, < mg, cu egalitate
daca b = c. O

Figura 2.79: Concurenta simedianelor
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Teorema 807 Intr-un triunghi simedianele sunt concurente.

Demonstratie.Dacd AK,, BK;, C K, sunt simedianele triunghiului ABC' (Figura
2.79) atunci,
K.B K,C KA ¢ a® b

) . T R |
K,C KA K.B b 2 a2

si din reciproca teoremei lui Ceva rezulta ca simedianele sunt concurente. U

Punctul de concurenta al simedianelor K, se numeste punct simedian sau

punctul lui Lemoine®.

Teorema 808 Centrul de greutate al unui triunghi gi punctul lui Lemoine al triunghi-
ulut sunt puncte izogonale.

Demonstratie. Solutie evidentd datoritd proprietatii precedente. ([
Teorema 809 Daca K este punctul lui Lemoine al triunghiului ABC si K, KpK.
triunghiul sau cevian, atunci

AK v+ BK  A+4d* AK >+ b

KK, a> 'KK, ¥ KK, 2

Demonstratie. Din teorema lui Van-Aubel rezulta

AK  AK, AK, & B 4P
.

KK, KC KB _ &

Analog se aratd si celelalte doud egalitéti. U

a? a

Teorema 810 Daca K este punctul lui Lemoine al triunghivlui ABC, atunci

Ak — (b2 + c?)sq (P +ad)sy _(a®+b)se
a? +b% + 2’ a? + b + ¢’ a2+ b2+
Demonstratie. Din egalitatea I’?—{gﬂ = b2:202, rezultd ffé = aglil;iiz si de aici
concluzia. O

Teorema 811 Daca K este punctul lui Lemoine al triunghiului ABC, atunci pentru
orice punct M din planul triunghiului ABC este adevarata relatia:

. a2 _ b2 _ 02

—
MK=——3—MA+—————MB+——_—-MC.
a? + b2 4 2 T e 2 TETREr 2 ¢

AK _ b*+c? . K.B c?

Demonstratie. Din teorema 809 avem: $i B¢ = 2, de unde rezulta

KK, = a2
— — -
VR MA + b2;;c2MKa B a®MA + (b*+ A)MK,
R e
respectiv
T MB+EMC _ WMB + *MC
S T g
de unde rezulta concluzia. ([

2"Emile Lemoine (1840-1912) — matematician francez, contributii importante in geometrie



DREPTE REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 89

Teorema 812 Coordonatele baricentrice ale punctului lui Lemoine al unui triunghi
ABC sunt:

a? b? c?
<a2+bz+62’a2+b2+02’a2+b2+02> '
Demonstratie. Vezi proprietatea precedenta. (]

Teorema 813 Fie z4,zp,zc afixele varfurilor triunghiului ABC. Afizul punctului
lui Lemoine al triunghiului ABC' este egal cu

a® b2 c?
K= a2—i-b2—|—c2ZA+ a2—|—b2+0223+ Z+21 2
Demonstratie. Vezi teorema 811. ([

Teorema 814 Distantele de la punctul lui Lemoine K al triunghivlui ABC la laturile
acestuia sunt proportionale cu lungimile laturilor triunghiulus.

Demonstratie. Daca z, y si z sunt lungimile distantelor de la punctul K la laturile
BC,CA, respectiv AB atunci, £ = #,7 = £ si 2 =2 de unde rezulta:

_Y_
b

)
T z
a C

O

Teorema 815 Suma patratelor distantelor de la punctul lui Lemoine al triunghiulus
ABC la laturile acestuia este minimd.

Demonstratie. Fie x, y, z distantele de la un punct K la laturile BC', C' A, respec-
tiv AB. Din identitatea lui Lagrange rezulta:

(2432 +22)(a® + b2+ P) — (ax + by + c2)? = (bz — cy)? + (cx — a2)? + (ay — bx)>.

Cum ax+by+cz = 2- Ajspc), rezulta ca suma 22 + 1% + 22 este minim4 cand membrul

i nuleaza ica £ = ¢ = 2 i can S unctul lui Lemoin
al doilea se anuleaza, adica % g 2, deci cand K este ctul lui Lemoine al

triunghiului ABC. O

Teorema 816 Triunghiul tangential al triunghivlui ABC' este triunghiul anticevian
al punctului lui Lemoine al triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie Ty TpT¢ triunghiul tangential al triunghiului ABC'. Dreptele
AT4,BTp,CT¢ sunt concurente (vezi [12, § II1.8]) si fie K punctul lor de concurenta
(Figura 2.80).

Ardtam cd K este punctul lui Lemoine al triunghiului ABC. Prin T4 ducem
antiparalela PQ la BC, P € AB si Q € AC. Din

m(<PBTy) = m(<ABT¢) = m(<ACB) = m(<BPTj,)
rezultd ca triunghiul BT 4P este isoscel si analog triunghiul C'T4Q este isoscel, deci
BTy =TAP si CTq=TaQ.

Cum T4 B = T4C rezultd T4 P = TaQ, deci punctul T4 se afld pe simediana din A a
triunghiului ABC'. Analog se aratd ca BTp este simediand, deci K este punctul lui
Lemoine al triunghiului ABC. O
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Figura 2.80: Triunghiul tangential

Observatia 817 Triunghiul ABC si triunghiul sau tangential TATgTc sunt omolo -
gice, centrul de omologie fiind punctul lui Lemoine al triunghiului ABC, iar axa de
omologie este dreapta lui Lemoine (vezi ,,Dreapta lui Lemoine).

Observatia 818 Din aplicatia precedenta rezultd un procedeu simplu de constructie al
simedianelor: simediana din A uneste acest punct cu punctul de intdlnire al tangentelor
in B gi C la cercul circumscris triunghiului ABC.

Teorema 819 Fie K1 KsKj3 triunghiul podar al punctului lui Lemoine K. Medianele
AM,, BMy, CM,. sunt perpendiculare pe dreptele Ko K3, K3K1, respectiv K1 Ko.

Demonstratie. Fie M, mijlocul segmentului BC si A’ simetricul lui A fatd de
M, (Figura 2.81). Dar AM, si AK; sunt simediane, deci

4BAK; = <M,AC.
Din patrulaterul inscriptibil K K3AKs rezultd
K3K2A = <AKKs3,
de unde obtinem:
m(<M,AK3) + m(<AKyK3) = m(<K1 AK3) + m(<AKK3) = 90°,

adicd AA’ 1 Ko K3. Analog se aratd cd BM, L KoKy si CM. 1 K1 Ks3. O
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A

Figura 2.81: Triunghiul podar al punctului lui Lemoine

Teorema 820 (Teorema lui Lemoine) Fie K1KsKj3 triunghiul podar al punctului
lui Lemoine K. Punctul K este centrul de greutate al triunghiului K1 KsKs.

Demonstratie. Fie M, mijlocul segmentului BC si A’ simetricul lui A fatd de
M, (Figura 2.81). Din CA’ || AB rezultd <AA'C = <K3AA". Atunci

m(<IAA'C) =90° — m(<IAK3K2) = m(<IKK3K2). (1)

Dar
<AK3KoK = <<KAK3 = <A AC. (11)

Din relatiile (i) si (ii) rezultd c& triunghiurile K K3 K5 gi C A’ A sunt asemenea (iii). Fie
{M} = K1 K N K3 K3. Patrulaterele K KoCK; i KKy BK3 fiind inscriptibile rezulta:

IMKC =<ACB si <MKKj3=<ABC = <BCA'. (iv)

Din relatiile (iii) si (iv) rezultd cd prin asemanarea datd, punctului M € K3Kj3 ii
corespunde punctul M, € AA’. Cum M, este mijlocul segmentului AA’ rezulta ca
M este mijlocul segmentului K9 K3, adicd K K, este mediand in triunghiul K; Ko Ks.
Analog se aratd cd K K este mediana, deci K este centrul de greutate al triunghiului
K1 Ky K. O

Teorema 821 Dintre toate triunghiurile tnscrise intr-un triunghi ABC, triunghiul
podar al punctului lui Lemoine K are suma patratelor laturilor minimda.
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Demonstratie. Fie K1 K3 K3 triunghiul podar al punctului K in raport cu tri-
unghiul ABC i z,y,z distantele de la K la laturile BC, CA, respectiv AC. Din
teorema 815 rezultd ci suma 22 +y2 + 22 este minimé. Utilizand problema precedents
si teorema medianei:

3j 2_2(()/2—1—0/2)—&/2 3£ 2_ 2((1,2"‘6,2)—[)/2 3j 2_ 2(bl2—|—cl2)—cl2
2 ) 4 2/ 4 2 ) — 4

(unde am notat cu a’,b/,¢ lungimile segmentelor K9K3, K1Kj3, respectiv K1 K5).
Sumaéand relatiile precedente rezulta

2 2, .2
TrH Y+ z
a/2 + b/2 —1—0/2 —
3
suma fiind minima deoarece 22 4+ y2 + 22 este minims. O

Teorema 822 Triunghiul podar ol punctului lui Lemoine gi triunghiul podar al cen-
trulut de greutate sunt inscrise in acelagi cerc.

Demonstratie. Vezi , Triunghiul podar”. O

Teorema 823 Antiparalele duse prin punctul lui Lemoine la laturile triunghiului ABC
sunt egale intre ele.

Demonstratie. Fie P P> si QQ1Q)2 antiparalelele duse prin punctul lui Lemoine
K la laturile BC, respectiv AB (Figura 2.82). Atunci <K P,Qs = <KQ2P>, deci

Figura 2.82: Antiparale egale intre ele

KP, = KQo. Cum K se afld la mijlocul fiecarei antiparalele rezultd P) Po = Q1Q2. J

Teorema 824 Patrulaterul P1Q1P>Q2 este un dreptunghi cu centrul in punctul lui
Lemoine K gi P1Q1 || AC.

Demonstratie. Vezi teorema 823. (]
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Figura 2.83: Constructia punctului lui Lemoine

Proposition 825 Constructia punctului lui Lemoine.

Fie A’ si B’ punctele de intersectie dintre medianele duse din A si B ale triunghiului
ABC si cercul circumscris triunghiului ABC. Fie A” si B” punctele de intersectie
dintre paralelele duse din A’ si B’ la laturile BC, respectiv AC' cu cercul circumscris
triunghiului ABC. Vom arita ca punctul lui Lemoine se afld la intersectia dreptelor
AA" i BB". Deoarece A’A" || BC rezultd <A’A"C = <A”"CB (i) (alterne interne).
Dar

m(<A"CB) = m(<A” AB) = %m(@) (i)
si
m(<CA"A") = m(<A'AC) = %m(@) (iii)

Din relatiile (i) - (3) rezultd m(<A” AB) = m(< A’ AC), adicd dreptele AA" i AA” sunt
izogonale. Analog, se aratd cd BB’ si BB” sunt izogonale, deci punctul lui Lemoine
este dat de intersectia dreptelor AA” si BB” (Figura 2.83).

Teorema 826 (Teorema lui Schémilch) Dreptele care unesc mijloacele laturilor cu
mijloacele inaltimilor respective se intdlnesc in punctul lui Lemoine al triunghiului.

Demonstratie. Vom demontra mai intii lema: Locul geometric al centrelor drep-
tunghiurilor avand o latura paraleld cu una din laturile unui triunghi dat gi inscris in
acel triunghi este o dreaptd ce uneste mijlocul laturii si mijlocul tnaltimii perpendicu-
lare pe latura.
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Demonstratie. Fie AH, dreptunghiul inscris in triunghiul ABC si {L} = PRN
SQ, SR || BC. Cand SR se deplaseazi astfel incat tinde spre BC', centrul dreptunghi-
ului tinde cédtre mijlocul M, al lui BC'. Dar R(Q) se deplaseaza astfel incat tinde catre
inaltimea AH,, atunci L tinde catre M, mijlocul inaltimii. Cum variatia uneia dintre
cele doud laturi SR sau R(Q implica variatia celeilalte, rezulta ca locul geometric este
segmentul (MM,).

B Q, c

Figura 2.84: Teorema lui Schémilch

Demonstratia teoremei. Dacd Py P> si (Q1(2 sunt doua antiparalele ce trec
prin K (Figura 2.84), atunci conform proprietatii precedente rezulta cd patrulaterul
PyQ1 P>Q2 este un dreptunghi inscris in triunghiul ABC si P»Q1 || AB, deci conform
lemei, centrul sau (punctul lui Lemoine K) apartine segmentului ce unegte mijlocul
laturii AB si mijlocul tnaltimii din C. Analog se aratid cd K apartine si celorlalte doua
drepte ce unesc mijloacele laturilor cu mijloacele inaltimilor triunghiului. (]

Observatia 827 Dreptele ce unesc mijloacele laturilor ce mijloacele inaltimilor co -
respunzatoare se numesc dreptele lui Schwatt.

Consecinta 828 Punctul lui Lemoine gi centrul cercului circumscris unui triunghi
ABC' sunt doud puncte izotomice in raport cu triunghiul median al triunghiului ABC.

Consecinta 829 Punctul lui Lemoine al unui triunghi dreptunghic este mijlocul inaltimii
corespunzatoare ipotenuzet.

Teorema 830 In triunghiul ABC, fie AD, D € (BC'), bisectoarea interioard a unghiu-

lui BAC. Simediana din B a triunghiului ABD intersecteaza simediana din C a
triunghiului ADC' intr-un punct P situat pe (AD).

Demonstratie. Fie P gi P’ picioarele simedianelor duse din B, respectiv C' in

triunghiurile ABD respectiv ACD (Figura 2.85). Avem ]’f},g (gg) si 1’;‘,]2; = (%)2.

Din teorema bisectoarei rezulta gg = AC’ de unde ( ) ( AB ) relatie echivalenta

cu (45)7 = (45)°, adica A5 = 453, deci P = P ‘
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Figura 2.85: Bisectoare - Simediana

Teorema 831 In triunghiul ABC, fie AD (D € (BC)) bisectoarea interioard a unghi-

ului BAC. Simediana din C' a triunghiului ADC' intersecteaza AB in E si simediana
din B a triunghiului ABD intersecteaza AC in F. Dreapta EF trece prin punctul lui
Lemoine al triunghiului ABC.

Demonstratie. Conform aplicatiei precente dreptele AD, BF gi CE sunt con-
curente intr-un punct P (Figura 2.86).

Figura 2.86: K € EF
Avem: 2D —

c BD _ ¢
DC — b de unde o

_m7 BD ac

AP _ (AB\?
PD BD

o iar
Din teorema lui Menelaus in triunghiul ABD si transversala EC' rezulta:

€

EB PD BC  a?

EA~ AP DC ~ bb+o)

95
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Analog se obtine relatia % = c(l?j—c)' Atunci,

EB  L,FC a*h+ad?c
— 4= =a",
EA FA b+c

relatie care aratd ca punctul lui Lemoine al triunghiului ABC' apartine dreptei EF
(vezi [12, § 11.15]). (]

b2

Teorema 832 Intr-un triunghi ABC, punctul lui Lemoine (K) este coliniar cu izo -
gonalele punctului lui Gergonne (T') si centrului antibisector (Z).

Demonstratie. Vezi ,,Puncte izogonale”. ([

Teorema 833 In triunghiul ascutitunghic neisoscel ABC, fie indltimea AH,, medi-
ana AM, gi simediana AK,, (Hy, My, K, € BC). Atunci,

KoM, a?
H,K, bV+c—a?

Demonstratie. Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca b > ¢ (Figura

K,C

2.87). Din teorema lui Steiner avem B = g—z, de unde K,C = g-b” Atunci,

b2+4c2”

Figura 2.87: Iniltime - Median4 - Simediang

ab? a a(b?—c?)
KM,=K,C-M,(C=——5—==—5—-+= i
e aC aC B2+c2 2 2(b2+c2) (i)
Deoarece H,C = b-cosC si cosC = %, deci H,C = %. Cum H, K, =
H,C — K,C rezulta:

(b — A)(b? + * — a?)

0K }
a a 2a(b2 + C2) (11)
Din relatiile (i) si (ii) se obtine: Kable = a7 O
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Teorema 834 Dacd A’ este simetricul lui A fata de latura BC' a triunghiului ascuti-
tunghic neisoscel ABC gi L este proiectia ortocentrului H al triunghiului ABC pe
mediana AM,, iar AK, este simediana, atunci punctele A',K,,L sunt coliniare.

Demonstratie. Dacd L este proiectia ortocentrului triunghiului ABC pe mediana

A|

Figura 2.88: H, — K — @

AM, si Ly este simetricul lui L fatd de M,, atunci Ly apartine cercului circumscris
triunghiului ABC' (vezi ,,Ortocentrul unui triunghi”), deci M,L = M,L;. Din puterea
punctului M fata de cercul circumscris triunghiului ABC, avem AM, - M,L1 = % sau
AM,-M,L = % (Figura 2.88). Deoarece AM, - AL = 2+€=2 " (AM, — M,L = AL),
de unde

AL 2(0* + % —a?)

M,L a2
Deoarece ‘X,ﬁ“ = %, rezulta
AL NM, A'H, 2(b*+c®—a?) a? L,
LM, H,N A'A a? +c2—a2 2

si conform reciprocei teoremei lui Menelaus, rezultd ci punctele A’, K,, L sunt col-
iniare. O
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Teorema 835 In triunghiul ascutitunghic neisoscel ABC, fie L proiectia ortocentrului
H al triunghiului mediana AM,, H, piciorul inaltimii duse din A pe BC', K punctul
lui Lemoine al triunghiului ABC, {B'} = AC N BL, {C'} = ABNCL i {Q} =
AM, N B'C'. Atunci, punctele H,,K si QQ sunt coliniare.

Demonstratie.Avem: & = g:é (i). Teorema lui Menelaus aplicata in tri-
unghiul AM,C (Figura 2.88) ne da: g,é . Lﬁ“ . B';Z\(/i = 1, de unde g/é = LLJ\?G ’ %7

egalitate care cu relatia (i) ne da :

AL 2-AQ  2(b*+ 2 —ad?)
LM, QM, a?

(am utilizat proprietatea precedentd), de unde

AQ B+ 2—a?

QM, a®
Deoarece K este punctul de intersectie al simedianelor rezulta: IZIZJ\IEIZ = bQZQ‘i;“Z
Astfel avem:
QM, AK H.,K, a? B2+ b2 42 —ad? _1
QA KN H,M, b+c2—a? a? +c2
adicd punctele H,,K si Q sunt coliniare. O

Observatia 836 Punctul de intersectie al simedianelor K se gaseste la intersectia lui
AK, cu H,Q.

Observatia 837 QN || AH, si QN LBC, deoarece QAA% = HaN L

Teorema 838 Fic ABCD wun patrulater inscriptibil si P punctul de intersectie al
diagonalelor. Daca AP este simediana in triunghiul ABD, atunci BD este simediana
in triunghiul ABC.

Demonstratie. Din aseménarea triunghiurilor BPC si APD (Figura 2.89)

Y

Figura 2.89: Patrulater inscriptibil - Simediana
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s BP _ pPC _ BC i
rezultd 55 = pp = Zp, deci

BP-PC  (BC\’
AP-PD \AD)

Deoarece AP este simediana in triunghiul ABD rezulta
BP [ AB\? y
(L2 (i)
PD AD

Din relatiile (i) si (ii) rezults £ = (B9)?  deci BP este simediani in triunghiul ABC.
O

Observatia 839 Cercurile lui Apollonius intersecteaza cercul circumscris dupa sime-
dianele triunghiului.

Observatia 840 Triunghiul tangential este omologic cu triunghiul dat centru de omolo-
gie fiind punctul lui Lemoine, iar aza de omologie este dreapta lui Lemoine (dreapta
lui Lemoine este deci polara triliniard a punctului lui Lemoine).

Teorema 841 Fie a,b,c lungimile laturilor unui triunghi neisoscel ABC'. Dacd cer-
cul ce trece prin picioarele simedianelor triunghiului ABC' este tangent unei laturi a
acestuia, atunci cantitatile b + ¢, c® + a?,a® + b? - considerate intr-o anumita ordine
- sunt termenit conseculivi ai unet progresii geometrice.

Demonstratie. Fie cad cercul circumscris triunghiului simedian K, K K, este tan-
gent laturii BC' in K, si intersecteaza a doua oara laturile CA i AB in M, respectiv
N. Avem:

Figura 2.90: Lungimi aflate in progresie geometrica
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BK, ¢ CK, a* AK, V?
K,C b KA & K.B a?
de unde K,C = %, K.,B = % si relatii omoloage pentru C Ky, Kp A, AK. si K.B.

Din puterea unui punct fati de un cerc rezulti BN - BK, = BK2,CM -CK;, = K,C?
iar din AN = AB— NB i AM = AC — MC avem:

c(ct + b2 + ¢t — 2a?)
(b2 4 ¢2)?

b(b* + b2 + ¢t — a?V?)

AN =
b2 + 2

si AM =

(Figura 2.90). Din AK}, - AM = AK. - AN rezulta:
(b2 —|—C2)2 _ (b2 _ 62)(b2 —|—CL2)(CL2 + 62)
si cum triunghiul ABC nu este isoscel, avem: (b + ¢2)? = (b2 + a?)(a? + ¢?). O

Teorema 842 Punctul lui Lemoine al triunghiului anticomplementar al unui triunghi
ABC coincide cu retrocentrul triunghiului ABC'.

Demonstratie. Vezi [12, § T11.9]. O

Teorema 843 Fie H,HyH, triunghiul ortic al triunghiului ABC'. Simetricele K1, Ko, K3
in raport cu punctul lui Lemoine al triunghiului ABC' ale proiectiilor lui K pe laturile

triunghiului ABC' sunt punctele lui Lemoine ale triunghiurilor AHyH,., BH.H,,respectiv
CH.H,.

Demonstratie. Fie A’ mijlocul segmentului AH,, M, mijlocul laturii BC, K,

A

Figura 2.91: Proiectiile lui K pe laturile triunghiului
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piciorul simedianei din A, K 1 piciorul perpendicularei din K pe BC (Figura 2.91).
Din teorema lui Schomilch rezults ci K € A’M,, iar cum K K, | AH,, rezultd ci
punctul K apartine medianei AM,. Simediana AK, trece prin punctul A” - mijlocul
antiparalelei HyH,, iar AM, este simedian4 in triunghiul AH,H, si fie {K,} = AM, N
HyH.. Deoarece

<A"AH, = <M,AC,<AH.H, = <ACB

rezulta ca

m(<AA"K,) = m(<A"AB) + m(<AH.A")
= m(<M,AC) + m(<ACM,) = m(<K,M,K,),

deci <AA"K, = <K, M,K,, relatie ce arati ci patrulaterul A”K,M,K, este in
- scriptibil. Intrucat M,A” L HyH, rezultd K;KGJ_BC, deci K;Ka I KiKl; astfel
punctele K si K7 impart in acelagi raport simedianele AK, si AK ; ale triunghiurilor
asemenea ABC, AH,H., deci Ky este punctul lui Lemoine al triunghiului AH,H..
Analog, se aratd c& punctele K5 si K3 sunt punctele lui Lemoine ale triunghiurilor
BH_H,, respectiv CH,Hp. O

Teorema 844 Fie Ay, By,C1 simetricele varfurilor A, B,C ale unui triunghi ABC
in raport cu punctele C, A, respectiv B. Tangentele duse in A, B,C la cercurile cir-
cumscrise triunghiurilor AB1C, BC1 A, respectiv CA1 B sunt concurente tn punctul lui
Lemoine al triunghiului ABC'.

Demonstratie. Fie M punctul diametral opus lui A in cercul circumscris triun -
ghiului AB1C, D un punct oarecare pe tangenta in A la cercul circumscris triunghiului
AB1C, E si F proiectiile lui D pe dreptele AC, respectiv AB (Figura 2.92). Deoarece

D

Figura 2.92: Tangentele concurente in punctul lui Lemoine
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<(B1AM = <ADF, <AB1M = <AFD rezultd ca triunghiurile AB1M gi DF A sunt
asemenea, deci

AM  AB; .

AD - DF’ ®
Deoarece <ACM = <DFA, <AMC = <DAFE rezultd ca triunghiurile M AC si AED
sunt asemenea, de unde

AM  AC (if)

AD ~ DE "
Din relatiile (i) si (ii) rezulta

AB, _ DF

AC  DE’
adica

AB _DF

AC  DE’

relatie ce aratd cd punctul D apartine simedianei varfului A al triunghiului ABC.
Analog, se arata ci tangentele in B gi C la cercurile circumscrise triunghiurilor BCy A,
respectiv C' A1 B sunt simedianele varfurilor B respectiv C', adicd tangentele sunt con-
curente in punctul lui Lemoine al triunghiului ABC'. (]

Teorema 845 Dreptele care unesc varfurile unui triunghi ABC' cu mijloacele core-
spunzatoare ale laturilor triunghiului sau ortic, sunt concurente in punctul lui Lemoine
al triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie M, My, M3 mijloacele segmentelor HyH., H.H,, respectiv
H,H, (Figura 2.93). Deoarece HyH, este o antiparaleld la latura BC rezultd ca M;

Figura 2.93: Drepte concurente in K

apartine simedianei din A a triunghiului ABC. Analog, punctele Ms si M3 apartin
simedianelor varfurilor B, respectiv C, deci dreptele AM7, BM,, C' M3 sunt concurente
in punctul lui Lemoine al triunghiului ABC. O

Observatia 846 Punctul lui Lemoine al triunghiului ABC este centrul de omologie

dintre triunghiul ABC si triunghiul median ol triunghiului ortic corespunzator tri-
unghiului ABC.
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Teorema 847 Paralelele la laturile unui triunght ABC duse prin punctul lui Lemoine
al triunghiului ABC intersecteaza laturile triunghiului sdu ortic in puncte izotomice.

Demonstratie. Deoarece H,H, este antiparalela laturii BC rezulta ca mijlocul M;
al segmentului HyH,. apartine simedianei din A, deci AM; este mediana in triunghiul
AHyH,. (Figura 2.94). Atunci paralelele duse din K, punct al medianei AM; la laturile

A

Figura 2.94: Paralele la laturi prin K

AHy, AH,. intersecteaza latura HpH,. in punctele Ay gi Ao, egal departate de punctul
My, adicd punctele Ay si As sunt izotomice. O

Teorema 848 Fie K punctul lui Lemoine al triunghiului ABC, O centrul cercului
circumscris triunghiului ABC| R raza cercului circumscris triunghiului ABC. Atunci

OK? = R? — %, unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor AB, AC, BC.

Demonstratie. In relatia:

s a*MA?+bMB? + cMC? 3a?b?c?
MK = aZ + b2 + 2 (a2 + b2+ c2)?

valabild pentru orice punct din planul triunghiului ABC( vezi [12, § 11.15]), pentru
M = O rezulta concluzia. O

Teorema 849 Fie M, N puncte pe laturile AB, AC' ale triunghiului ABC'. Dreapta

MN trece prin punctul lui Lemoine al triunghiului ABC dacd si numai dacd b? - M—ﬁ +

M
c?- %—g = a?, unde a,b, c sunt lungimile laturilor BC,CA, respectiv AB.

Demonstratie. Vezi [12, § I1.15]. O
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Teorema 850 Triunghiul circumpedal al punctului lui Lemoine al unui triunghi ABC
are acelagi punct simedian ca i triunghiul ABC.

Demonstratie. Vezi [12, § I11.31]. O

Teorema 851 Dreapta care uneste izotomicul punctului lui Lemoine al unui triunghi
ABC cu ortocentrul (H) triunghiului ABC' este paralela cu dreapta care uneste punctul
lui Lemoine (K) cu centrul cercului circumscris (O) al triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie A’B’C’ triunghiul anticomplementar al triunghiului ABC

Figura 2.95: HK; || KO

si TATgTc triunghiul tangential corespunzator triunghiului A’B’'C’. Atunci, T4 A’ N
TgB' NTeC' = {K'}, K’ fiind punctul lui Lemoine al triunghiului A’B’C’. Deoarece
triunghiurile ABC si A’B’C’ sunt omotetice, centrul de omotetie fiind centrul de
greutate (G) al triunghiului ABC' si raportul de omotetie fiind egal cu 2, rezulta
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K'H || KO (1) si H este centrul cercului circumsecris triunghiului A’B’C” (Figura
2.95).

Fie {X} =B TpNCAsi{Y} =C'TcNAB,{X'} = BKNCA,{Y'} =CKNAB
si {K1} = BXNCY. Deoarece punctul lui Lemoine al unui triunghi si centrul cercului
circumscris al triunghiului sunt puncte izotomice in raport cu triunghiul median al
triunghiului dat, rezultd cd punctele K’ si H sunt puncte izotomice in raport cu
triunghiul ABC. Deoarece B'K’ este simediana rezulta

CX (BC\®> [(AB\®> AX' i)
_— = = _— = — 1
XA B'A BC X'c’
deci punctele X gi X’ sunt izotomice fatd de mijlocul segmentului AC. Analog, punctele
Y si Y’ sunt izotomice fatd de mijlocul segmentului AB, de unde rezultd ca K este
punctul izotomic al punctului lui Lemoine (K). Fie {Z} = XY N BC si {Z'} =

TpTe N BC. Din teorema lui Menelaus aplicatd in triunghiurile ABC si BC'H taiate
de transversalele XY Z, respectiv TgTcZ' rezulta

ZC CX AY  [ABY®
75~ AX BY ~ <BC>
si
Z'C  TcC HTp
Z’B~ TcH TgB
Din asemanarea triunghiurilor dreptunghice CA'T¢o si A’HT¢ rezulti:

TcC  CA .
AT~ AH (iv)

iar din asemanarea triunghiurilor dreptunghice CA’H si A’HT¢ rezulta

TcH A'H
ATe ~ CA )
TcC A’ 2
Din relatiile (iv) si (v) rezultd 755 = (g, H) (vi). Analog, din aseménarea triunghi-

LN 2
urilor dreptunghice BA'Tg, A’HTg si BA'H, A’HTg rezulta %—g = (%) (vii). Din

relatiile (iii), (vi) si (vii) rezulta

Z'C (CAN? _ [(AB\?
= =|—] . (viii)

Z'B BA! AC

Din relatiile (ii) si (viii) rezulta % = g:g, adicd punctele Z si Z’ coincid. Atunci, din

teorema lui Desargues rezultéd cd dreptele BX, CY si HK' sunt concurente si punctele
H, K’ gi Ky sunt coliniare. Conform relatiei (i) rezulta atunci cd HK; || KO. O

Teorema 852 Pe laturile unui triunghi ABC, se construiesc in exterior patrate. La-
turile acestor patrate opuse laturilor triunghiului formeaza un triunghi A’ B'C" omotetic
cu ABC, centrul de omotetie fiind punctul lui Lemoine al triunghiului ABC..
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Demonstratie. Vezi [12, § I11.48]. O

Teorema 853 Axa radicala a unui cerc Apollonius corespunzator unui varf al tri-
unghiului ABC' i a cercului circumscris triunghiului ABC' este simediana corespun-
zatoare varfului comun celor doud cercuri.

Demonstratie. Vezi ,Cercurile lui Apollonius”. U
Teorema 854 Punctul lui Lemoine are puteri egale fata de cercurile lui Apollonius.

Demonstratie. Vezi ,Cercurile lui Apollonius”. U

2.18 DREAPTA LUI HOUSEL

»otiu ca nu gtiu nimic” - Socrate®®

Dreapta care uneste centrul cercului inscris (I) intr-un triunghi ABC cu centrul
cercului inscris (I,,) in triunghiul siu median M, MM, se numeste dreapta lui
Housel (h).

Teorema 855 In triunghiul ABC sunt adevirate relatiile:
Al | MyI,, BI || Myly,,CI || M Ip,.

Demonstratie. Deoarece patrulaterul AM.M, M, este paralelogram (Figura 2.96)

Figura 2.96: Dreapta lui Housel

rezultd mc = Mmc, deci %m(mc) = %m(Mmc) sau m(m;) =
m(Imb) si cum M A || My M, rezulta AI || MyI,,. Analog se arata ca BI || Myl,,
$i OT || Mol O

2 Socrate (470 -399 1.H.) — filosof al Greciei antice



