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1.3 CENTRUL CERCULUI INSCRIS INTR-UN TRI-
UNGHI

,2Matematica nu detine adevarul absolut, ci doar frumusetea supremd — o frumusete rece
si austerd, ca a o sculpturd avand o puritate sublimé capabild de a atinge perfectiunea.” —
Bertrand Russell®

Teorema 42 Bisectoarele interioare ale unui triunghi sunt concurente.

Demonstratie. Fie triunghiul ABC si A’, B’,C’ picioarele bisectoarelor unghi-
urilor A, B,C iar {I} = BB' N CC’ (Figura 1.8).Fie C,, Cy, C. proiectiile punctului

Figura 1.8: Concurenta bisectoarelor

I pe laturile BC,CA, AB. Din congruenta triunghiurilor BC,I cu BC.I, respectiv
CCyI cu CCyl rezulta ca Cy,l = C.I si Col = Cyl, de unde rezultd C.I = Cpl adica
punctul I apartine si bisectoarei AA’. O

Observatia 43 Deoarece punctul I se afld la egala distanta fata de laturile triunghi-
wlui ABC, atunci este centrul unui cerc tangent interior laturilor triunghiului ABC
- cercul se numeste cercul inscris in triunghiul ABC. Punctul I de concurenia
al bisectoarelor interioare unghiurilor triunghiului ABC' se numegste centrul cercului
tnscris in triunghiul ABC. Raza cercului inscris in triunghiul ABC o vom nota cu
r. Triunghiul CoCyC, ale carui varfuri sunt punctele de tangenta dintre laturile tri-
unghiului gi cercul inscris se numeste triunghiul de contact al triunghiului ABC.

3Bertrand Russell (1872 - 1970) — filosof, logician si matematician englez, laureat al Premiului
Nobel pentru literatura
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Teorema 44 Distantele de la centrul cercului inscris intr-un triunghi la laturile tri-
unghiului sunt egale cu raza cercului inscris in acest triunghi.

Teorema 45 Distantele de la centrul cercului inscris intr-un triunghi la vdrfurile tri-
unghiului sunt egale cu

r r r
sin%7 sin%7 sin%'

Demonstratie. Din triunghiul AIC, rezulta Al = @; analog Bl = SinT E si

Cl=-"~. O

s 5

Teorema 46 Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC. Atunci, AI = 4R sin g-
. C
sin 5.

Demonstratie. Avem

4Rsin 4 sin £ sin § B . C
Al = .TA: 2z A2 2 — 4Rsin — sin —.
sin 4 sin 5 2 2
Analog, BI = 4Rsin% . siné si CI = 4Rsin§ - sin g. (]

Teorema 47 Daca I este centrul cercului inscris in triunghiul ABC, atuncim(<BIC) =
90°+ 3m(<BAC), m(<AIB) = 90°+3m(<ACB) si m(<CIA) = 90°+ 3m(<ABC).

Demonstratie. Avem:
m(<BIC) = m(<aBIA") + m(<A'IC) =
[m(<BAI) + m(<ABI)| 4+ [m(<CAI) + m(<ICA)] =
m(<BAC) + 3 [m(<ABC) + m(<ACB)| = 90° + Jm(<BAC)
Analog se determina si méasurile celorlalte doud unghiuri. O

Teorema 48 Fie ABC un triunghi de laturi a, b, respectiv ¢, I centrul cercului inscris
in triunghi si M un punct din planul triunghiului. Atunci:

aMA+bMB +cMC = (a—i—b—i—c)m.

. . . . BA’ 7
Demonstratie. Din teorema bisectoarei rezultd Zim = 7, de unde MA' =
%. Teorema lui Menelaus aplicatd triunghiului AA’C si transversalei B—I— B’
da:
Al A'B CB' 1
IA" BC B'A 7
de unde rezulta ca ;4141/ = %. Atunci,

A btc
i MA+ <MD aMA+bMB +cMC
1 e a+b+c '
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Consecinta 49 Coordonatele baricentrice ale centrului cercului insris in triunghiul

ABC sunt (%%5)

Teorema 50 Fie z4,zp, z¢ afizele varfurilor A, B,C ale triunghiului ABC de laturi

a, b, c. Afizul centrului cercului tnscris este egal cu

azg + bzg + czo
a+b+c

Z] =

Demonstratie. Alegem un sistem cartezian cu originea in punctul O, centrul
cercului circumscris triunghiului ABC' (Figura 1.9). Din teorema bisectoarei avem:

¢ _ BA ¢ _ BA : /I _ ac SR _ zBt§zc
t = To sau i, = B, deci BA' = £, de unde rezultd cd z4 = Tre - Teorema

Cc

@ q
>

Figura 1.9: Afixul centrului cercului inscris

AB IA

bisectoarei aplicata in triunghiul ABA’ pentru bisectoarea BI ne da: 57, = 73 sau
IA _ b+c :
T =g deci .
ZA—F%‘ZA' aza + bzp + cz¢
ZI = =
1+ b a+b+c

O

Teorema 51 Daca C,CyC. este triunghiul de contact al triunghiuvlui ABC, atunci
ACy,=AC.=p—a,BC, =BC.=p—5b,CC, =CCy, =p —c,

unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor BC, AC, BA, iar p = %b*c.

Demonstratie. Evident AC, = AC. = 2, BC, = BC. = y,CC, = CCy = z, de
unde rezulta cd 2(x+y+2) = a+b+c = 2p, deci p = x+y+z. Cumy+z = a,z+x = b,
rezulta c=p—a,y—p—b,z=p—c. O

Teorema 52 Daca r este raza cercului inscris in triunghiul ABC, atunci:

p—a_ p—-b p-—c
ctgg ctgg ctg% '

r =
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Demonstratie. Din triunghiul dreptunghic AICj rezulta ctgg =4
obtin si celelalte doua egalitati. ([

Teorema 53 In orice triunghi ABC este adevirati relatia:

A B C
p=r- ctg§ . ctg5 . ctgg.

Demonstratie. p—a+p—b+p—c=r (ctg% + ctgg + ctg%) = T‘ctg%ctgg-ctg%.
O

Teorema 54 Daca O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, R raza cer-
cului circumsceris triunghiului ABC' gi r raza cercului inscris in acest triunghi, atunci

10%? = R?> — 2Ry.

Demonstratie. Fie A” al doilea punct de intersectie dintre dreapta AI si cercul
circumscris triunghiului ABC' (Figura 1.8). Utilizadnd puterea punctului I fata de
cercul circumscris triunghiului ABC, avem:

AT -TA" = (R+10)(R — I0) = R? — I0?,

adicd 10? = R? — AT - IA” (i). Din triunghiul AIC, rezultd Al = o (il). Avem :
2

m(<BIA") = m(<IAB) + m(<IBA) = = [m(<A) + m(<B)]

DO | —

si
n 1 " 1 " 1 1
m(<IBA") = §m(<IB)+m(<IC’BA ) = §m(<IB)+m(<[A AC) = 5m(<IB)+§m(<IA).

Din teorema sinusurilor in triunghiul ABA” rezultda BA” = 2R siné, adica TA" =
2Rsin 4 (iii). Din relatiile (i), (if) si (iii) rezultd 10? = R? — 2Rr. O

Observatia 55

1) OI? = R? — 2Rr se numeste relatia lui Euler.

2) Deoarece OI% > 0 rezultd R? > 2Rr, adicd R > 2r (inegalitatea lui Euler).
3) Egalitatea R = 2r are loc numai pentru triunghiul echilateral.

4) Relatia lui Euler poate fi scrisa si astfel:

r T

=1.
R_0I " R1OI

Teorema 56 Fie I centrul cercului tnscris si G centrul de greutate al triunghiului

ABC. Atunci:
p? — 16Rr + 512

9

(unde p este semiperimetrul triunghiului ABC'; R sir sunt razele cercului circumscris,
respectiv a cercului inscris in triunghiul ABC).

IG? =
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Demonstratie. Din relatia MI? = “MAQJF“%EZISMCQ_“(’C (vezi [12, § I1.15]), pen-
tru M = G rezulta:

aGA? + bGB? + cGC?

at+b+c ’
Dar GA? = (%ma)2 = W si analoagele dau: GI? = M? unde am
utilizat si relatiile a® + b? + ¢ = 2(p? — 4Rr — r?), ab + bc + ac = p? + 4Rr + r? si
abc = 4Rrp. U

GI? =

Teorema 57 Fie I centrul cercului inscris §i H ortocentrul triunghiului ABC. Atunci,

ITH? =272 —2r, R (unde 1}, este raza cercului inscris in triunghiul ortic al triunghiului
ABCQC).

Demonstratie. Fie C,CyC, si H,HyH, triunghiurile de contact, respectiv ortic

corespunzitoare triunghiului ABC (Figura 1.10). Deoarece Al si BI sunt bisectoarele

A

B H Cc C

Figura 1.10: TH? = 2r? — 2r,R

unghiurilor BAC, respectiv ABC rezults AT = AT (i) si BC, = rctg (ii). Avem,
BH, =ccosB, C,H, = BH,— BC, = ccos B — rctg%. Din triunghiul 1C,H, rezulta
ITH? =71+ (ccos B — rctgg)2 (iii). Dar AH = 2Rcos A (iv) si HH, = 2R cos B cos C
(v). Relatia lui Stewart aplicata in triunghiul Al H, ne da:

AI’ HH,+IH?.-AH — IH* . AH, = HH, - AH - AH, (vi)

Din relatiile (i) - (vi) rezultd IH? = 2r? — 2r, R, unde 7}, = 2R cos A cos B cos C (vezi
, Triunghiul ortic”). O

Teorema 58 Intr-un triunghi ABC, centrul cercului inscris (I), centrul de greutate
(G) si punctul lui Nagel (N') sunt coliniare §i IG = GTN

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Nagel”. O

Teorema 59 Intr-un triunghi ABC, fie I centrul cercului inscris triunghiului, O
centrul cercului circumscris, H ortocentrul st N punctul lut Nagel ol triunghiulus
ABC. Atunci, 10 = 2 i HN || OI.
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Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Nagel”. U

Teorema 60 Dreptele IH si S,O sunt paralele si IH = 25,0 (unde S, este punctul
lui Spieker al triunghiului ABC).

Demonstratie. Vezi ,, Punctul lui Spieker”. U

Teorema 61 Centrul cercului inscris in triunghiul median al unui triunghi ABC' este
miglocul segmentului IN, unde N este punctul lui Nagel al triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Nagel”. U

Teorema 62 Punctele I,G, Sy, N sunt coliniare si 12GS, = 6GI = 415, = 3NG =
2N1.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Nagel”. U

Teorema 63 Centrul cercului inscris intr-un triunghi apartine dreptei lui Nagel core-
spunzatoare triunghiulus.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Nagel”. U

Teorema 64 Centrul cercului tnscris in triunghiul ABC este punctul lui Nagel al
triunghiului median.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Nagel”. U

Teorema 65 In triunghiul ABC' fie M € (AB) si N € (AC). Dreapta MN trece prin

centrul cercului inscris in triunghiul ABC daca si numai daca b - % +c- % = a.

Demonstratie. Vezi [12, § I1.15] O

Teorema 66 Fie I centrul cercului tnscris in triunghiul ABC gi A’, B', C' punctele de
intersectie dintre bisectoarele AI, BI respectiv C'I cu cercul circumscris triunghiului
ABC'. Ortocentrul triunghiului A'B'C" este punctul I.

Demonstratie. Fie {D} = AANB'C’. Avem m(m’)—i—m(@’) = m(A/C'?’)—F
[m(B'BC)+m(CAA)] =L[m(C)+m(B)+m(A)] = 90°, de unde rezultii ¢z m(A'DC’) =
90°, deci AA’LA'C’, adica I este ortocentrul triunghiului A’B’C". O

Teorema 67 Fie I centrul cercului tnscris in triunghiul ABC gi A, B',C" punctele
de intersectie dintre bisectoarele AI, BI respectiv C'I cu mediatoarele corespunzatoare.
Atunci, A'B’ este mediatoarea segmentului IC, B'C" este mediatoarea segmentului I A
51 C' A’ este mediatoarea segmentului IB.

Demonstratie. Punctele A’, B’, C’ sunt punctele de intersectie dintre bisectoarele
AI, BI, respectiv C1T cu cercul circumscris triunghiului ABC'. Deoarece A’ este centrul
cercului circumscris triunghiului BIC' (vezi ,Cercuri exinscrise”) rezulta concluzia. O
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Teorema 68 Masura unghiului determinat de bisectoarea interioard unghiului A a
triunghiului ABC' i indltimea din A este egald cu 5 |m(<B) — m(<C)].

Demonstratie. Fie H, piciorul inl{imii din A si A’piciorul bisectoarei din A
(Figura 1.11).Considerdm cazul in care A’ € (H,C), cazul in care A € (H,B)

A

w
(@]

H, A

Figura 1.11: Masura unghiului dintre de bisectoare si inaltime

tratdndu-se analog. Din m(m’) %m(ﬁ) - m(H/aA\B) = 1m(A)—[90 — m(B)] =
Lm(<A)— | 3(m(A) + m(B) + m(C)) — m(B)| rezultd m(H,AA) = L |m(B) — m(C)| .
]

Teorema 69 Proiectiile varfului A al triunghiului ABC pe cele patru bisectoare ale
unghiurilor B gi C sunt coliniare.

Demonstratie. Fie P,Q si R, S proiectiile varfului A pe bisectoarele exterioare,
respectiv interioare ale varfurilor B gi C. Patrulaterele PBRA si CQAS sunt drep-
tunghiuri, deci PR trece prin M, mijlocul lui AB si SQ trece prin N, mijlocul laturii
AC (Figura 1.12). Deoarece <M BR = <M RB = <RBC rezulta ca MR || BC, deci

—

B Cc

Figura 1.12: Proiectiile varfului A pe bisectoarele din B si C

R apartine dreptei M N. Analog se arata ca S € M N, deci punctele P,Q, R, S sunt
coliniare. O



