
Capitolul 3

CERCURI REMARCABILE
ASOCIATE UNUI TRIUNGHI

3.1 CERCUL LUI EULER

�Citi̧ti pe Euler! Citi̧ti pe Euler, el este Maestrul nostru, al tuturor.�- P. S. Laplace1

Teorema 863 În triunghiul ABC; �e Ha;Hb;Hc picioarele în¼alţimilor, Ma;Mb;Mc

mijloacele laturilor BC;CA; respectiv AB şi A0; B0; C 0 mijloacele segmentelor AH;BH;
respectiv CH: Punctele Ha;Hb;Hc; Ma; Mb; Mc; A

0; B0; C 0 sunt conciclice.

Demonstra̧tie. În triunghiul dreptunghicAHaB,HaC este median¼a, deciHaMc =
AB
2 (i); MaMb este linie mijlocie în triunghiul ABC; rezult¼a:

MaMb =
AB

2
(ii)

(Figura 3.1). Din (i) şi (ii) rezult¼a c¼a MaMb = HaMc şi cum McMb k BC (deoarece
McMb este linie mijlocie în triunghiul ABC) rezult¼a c¼a patrulaterul McHaMaMb este
trapez isoscel, deci punctele Ma;Mb;Mc şi Ha apaŗtin unui cerc }. Analog, se arat¼a
c¼a punctele Hb şi Hc apaŗtin cercului. În triunghiul BHC, MaC

0 este linie mijlocie,
deci MaC

0 k BH;de unde
^HBC � ^C 0MaC: (iii)

Patrulaterul BHaHHc �ind inscriptibil

m(^BHaH) +m(^BHcH) = 180�

rezult¼a c¼a ^HBHa � ^HHcHa (iv). Din relaţiile (iii) şi (iv) rezult¼a c¼a ^C 0MaC �
^HaHcH; adic¼a patrulaterul C 0MaHaHc este inscriptibil, deci C 0 apaŗtine cercului }:
Analog, se demonstreaz¼a c¼a punctele A0 şi B0 sunt pe cercul }. �

1P. S. Laplace (1749-1827) �matematician şi astronom francez , contribuţii în algebr¼a şi analiz¼a

1
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Figura 3.1: Cercul lui Euler

Observa̧tia 864

i) Cercul pe care se g¼asesc cele nou¼a puncte Ha;Hb;Hc; Ma; Mb; Mc; A
0; B0; C 0 se

numeşte cercul lui Euler2 sau cercul celor nou�a puncte sau cerc medial.
ii) Centrul cercului lui Euler îl vom nota în continuare cu O9.
iii) Punctele A0; B0; C 0- mijloacele segmentelor AH;BH;CH �se numesc punctele

euleriene ale triunghiului ABC:
iv) Faptul c¼a punctele A0; B0; C 0 apaŗtin cercului lui Euler poate � ar¼atat şi astfel:

AH �HHa = BH �HHb = CH �HHc

(vezi [12, § III.1]) sau

AH

2
�HHa =

BH

2
�HHb =

CH

2
�HHc;

de unde
A0H �HHa = B0H �HHb = C 0H �HHc:

Teorema 865 Într-un triunghi, dreptele care unesc mijloacele laturilor, respectiv cu
punctele euleriene ale în¼alţimilor ce pleac¼a din v¼arfurile opuse sunt diametre în cercul
lui Euler al triunghiului.

Demonstra̧tie. Din teorema 863, rezult¼a concluzia. �
2Leonhard Euler (1707-1783) � matematician elveţian, profesor la Universitatea din Petesburg,

contribuţii fundamentale în toate ramurile matematicii
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Teorema 866 Centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC este mijlocul segmentu-
lui OH, unde O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, iar H ortocentrul
acestuia.

Demonstra̧tie. Deoarece OMa?BC rezult¼a OMa k HHa; adic¼a patrulaterul
HOMaHa este trapez, perpendicularele ridicate din mijloacele coardelor HaMa;HbMb

şi HcMc ale cercului lui Euler trec prin mijlocul segmentului OH, deci prin O9. �

Observa̧tia 867 Perpendicularele ridicate pe laturile unui triunghi în mijloacele seg-
mentelor cuprinse între picioarele în¼alţimilor şi mijloacele laturilor, sunt concurente
în centrul cercului lui Euler al triunghiului.

Teorema 868 Centrul de greutate G al triunghiului ABC se a�¼a pe dreapta lui Euler
a triunghiului ABC şi GH = 2OG:

Demonstra̧tie. Vezi "Dreapta lui Euler". �

Teorema 869 Fie H ortocentrul triunghiului ABC: Triunghiurile ABC; BHC; CHA
şi AHB au acelaşi cerc al lui Euler.

Demonstra̧tie. Deoarece triunghiurile ABC;BHC;CHA şi AHB au acelaşi tri-
unghi ortic (vezi [12, § III.1]) rezult¼a, c¼a ele au acelaşi cerc al lui Euler. �

Teorema 870 Fie H ortocentrul triunghiului ABC: Dreptele lui Euler ale triunghi-
urilor ABC;BHC;CHA şi AHB sunt concurente.

Demonstra̧tie. Deoarece triunghiurile ABC;AHC;AHB şi BHC au acelaşi cerc
medial, atunci dreptele lui Euler ale acestor triunghiuri trec prin punctul O9 (centrul
cercului lui Euler). �

Teorema 871 Raza cercului lui Euler a triunghiului ABC are lungimea egal¼a cu
jum¼atate din lungimea razei cercului circumscris a triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Din teorema 868 avem OMa =
1
2AH = A0H (A0- mijlocul seg-

mentului AH) şi cum OMa k A0H rezult¼a c¼a patrulaterul A0HMaO este paralelogram.
Astfel, A0Ma trece prin O9 mijlocul segmentului OH, adic¼a prin centrul cercului lui
Euler. Cum în triunghiul AHA00; A0Ma este linie mijlocie, rezult¼a A0Ma =

1
2AA" = R;

de unde A0O9 = A0Ma
2 = 1

2R: �

Teorema 872 Punctele H;O9; G şi O determin¼a o diviziune armonic¼a.

Demonstra̧tie. Deoarece HO9
HO = 1

2 =
GO9
GO rezult¼a c¼a punctele H;O9; G şi O

formeaz¼a o diviziune armonic¼a. �

Teorema 873 Diametrele cercului lui Euler al triunghiului ABC care trec prin punctele
lui Euler sunt mediatoarele laturilor triunghiului ortic corespunz¼ator triunghiului ABC:
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Demonstra̧tie. Deoarece patrulaterul OMaHA
0 este paralelogram, rezult¼a c¼a

A0Ma este diametru în cercul lui Euler corespunz¼ator triunghiului ABC şi A0Ma k AO:
Cum AO?HbHc (vezi �Triunghiul ortic�) rezult¼a A0Ma?HbHc: �

Teorema 874 Diametrele cercului lui Euler al triunghiului ABC care trec prin mij
- loacele laturilor triunghiului sunt paralele cu razele cercului circumscris ce trec prin
vârfurile opuse laturilor considerate.

Demonstra̧tie. Dac¼a A0; B0; C 0 sunt punctele euleriene, atunci OMa k AA0 şi
OMa � AA0, deci patrulaterul AA0MaO este paralelogram, de unde rezult¼a c¼a A0Ma k
AO: �

Teorema 875 Tangentele în punctele euleriene la cercul lui Euler a triunghiului ABC
sunt antiparalele cu laturile triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Deoarece HbHc este antiparalel¼a cu BC şi tangenta în A0 la cercul
lui Euler este paralel¼a cu HbHc; rezult¼a c¼a tangenta în A0 este paralel¼a cu HbHc: �

Teorema 876 Perpendicularele duse din mijloacele laturilor unui triunghi, respectiv
pe laturile triunghiului ortic sunt concurente în centrul cercului celor dou¼a puncte ale
triunghiului dat.

Demonstra̧tie. Vezi [12, § III.1]. �

Teorema 877 Într-un cerc dat se pot înscrie o in�nitate de triunghiuri care s¼a aib¼a
acelaşi cerc al lui Euler.

Demonstra̧tie. Deoarece într-un cerc dat se pot înscrie o in�nitate de triunghiuri
care s¼a aib¼a acelaşi ortocentru H (vezi �Ortocentrul unui triunghi�), iar centrul cer-
cului este punctul �x O, atunci mijlocul segmentului OH �punctul O9 - este centrul
cercului lui Euler corespunz¼ator triunghiurilor înscrise în cercul, având ortocentrul H,
raza acestui cerc având lungimea egal¼a cu jum¼atate din lungimea razei cercului . �

Teorema 878 Cercul lui Euler al unui triunghi dreptunghic trece prin vârful care are
m¼asura de 90� şi este tangent în acest punct cercului circumscris.

Demonstra̧tie. Deoarece ortocentrul triunghiului dreptunghic ABC este chiar
vârful A (m(^A) = 90�) rezult¼a c¼a centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC este
mijlocul medianei AO (O �ind centrul cercului circumscris triunghiului ABC), deci A
este punct pe cercul lui Euler al triunghiului ABC. Avem AO9 =

AO
2 = R

2 = O9O;
deci cercul lui Euler al triunghiului ABC este tangent interior cercului circumscris
triunghiului ABC: �

Teorema 879 Cercul lui Euler al unui triunghi ABC este locul geometric al mi-
jloacelor segmentelor HM , când M parcurge cercul circumscris triunghiului ABC
(unde H este ortocentrul triunghiului ABC):
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Figura 3.2: Cercul lui Euler ca şi loc geometric

Demonstra̧tie. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC, O9 centrul
cercului lui Euler al triunghiului ABC; M un punct pe cercul C(O;R); iar P mijlocul
segmentului HM (Figura 3.2). Cum O9 este mijlocul segmentului HO, atunci O9P
este linie mijlocie în triunghiul HOM , deci

O9P =
OM

2
=
1

2
R;

adic¼a P apaŗtine cercului lui Euler al triunghiului ABC: Reciproc, dac¼a P este un
punct pe cercul lui Euler al triunghiului ABC şi M este punctul de interseçtie dintre
HP cu cercul circumscris triunghiului ABC; atunci O9P = R

2 =
OM
2 ; deci P este

mijlocul segmentului HM . �

Teorema 880 Triunghiurile dreptunghice înscrise într-un cerc C(O;R) având vârful
unghiului drept �x şi ipotenuza variabil¼a, au acelaşi cerc medial.

Demonstra̧tie. Cercurile lui Euler corespunz¼atoare triunghiurilor dreptunghice
au acelaşi centru O9 �mijlocul medianei AO şi aceeaşi raz¼a egal¼a cu R

2 : �

Teorema 881 Fie Ma mijlocul laturii BC a triunghiului ABC: Prin inversiunea de
centru Ma şi raport k 2 R� cercul lui Euler (f¼ar¼a punctul Ma) se transform¼a într-o
dreapt¼a paralel¼a cu BC:

Demonstra̧tie. FieO9 centrul cercului lui Euler al triunghiuluiABC şiA� punctul
diametral opus lui A în cercul circumscris (Figura 3.3). Prin inversiunea I(Ma; k) cer-
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Figura 3.3: Inversiune

cul lui Euler se transform¼a într-o dreapt¼a d perpendicular¼a pe dreaptaMaO9: Deoarece
MaO9 k AA� şi d?MaO9 rezult¼a c¼a d?AA�. Fie D punctul de interseçtie dintre AB
şi tangenta în A� la cercul circumscris triunghiului ABC. Atunci, d k DA�: Avem:

m(^ADA�) = 90� �m(^A�AD) = m(^AA�B) = m(^ACB);

adic¼a dreptele BC şi A�O sunt antiparalele, de unde rezult¼a c¼a dreptele d şi BC sunt
antiparalele. �

Teorema 882 Fie A1; B1; C1 mijloacele segmentelor AO;BO, respectiv CO �unde O
este centrul cercului circumscris unui triunghi ABC: Centrul cercului lui Euler (O9)
al triunghiului ABC este ortocentrul triunghiului A1B1C1.

Demonstra̧tie. Fie AHa în¼aļtimea triunghiului ABC şi A1A00 k AHa (A00 2 BC)
(Figura 3.4). Deoarece B1C1 k BC rezult¼a c¼a A1A00?B1C1 şi A00 este mijlocul seg-
mentului HaMa; ceea ce arat¼a c¼a O9 - centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC
apaŗtine dreptei A1A00: Deci, O9 apaŗtine în¼aļtimii din A1 a triunghiului A1B1C1: Ana-
log se arat¼a c¼a O9 apaŗtine şi în¼aļtimii din B1 a triunghiului A1B1C1, deci O9 este
ortocentrul triunghiului A1B1C1. �



CERCURI REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 7

Figura 3.4: O9 este ortocentrul triunghiului A1B1C1

Teorema 883 Dac¼a O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, atunci
dreptele ce unesc mijloacele segmentelor OA;OB;OC cu Ma;Mb;Mc� mijloacele la-
turilor BC;CA; respectiv AB - sunt dreptele lui Euler ale triunghiurilor MbOMc;
McOMa;respectiv MaOMb:

Demonstra̧tie. Vezi "Dreapta lui Euler": �

Observa̧tia 884 Dreptele A0Ma, B0Mb şi C 0Mc sunt concurente în centrul cercului lui
Euler al triunghiului median, deoarece dreptele lui Euler ale unui patrupunct ortocentric
(patru puncte în care �ecare punct este ortocentrul triunghiului determinat de celelalte
trei puncte) sunt concurente, punctul de concurenţ¼a �ind centrul cercului lui Euler al
triunghiului MaMbMc.

Teorema 885 Cercul circumscris unui triunghi este cercul celor nou¼a puncte al tri-
unghiului anticomplementar.

Demonstra̧tie. Triunghiul ABC este triunghiul anticomplementar al triunghiului
median MaMbMc: �

Teorema 886 Cercul circumscris unui triunghi ABC şi cercul lui Euler al acestui
triunghi sunt omotetice.

Demonstra̧tie. Dac¼a A0; B0; C 0 sunt punctele lui Euler al triunghiului ABC,
atunci A0B0; B0C 0; C 0A0 sunt linii mijlocii în triunghiurile ABH;BHC, respectiv CHA;
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deci A0B0 k AB; B0C 0 k BC; C 0A0 k CA şi AA0 \ BB0 \ CC 0 = fHg; adic¼a tri-
unghiurile ABC şi A0B0C 0 sunt omotetice, de unde rezult¼a c¼a cercurile circumscrise
triunghiurilor ABC şi A0B0C 0 sunt omotetice, centrul de omotetie �ind ortocentrul
triunghiului ABC. �

Observa̧tia 887 Deoarece triunghiul ABC are cu triunghiul A0B0C 0 în¼alţimile co-
mune, iar cu triunghiul median MaMbMc medianele comune rezult¼a c¼a G este centrul
de omotetie invers dintre triunghiul ABC şi MaMbMc, deci G este centrul de omotetie
invers dintre cercul circumscris triunghiului ABC şi cercul circumscris triunghiului
MaMbMc - adic¼a cercul lui Euler al triunghiului ABC:

Teorema 888 Triunghiurile echilaterale înscrise într-un cerc dat au acelaşi cerc al
lui Euler.

Demonstra̧tie. Într-un triunghi echilateral ABC picioarele în¼aļtimilor coincid cu
mijloacele laturilor, deci cercul lui Euler este cercul înscris în triunghiul ABC: Deoarece
triunghiurile echilaterale înscrise într-un cerc au acelaşi cerc înscris, concluzia este
evident¼a. �

Teorema 889 Fie triunghiul dreptunghic ABC (m(^BAC) = 90�) şi M un punct pe
cercul circumscris triunghiului ABC astfel încât A şi M se a�¼a în semicercuri diferite
determinate de diametrul BC: Triunghiurile AMB şi AMC au cercurile lui Euler
tangente.

Demonstra̧tie. Fie O1 şi O2 centrele cercurilor lui Euler ale triunghiurilor AMB
şi AMC, iar P mijlocul segmentului AM (Figura 3.5). Tangenta (T ) în P la cercul lui

Figura 3.5: Triunghiurile AMB şi AMC au cercurile lui Euler tangente

Euler al triunghiului AMB este paralel¼a cu tangenta (T1) în B la cercul circumscris
triunghiului ABM , iar tangenta în P la cercul lui Euler al triunghiului AMC este
paralel¼a cu tangenta (T2) în C la cercul circumscris triunghiului AMC. Cum BC
este diametru în cercul circumscris triunghiului ABC rezult¼a c¼a BT1 k CT2 de unde
PT k BT1 k CT2; adic¼a cercurile lui Euler sunt tangente exterior în punctul P: �
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Observa̧tia 890 Patrulaterele BOO2O1 şi COO1O2 sunt paralelograme, deoarece O1P+
PO2 =

R
2 +

R
2 = R = BO şi OB k PO1:

Teorema 891 Fie �; �; 
 punctele diametral opuse vârfurilor A;B;C ale triunghiului
ABC în cercul circumscris acestui triunghi. Cercurile lui Euler ale triunghiurilor
�BC; �AC şi 
AB sunt tangente cercului lui Euler al triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Soluţie evident¼a utilizând teorema 889. �

Teorema 892 Raza cercului lui Euler a unui triunghi ABC este media geometric¼a
între raza cercului circumscris şi raza cercului lui Euler al triunghiului s¼au ortic.

Demonstra̧tie. Fie R raza cercului circumscris triunghiului ABC; R1 şi R2 razele
cercurilor lui Euler ale triunghiurilor ABC şi HaHbHc (triunghiul ortic al triunghiului
ABC). Avem R

R1
= 1

2 şi
R1
R2
= 1

2 ; de unde R
2
1 = R �R2: �

Teorema 893 Raza cercului lui Euler a triunghiului ortic al unui triunghi ABC este
medie geometric¼a între razele cercurilor lui Euler ale triunghiului ABC şi cea a tri-
unghiului median.

Demonstra̧tie. Fie R1; R2; R3 razele cercurilor lui Euler ale triunghiurilor ABC,
HaHbHc (triunghiul ortic al triunghiului ABC), respectiv H1H2H3 (triunghiul ortic
al triunghiului median). Avem R1

R2
= 1

2 şi
R2
R3
= 1

2 ; de unde R
2
1 = R1R3. �

Teorema 894 Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC şi A1; B1; C1
punctele de intersecţie dintre AO;BO;CO cu BC;CA respectiv AB: Cercurile având
diametrele AA1; BB1; CC1 sunt tangente cercului circumscris triunghiului ABC şi cer-
cului lui Euler al triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Deoarece punctele A;O şi A1 sunt coliniare rezult¼a c¼a cercul cir-
cumscris triunghiului ABC şi cercul de diametru AA1 sunt tangente interior. Deoarece
punctele Ha; O9 şi � sunt coliniare (� �ind centrul cercului de diametru AA1 şi O9
centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC) rezult¼a c¼a cercul lui Euler şi cercul de
diametru AA1 sunt tangente interior în punctul Ha:

Teorema 895 Axa radical¼a a cercurilor circumscris şi a celor dou¼a puncte ale unui
triunghi ABC este axa ortic¼a a triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Vezi �Axa ortic¼a�. �

Teorema 896 Cercul circumscris unui triunghi ABC este cercul lui Euler al triunghi-
ului antisuplementar IaIbIc al triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Vezi [12, § III.10]. �

Teorema 897 Fie HaHbHc triunghiul ortic şi MaMbMc triunghiul median al tri-
unghiului ABC, O centrul cercului circumscris triunghiului ABC; f�g = AO\MbMc;
f�g = BO \MaMc; f
g = CO \MaMb: Dreptele Ha�; Hb� şi Hc
 sunt concurente
în centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC:
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Figura 3.6: Dreptele concurente în centrul cercului lui Euler

Demonstra̧tie. Fie A1; B1; C1 punctele de interseçtie dintre AO; BO; CO cu BC;
CA; respectiv AB şi A0 mijlocul segmentului AH (Figura 3.6). În triunghiul drep-
tunghic AHaA1; Ha� este median¼a, iar în triunghiul A0HaMa; HaO9 este median¼a
(O9 �ind centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC). Deoarece AO k A0Ma (pa-
trulaterul AOMaA

0 �ind paralelogram) rezult¼a c¼a punctele Ha; O9 şi � sunt coliniare.
Analog se arat¼a c¼a dreptele Hb� şi Hc
 trec prin O9: �

Teorema 898 În triunghiul ABC; �e HaHbHc triunghiul ortic şi CaCbCc triunghiul
de contact. Triunghiul CaCbCc şi triunghiul având vârfurile în centrele cercurilor
înscrise în triunghiurile AHbHc; BHcHa; CHaHb au acelaşi cerc al lui Euler.

Demonstra̧tie. Fie I 0; I 00; I 000 centrele cercurilor înscrise în triunghiurile AHbHc;
BHcHa respectiv CHaHb. Punctele I 0; I 00; I 000 sunt simetricele centrului cercului înscris
în triunghiul ABC faţ¼a de laturile triunghiului de contact (vezi [12, § III.38]) şi cum I
este centrul cercului circumscris triunghiului CaCbCc rezult¼a c¼a I 0; I 00; I 000 sunt centrele
cercurilor lui Carnot ale triunghiului CaCbCc, deci triunghiurile I 0; I 00; I 000 şi CaCbCc
au acelaşi cerc al lui Euler şi aceeaşi dreapt¼a a lui Euler (vezi [12, § III.38]. �

Teorema 899 Fie A0; B0; C 0 punctele de intersecţie ale bisectoarelor interioare ale
unghiurilor A;B;C ale unui triunghi ABC cu cercul circumscris acestuia şi A00; B00; C 00

punctele unde perpendicularele din I � centrul cercului înscris în triunghiul ABC �
pe laturile BC;CA;AB intersecteaz¼a a doua oar¼a cercurile circumscrise triunghiurilor
AIO;BIO;CIO: Triunghiurile A0B0C 0 şi A00B00C 00 au acelaşi cerc al lui Euler.

Demonstra̧tie. Punctele A00; B00; C 00 sunt centrele cercurilor lui Carnot ale tri-
unghiului A0B0C 0 (vezi �Punctul lui Karyia�) şi cum triunghiul lui Carnot al unui
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triunghi dat şi triunghiul dat au acelaşi cerc al lui Euler (vezi [12, § III.38]) rezult¼a
concluzia. �

Teorema 900 Într-un triunghi ABC se proiectez¼a dou¼a vârfuri pe bisectoarea inte-
rioar¼a a celui de-al doilea vârf şi pe bisectoarea unghiului format de în¼alţimile ce pleac¼a
din primele dou¼a vârfuri; cele patru puncte obţinute aparţin unui cerc cu centrul pe
cercul lui Euler al triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Fie D şi E respectiv D0 şi E0 proieçtiile punctelor B şi C pe bi-
sectoarele unghiurilor\BAC, respectiv\BHC (Figura 3.7). Avem m(^BHC) = 180��

Figura 3.7: Cerc cu centrul pe cercul lui Euler

m(^A) (AHcHHb �ind patrulater inscriptibil), deci m(^BHD0 = 90�� 1
2m(^A): Fie

fTg = BH \AD: Atunci,

m(^ATHb) = m(^BTD) = 90� �
1

2
m(^A);

de unde ^BHD0 � ^BTD; deci HD0 k AD: Atunci, patrulaterul DD0E0E este drep-
tunghi şi �e F centrul acestuia. Ar¼at¼am c¼a F apaŗtine cercului lui Euler al triunghiului
ABC. Fie A0 mijlocul lui AH şi Ma mijlocul lui BC. În trapezul AHD0A0F este linie
mijlocie, deci A0F k AE: Din trapezul BDCE0 rezult¼a FMa k CE: Cum CE?AE
rezult¼a AF?FMa; deci m(^AFMa) = 90�; adic¼a F apaŗtine cercului Euler al tri-
unghiului ABC: �

Observa̧tia 901 Proprietatea de mai sus r¼amâne adev¼arat¼a şi pentru bisectoarele ex-
terioare.

Teorema 902 Într-un triunghi oarecare, cercul lui Euler este tangent cercului înscris
şi cercurilor exînscrise corespunz¼atoare.

Demonstra̧tie. Vezi [12, § II.12]. �
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Teorema 903 Fie H ortocentrul unui triunghi ABC: Triunghiurile ABC; HAB;
HBC; HCA au acelaşi cerc al lui Euler tangent celor 16 cercuri înscrise sau exîn-
scrise acestor patru triunghiuri.

Demonstra̧tie. Deoarece triunghiurile ABC;HAB;HBC;HCA au acelaşi cerc al
lui Euler rezult¼a c¼a cercul lui Euler - conform teoremei lui Feuerbach �este tangent
celor 4 cercuri înscrise în aceste triunghiuri şi celor 12 cercuri exînscrise corespunz¼a-
toare celor patru triunghiuri. �

Teorema 904 Dreptele lui Euler ale celor patru triunghiuri ale unui patrupunct or-
tocentric sunt concurente.

Demonstra̧tie. Din faptul c¼a cele patru triunghiuri considerate au acelaşi cerc
al lui Euler, dreptele lui Euler ale lor sunt concurente în centrul cercului lui Euler al
triunghiului dat. �

Teorema 905 Fie H ortocentrul unui triunghi ABC şi HaHbHc triunghiul ortic al
acestuia. Cercul lui Euler al triunghiului ABC se obţine prin inversiunea de centru
H şi raport HHa �HA a cercului circumscris triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Din egalitatea HHa � HA = HHb � HB = HHc � HC = k (vezi
[12, § III.1]) rezult¼a c¼a punctele A;B;C se obţin din Ha;Hb;Hc prin inversiunea de
centru H şi raport �k, deci prin inversiunea (H;�k) cercurile circumscrise acestor
triunghiuri se corespund, adic¼a cercul lui Euler se obţine prin inversiunea (H;�k) a
cercului circumscris triunghiului ABC. �

Teorema 906 Fie O9 centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC. Atunci:

AO9 =
R

2

p
1 + 8 cosA sinB sinC;

unde R este lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. În triunghiul AHO, AO9 este median¼a. Din teorema medianei
avem: AO29 =

2(AO2+AH2)�OH2

4 : Dar,

AO = R; AH = 2R cosA; OH2 = R2(1� 8 cosA cosB cosC)

(vezi �Centrul cercului circumscris unui triunghi�), de unde rezult¼a:

AO29 =
R2

4
[1 + 8 cosA(� cos (B + C) + cosB cosC)]

sau AO29 =
R2

4 (1 + 8 cosA sinB sinC) ; deci AO9 =
R
2

p
1 + 8 cosA sinB sinC: �
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Observa̧tia 907

i) Ţinând cont c¼a raza cercului Ha - exînscris corespunz¼ator triunghiului ortic al
triunghiului ascuţitunghic ABC este �a = 2R cosA sinB sinC (vezi [12, § III.1]) putem
scrie

AO9 =

p
R

2
�
p
R+ 4�a:

ii) Din cele de mai sus rezult¼a

OO9 =
1

2
OH =

R

2

p
1� 8 cosA � cosB � cosC:

iii) Aplicând teorema cosinusului în triunghiul OAO9 obţinem:

cos^OAO9 =
AO29 �AO2 �OO29

2AO9 �AO
=
1 + 2 cosA (sinB sinC + cosB cosC)p

1 + 8 cosA sinB sinC

=
1 + 2 cosA � cos(B � C)p
1 + 8 cosA � sinB � sinC

=
cos B�C2 [2 cosA+ 1]p
1 + 8 cosA sinB � sinC

:

iv) Din formula fundamental¼a a trigonometriei rezult¼a:

sin2 \OAO9 = 1� cos2 \OAO9 =
4 cos2A � [1� cos2(B � C)]
1 + 8 cosA � sinB � sinC ;

deci

sin^OAO9 =
2 cosA sin (B � C)p

1 + 8 cosA � sinB � sinC
:

Teorema 908 Fie O9 şi I centrul cercului lui Euler, respectiv centrul cercului înscris
în triunghiul ABC. Atunci,

O9I =
R� 2r
2

;

unde R şi r sunt razele cercurilor circumscris, respectiv înscris în triunghiul ABC:

Demonstra̧tie. Din teorema cosinusului aplicat¼a în triunghiul IAO9 rezult¼a:

O9I
2 = AO29 +AI

2 � 2AO9 �AI � cos^O9AI (i)

Ţinând cont c¼a

AO9 =
R

2

p
1 + 8 cosA sinB sinC; AI = 4R sin

B

2
sin

C

2

(vezi �Cercul înscris�) şi

cos^O9AI =
cos B�C2 [2 cosA+ 1]p
1 + 8 cosA � sinB � sinC

rela̧tia (i) devine:

O9I
2 =

R2

4

�
1 + 8 cosA sinB sinC + 64 sin2

B

2
� sin2 C

2
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�2 � 16 cosA sin B
2
sin

C

2
�
�
cos

B

2
cos

C

2
+ sin

B

2
sin

C

2

�
�
�
16 sin2

B

2
sin2

C

2
+ 16 sin

B

2
sin

C

2
cos

B

2
cos

C

2

��
O9I

2 =
R2

4

�
1 + 48 sin2

B

2
cos sin2

C

2
� 32

�
1� 2 sin2 A

2

�
sin2

B

2
sin2

C

2

�16 sin B
2
sin

C

2
cos

B

2
cos

C

2

�
sau

O9I
2 =

R2

4

�
1 + 64 sin2

A

2
sin2

B

2
sin2

C

2
+ 16 sin

B

2
sin

C

2

�
sin

B

2
sin

C

2
� cos B

2
cos

C

2

��
;

de unde

O9I
2 =

R2

4

�
1� 16 sin A

2
sin

B

2
sin

C

2
+ 64 sin2

A

2
sin2

B

2
sin2

C

2

�
şi de aici rezult¼a c¼a:

O9I
2 =

R2

4

�
1� 8 sin A

2
sin

B

2
sin

C

2

�2
=
R2

4

�
1� 2r

R

�2
de unde O9I = R

2 � r: �

Observa̧tia 909

i) Ţinând cont c¼a raza cercului lui Euler este egal¼a cu R
2 şi

R
2 �

�
R
2 � r

�
= r rezult¼a

c¼a cercurile lui Euler şi cel înscris în triunghiul ABC sunt tangente interior.
ii) Deoarece ^O9AI � ^O9AIa (punctele A; I şi Ia - centrul cercului A �exînscris

�ind coliniare) rezult¼a cos^O9AI = cos^O9AIa şi ţinând cont c¼aAIa = 4R cos B2 cos
C
2

(vezi �Cercurile exînscrise�) printr-o demonstraţie analoag¼a celei mai de sus se obţine
O9Ia =

R
2 + ra: Întrucât

�
R
2 + ra

�
� R

2 = ra rezult¼a c¼a cercurile lui Euler şi cel A �
exînscris corespunz¼atoare triunghiului ABC sunt tangente exterior.

iii) Din cele de mai sus rezult¼a o demonstraţie trigonometric¼a a teoremei lui Feuer-
bach.

Teorema 910 Cercul lui Euler al triunghiului ABC şi cercul circumscris triunghiului
tangenţial al triunghiului ABC se corespund prin inversiunea de centru O şi centru
R2.

Demonstra̧tie. Vezi [12, § III.4]. �

Teorema 911 Fie un triunghi ABC înscris în cercul de centru O. Dac¼a Oa; Ob; Oc
sunt simetricele lui O faţ¼a de BC;CA; respectiv AB, s¼a se arate c¼a dreptele AOa;
BOb; COc sunt concurente în O9; centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC:
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Figura 3.8: AOa; BOb; COc sunt concurente în O9

Demonstra̧tie. Soluţia 1. FieD punctul diametral opus lui A în cercul circumscris
triunghiului ABC, H ortocentrul triunghiului (Ha;Hb;Hc sunt picioarele perpendicu-
larelor coborâte din vârfurile A; respectiv B;C), iar Ma;Mb şi Mc mijloacele laturilor
BC;AC; respectiv AB (Figura 3.8).

DA �ind diametru, rezult¼a c¼aBD?AB şiDC?AC. DeoareceBHb?AC şi CHc?AB
rezult¼a c¼a BHb k DC şi CHc k BD, deci BDCH este paralelogram; atunci diagonala
DH trece prin mijlocul Ma al lui BC (deci BC \HD = fMag). Cum O este punc-
tul de interseçtie al mediatoarelor triunghiului ABC, rezult¼a c¼a OMa?BC;AH?BC,
deci AH k OOA. Deoarece AO � OD, rezult¼a c¼a OMa este linie mijlocie în tri-
unghiul AHD; de aici avem OMa =

AH
2 , adic¼a OOA = 2OMa = AH. Patrulaterul

AHOAO �ind paralelogram diagonaleleHO şi AOA se înjum¼at¼aţesc, deci AOA\OH =
fO9g. Analog se demonstreaz¼a c¼a BOB \ OH = fO9g şi COC \ OH = fO9g; deci
AOA \BOB \ COC = fO9g.

Soluţia 2. Not¼am mijloacele segmentelor AOA; BOB; COC ; BC,OH respectiv cu
A�; B�; C�;Ma,O9: Din relaţia lui Sylvester avem:

��!
OH =

�!
OA+

��!
OB +

��!
OC;

rezult¼a
��!
OO9 =

�!
OA+

��!
OB+

��!
OC

2 . Întrucât BMa = MaC;MaO = OAMa , rezult¼a c¼a

BOCOA este paralelogram, deci
���!
OOA =

��!
OB =

��!
OC; A� �ind mijlocul lui AOA, avem

��!
OA� =

�!
OA+

���!
OOA
2

=

�!
AO +

��!
OB +

��!
OC

2
:
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Analog, obţinem
��!
OB� =

�!
OA+

��!
OB+

��!
OC

2 şi
��!
OC� =

�!
OA+

��!
OB+

��!
OC

2 . Deci,

��!
OO9 =

��!
OA� =

��!
OB� =

��!
OC� =

�!
OA+

��!
OB +

��!
OC

2
:

De aici deducem O9 = A
� = B� = C� şi prin urmare OAA \OBB \OCC = fO9g: �

Teorema 912 Centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC este mijlocul segmen-
tului ce uneşte punctele lui Hexyl şi Prasolov.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Hexyl�. �

Teorema 913 Fie M un punct pe un cerc {(O;R); H simetricul lui O faţ¼a de M şi P
un punct arbitrar ales pe cercul C 0 (M;R=2), dar a�at în interiorul discului D(O;R):
Dac¼a fAg = { \ HP , iar perpendiculara pe dreapta HP în P intersecteaz¼a cercul
{ în punctele B şi C; atunci punctul M este centrul cercului celor nou¼a puncte al
triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Evident O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC
(Figura 3.9).

Figura 3.9: M un punct pe un cerc {(O;R)

Fie Ma mijlocul segmentului BC. Atunci OMa?BC; OMa k HP: În trapezul
OMaHP , M este mijlocul diagonalei OH; deci perpendiculara dus¼a din M pe PMa

cade în mijlocul segmentului PMa; de unde rezult¼a c¼a PM � MMa

�
= R

2

�
; adic¼a

punctul Ma 2 C 0. Atunci cercul C 0 ce trece prin piciorul în¼aļtimii din A, prin mi-
jlocul laturii BC şi are raza jum¼atate din raza cercului circumscris triunghiului ABC
este cercul lui Euler al triunghiului ABC, deci M este centrul cercului lui Euler al
triunghiului ABC: �

Teorema 914 Fie MaMbMc triunghiul median al triunghiului ABC, X 2 (BC); Y 2
(CA); Z 2 (AB) astfel încât MaX = 2da � tg(B � C); MbY = 2db � tg(C � A);
McZ = 2dc � tg(A � B); da; db; dc �ind distanţele de la centrul cercului lui Euler al
triunghiului ABC la laturile BC;CA, respectiv AB. Dreptele AX;BZ şi CY sunt
concurente.
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Figura 3.10: AX;BZ şi CY sunt concurente

Demonstra̧tie. Fie HaHbHc triunghiul ortic al triunghiului ABC şi O9 centrul
cercului circumscris triunghiului ABC şi P proieçtia lui O9 pe BC (Figura 3.10).
Avem, MaHa = BHa �BMa = c cosB � a

2 : Din triunghiul O9PMa avem:

d2a =

�
R

2

�2
� (c cosB � a=2)

2

4
=
R2

4
� [2R sinC cosB �R sin(B + C)]

2

4

=
R2

4
� R

2[sinC cosB � sinB cosC]2
4

=
R2

4
� R

2 sin2(B � C)
4

=
R2

4
cos2(B � C);

de unde rezult¼a da = R
2 cos(B � C): Atunci,

XB = BMa �MaX =
a

2
�R sin(B � C)

= R sinA�R sin(B � C) = 2R cosB sinC:

Analog se arat¼a c¼a XC = 2R cosC sinB; deci BXCX = tgB
tgC : Analog se arat¼a c¼a

Y C
Y A =

tgC
tgA

şi ZAZB =
tgA
tgB ; de unde

BX
CX �

Y C
Y A �

ZA
ZB = 1; iar din reciproca teoremei lui Ceva rezult¼a c¼a

dreptele AX;BY şi CZ sunt concurente. �

Teorema 915 Fie triunghiul ABC şi punctulM situat pe cercul circumscris triunghi-
ului ABC. S¼a se arate c¼a triunghiul ale c¼arui vârfuri sunt centrele cercurilor lui Euler
corespunz¼atoare triunghiurilor MAB;MBC şi respectiv MCA este asemenea cu tri-
unghiul ABC:

Demonstra̧tie. Not¼am cu litere mici a�xele punctelor corespunz¼atoare şi �e O19;
O29; O

3
9 centrele cercurilor lui Euler ale triunghiurilor MAB;MBC şi respectiv MCA.

A�xele punctelor O19; O
2
9; O

3
9 sunt: !1 =

m+a+b
2 ; !2 =

m+b+c
2 ; !3 =

m+a+c
2 . Atunci,

j!1 � !2j =
��a�c
2

�� sau O19O29 = AC
2 , j!2 � !3j =

jb�aj
2 sau O29O

3
9 =

AB
2 şi j!3 � !1j =

jc�bj
2 sau O19O

3
9 =

BC
2 . Avem:

O19O
2
9

CA
=
O29O

3
9

AB
=
O39O

1
9

BC
=
1

2
;

deci triunghiurile O19O
2
9O

3
9 şi ABC sunt asemenea. �
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Teorema 916 Simetricele dreptei lui Euler a unui triunghi ABC în raport cu laturile
triunghiului ABC sunt concurente într-un punct ce aparţine cercului circumscris tri-
unghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi "Dreapta lui Euler". �

Teorema 917 Simetricele dreptei lui Euler a unui triunghi ABC în raport cu la-
turile triunghiului având vârfurile în punctele euleriene ale triunghiului ABC sunt
concurente într-un punct ce aparţine cercului lui Euler al triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. FieA0; B0; C 0 mijloacele segmentelorAH;BH, respectiv CH. Punc-
tul H este şi ortocentrul triunghiului A0B0C 0, iar centrul cercului circumscris triunghi-
ului A0B0C 0 este O9 (centrul cercului lui Euler), deci dreapta lui Euler a triunghiului
A0B0C 0 este HO9, adic¼a tocmai dreapta lui Euler a triunghiului ABC: Conform teo-
remei precedente rezult¼a c¼a simetricele dreptei lui Euler triunghiului A0B0C 0 în raport
cu laturile acestuia sunt concurente într-un punct ce apaŗtine cercului lui Euler al
triunghiului A0B0C 0, adic¼a tocmai cercul lui Euler al triunghiului ABC: �

Teorema 918 Fie CaCbCc triunghiul de contact al unui triunghi ABC: Dreapta lui
Euler a triunghiului CaCbCc trece prin centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Vezi "Dreapta lui Euler". �

Teorema 919 Fie MaMbMc triunghiul median corespunz¼ator unui triunghi ABC şi
G centrul de greutate al triunghiului ABC, iar Pa; Pb; Pc al doilea punct de intersecţie
al dreptelor AMa,BMb, respectiv CMc cu cercul lui Euler corespunz¼ator triunghiului
ABC. S¼a se arate c¼a

GPa �ma = GPb �mb = GPc �mc

(unde cu ma am notat lungimea medianei AMa).

Demonstra̧tie. Fie Ha;Hb;Hc picioarele în¼aļtimilor, A0; B0; C 0 mijloacele seg-
mentelor AH;BH, respectiv CH. Din puterea punctului A faţ¼a de cercul lui Euler
rezult¼a AA0 �AHa = APa �AMa sau

APa =
AA0 �AHa
AMa

=
Rha cosA

ma
=
bc cosA

2ma
:

Astfel,

GPa = GA�APa =
4m2

a � 3bc cosA
6ma

=
a2 + b2 + c2

12ma
:

Analog se arat¼a c¼a GPb �mb = GPc �mc =
a2+b2+c2

12 . �

Teorema 920 Într-un triunghi ABC cevienele concurente în centrul cercului lui Euler
al triunghiului sunt dreptele lui Euler ale triunghiurilor extangentice ale triunghiului
ortic al triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Deoarece vârfurile triunghiului ABC sunt centrele cercurilor exîn-
scrise corespunz¼atoare triunghiului ortic al triunghiului ABC, iar centrul cercului lui
Euler al triunghiului ABC este centrul cercului circumscris al triunghiului ortic, teo-
rema este o consecinţ¼a a teoremei precedente. �


