Capitolul 3

CERCURI REMARCABILE
ASOCIATE UNUI TRIUNGHI

3.1 CERCUL LUI EULER

,Cititi pe Euler! Cititi pe Euler, el este Maestrul nostru, al tuturor.” - P. S. Laplace!

Teorema 863 In triunghiul ABC, fie H,, Hy, H. picioarele tnaltimilor, M,, My, M.
majloacele laturilor BC, C A, respectiv AB si A’, B', C' mijloacele segmentelor AH, BH,
respectiv CH. Punctele H,, Hy, H., M,, M,, M., A’, B', C" sunt conciclice.

Demonstratie. In triunghiul dreptunghic AH,B, H,C este medians, deci H, M, =

ATB (i); MMy este linie mijlocie in triunghiul ABC, rezulta:
AB
MMy = =~ (i)

(Figura 3.1). Din (i) si (ii) rezultd c& MMy = H M, si cam M. M, | BC' (deoarece
M_.Mj, este linie mijlocie in triunghiul ABC') rezulta ca patrulaterul M.H,M,M, este
trapez isoscel, deci punctele M, My, M. si H, apartin unui cerc p. Analog, se arata
ci punctele Hy si H,. apartin cercului. In triunghiul BHC, M,C" este linie mijlocie,
deci M,C" || BH,de unde

<HBC = <C'M,C. (iii)

Patrulaterul BH,H H,. fiind inscriptibil
m(<BH,H)+m(<«BH.H) = 180°

rezultd cd <HBH, = <HH_.H, (iv). Din relatiile (iii) si (iv) rezulti cad <C'M,C =
<H,H.H, adici patrulaterul C'M,H,H. este inscriptibil, deci C’ apartine cercului .
Analog, se demonstreazi cd punctele A’ si B’ sunt pe cercul g. O

'P. S. Laplace (1749-1827) — matematician si astronom francez , contributii in algebrd si analiza

1
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Figura 3.1: Cercul lui Euler

Observatia 864

i) Cercul pe care se gésesc cele noud puncte Hy, Hy, H., M,, My, M., A’, B', C"' se
numeste cercul lui Euler? sau cercul celor noud puncte sau cerc medial.

ii) Centrul cercului lui Euler il vom nota in continuare cu Oyg.

iii) Punctele A’, B', C’- mijloacele segmentelor AH, BH, C H — se numesc punctele
euleriene ale triunghiului ABC.

iv) Faptul ci punctele A, B’, C" apartin cercului lui Euler poate fi aritat si astfel:

AH-HH,=BH -HH,=CH - -HH,
(vezi [12, § TII.1]) sau

de unde

A'H-HH,=B'H-HH,=C'H-HH,.

Teorema 865 [ntr-un triunghi, dreptele care unesc mijloacele laturilor, respectiv cu
punctele euleriene ale inaltimilor ce pleaca din varfurile opuse sunt diametre in cercul
lui Euler al triunghiulus.

Demonstratie. Din teorema 863, rezulta concluzia. U

’Leonhard Euler (1707-1783) — matematician elvetian, profesor la Universitatea din Petesburg,
contributii fundamentale in toate ramurile matematicii
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Teorema 866 Centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC' este mijlocul segmentu-
lui OH, unde O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, iar H ortocentrul
acestuia.

Demonstratie. Deoarece OM, L BC rezulta OM, | HH,, adicd patrulaterul
HOM,H, este trapez, perpendicularele ridicate din mijloacele coardelor H,M,, H, M,
si H.M, ale cercului lui Euler trec prin mijlocul segmentului OH, deci prin Og. U

Observatia 867 Perpendicularele ridicate pe laturile unui triunghi in mijloacele seg-
mentelor cuprinse intre picioarele inaltimilor si mijloacele laturilor, sunt concurente
in centrul cerculus lur Euler al triunghiului.

Teorema 868 Centrul de greutate G al triunghiului ABC' se afid pe dreapta lui Euler
a triunghiului ABC si GH = 20G.

Demonstratie. Vezi "Dreapta lui Euler". U

Teorema 869 Fie H ortocentrul triunghiului ABC. Triunghiurile ABC, BHC, CHA
$t AHB au acelagi cerc al lui Fuler.

Demonstratie. Deoarece triunghiurile ABC, BHC,CHA si AHB au acelagi tri-
unghi ortic (vezi [12, § II1.1]) rezultd, ca ele au acelasi cerc al lui Euler. O

Teorema 870 Fie H ortocentrul triunghiului ABC. Dreptele lui Euler ale triunghi-
urilor ABC,BHC,CHA gi AHB sunt concurente.

Demonstratie. Deoarece triunghiurile ABC, AHC, AHB si BHC' au acelasi cerc
medial, atunci dreptele lui Euler ale acestor triunghiuri trec prin punctul Og (centrul
cercului lui Euler). O

Teorema 871 Raza cercului lui Euler a triunghiului ABC are lungimea egald cu
jumdatate din lungimea razei cercului circumscris o triunghiului ABC.

Demonstratie. Din teorema 868 avem OM, = 3AH = A’H (A~ mijlocul seg-
mentului AH) si cum OM, || A’H rezultd ca patrulaterul A’H M,O este paralelogram.
Astfel, A’M, trece prin Og mijlocul segmentului OH, adica prin centrul cercului lui
Euler. Cum in triunghiul AHA"”, A’ M, este linie mijlocie, rezulta A’ M, = %AA” =R,
de unde A’Og = A,éw“ = %R. O

Teorema 872 Punctele H,Og,G §i O determindg o diviziune armonica.

Demonstratie. Deoarece 1;1%9 = % = % rezultd cd punctele H,Og,G si O

formeaza o diviziune armonica. O

Teorema 873 Diametrele cercului lui Fuler al triunghiului ABC' care trec prin punctele
lui Fuler sunt mediatoarele laturilor triunghiului ortic corespunzator triunghiului ABC.
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Demonstratie. Deoarece patrulaterul OM,H A’ este paralelogram, rezultd ci
A'M, este diametru in cercul lui Euler corespunzitor triunghiului ABC si A'M, || AO.
Cum AO L HyH,. (vezi ,Triunghiul ortic”) rezultd A’M, | HyH.. O

Teorema 874 Diametrele cercului lui Fuler al triunghiului ABC' care trec prin mij
- loacele laturilor triunghiului sunt paralele cu razele cercului circumscris ce trec prin
varfurile opuse laturilor considerate.

Demonstratie. Dacd A’, B’,C’ sunt punctele euleriene, atunci OM, || AA" si
OM, = AA’, deci patrulaterul AA’M,O este paralelogram, de unde rezulta cd A’M, ||
AQO. U

Teorema 875 Tangentele in punctele euleriene la cercul lui Euler a triunghiului ABC
sunt antiparalele cu laturile triunghiului ABC.

Demonstratie. Deoarece Hy,H,. este antiparaleld cu BC si tangenta in A’ la cercul
lui Euler este paraleld cu HyH,, rezultd ca tangenta in A’ este paralela cu HyH.. [

Teorema 876 Perpendicularele duse din mijloacele laturilor unui triunghi, respectiv
pe laturile triunghiului ortic sunt concurente in centrul cercului celor doua puncte ale
triunghiulut dat.

Demonstratie. Vezi [12, § IIL.1]. O

Teorema 877 Intr-un cerc dat se pot inscrie o infinitate de triunghiuri care si aibd
acelagi cerc al lui Euler.

Demonstratie. Deoarece intr-un cerc dat se pot inscrie o infinitate de triunghiuri
care si aiba acelagi ortocentru H (vezi ,Ortocentrul unui triunghi”), iar centrul cer-
cului este punctul fix O, atunci mijlocul segmentului OH — punctul Og - este centrul
cercului lui Euler corespunzator triunghiurilor inscrise in cercul, avind ortocentrul H,
raza acestui cerc avind lungimea egald cu jumatate din lungimea razei cercului . [

Teorema 878 Cercul lui Fuler al unui triunghi dreptunghic trece prin vdrful care are
masura de 90° gt este tangent in acest punct cercului circumscris.

Demonstratie. Deoarece ortocentrul triunghiului dreptunghic ABC' este chiar
varful A (m(<A) = 90°) rezultd cad centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC este
mijlocul medianei AO (O fiind centrul cercului circumscris triunghiului ABC), deci A
este punct pe cercul lui Euler al triunghiului ABC. Avem AQg = % = % = 090,
deci cercul lui Euler al triunghiului ABC' este tangent interior cercului circumscris
triunghiului ABC. O

Teorema 879 Cercul lui Euler al unui triunghi ABC este locul geometric al mi-
jloacelor segmentelor HM, cind M parcurge cercul circumscris triunghiului ABC
(unde H este ortocentrul triunghiului ABC').
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Figura 3.2: Cercul lui Euler ca si loc geometric

Demonstratie. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC, Og centrul
cercului lui Euler al triunghiului ABC, M un punct pe cercul C(O, R), iar P mijlocul
segmentului HM (Figura 3.2). Cum Oy este mijlocul segmentului HO, atunci OgP
este linie mijlocie in triunghiul HOM, deci

oM 1
OgP = —=-R
9 2 9"
adicd P apartine cercului lui Euler al triunghiului ABC. Reciproc, dacd P este un
punct pe cercul lui Euler al triunghiului ABC si M este punctul de intersectie dintre
HP cu cercul circumscris triunghiului ABC, atunci OgP = % = %, deci P este
mijlocul segmentului HM. (|

Teorema 880 Triunghiurile dreptunghice inscrise intr-un cerc C(O, R) avdnd varful
unghiului drept fix si ipotenuza variabild, au acelagi cerc medial.

Demonstratie. Cercurile lui Euler corespunzatoare triunghiurilor dreptunghice
au acelagi centru Og — mijlocul medianei AO si aceeasi raza egald cu %. O
Teorema 881 Fie M, mijlocul laturii BC' a triunghiului ABC. Prin inversiunea de
centru M, si raport k € R* cercul lui Euler (fara punctul M,) se transforma intr-o
dreapta paralela cu BC.

Demonstratie. Fie Og centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC si A* punctul
diametral opus lui A in cercul circumscris (Figura 3.3). Prin inversiunea I(M,, k) cer-
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Figura 3.3: Inversiune

cul lui Euler se transforma intr-o dreapté d perpendicularad pe dreapta M,Og. Deoarece
MyOg || AA* si dLM,Og rezultd ca dLAA*. Fie D punctul de intersectie dintre AB
si tangenta in A* la cercul circumscris triunghiului ABC'. Atunci, d | DA*. Avem:

m(<ADA*) =90° — m(<A*AD) = m(<AA*B) = m(<ACB),

adicd dreptele BC si A*O sunt antiparalele, de unde rezulta ca dreptele d si BC' sunt
antiparalele. O

Teorema 882 Fie A1, B1,Cy mijloacele segmentelor AO, BO, respectiv CO — unde O
este centrul cercului circumscris unui triunghi ABC. Centrul cercului lui Euler (Og)
al triunghiulut ABC' este ortocentrul triunghiului A1B1C1.

Demonstratie. Fie AH, iniltimea triunghiului ABC si A1 A" | AH, (A" € BC)
(Figura 3.4). Deoarece B1C; || BC rezulta cd A1 A" L B1Cy si A” este mijlocul seg-
mentului H, M, ceea ce aratd cid Og - centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC
apartine dreptei A1 A”. Deci, Og apartine inaltimii din Ay a triunghiului A1 B;C;. Ana-
log se aratd cd Og apartine si indltimii din B a triunghiului A;B1C4, deci Og este
ortocentrul triunghiului A; B1CY. O
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Figura 3.4: Og este ortocentrul triunghiului A1 B1CY

Teorema 883 Daca O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, atunci
dreptele ce unesc mijloacele segmentelor OA,OB,OC cu My, My, M.— mijloacele la-
turilor BC,CA, respectiv AB - sunt dreptele lui Euler ale triunghiurilor MyOM,,
M.OM,,respectiv M,O My.

Demonstratie. Vezi "Dreapta lui Euler". ([

Observatia 884 Dreptele A’M,,, B' M, si C' M. sunt concurente in centrul cercului lus
FEuler al triunghiului median, deoarece dreptele lui Fuler ale unui patrupunct ortocentric
(patru puncte in care fiecare punct este ortocentrul triunghiului determinat de celelalte
trei puncte) sunt concurente, punctul de concurenta fiind centrul cercului lui Euler al
triunghiulus My MyM..

Teorema 885 Cercul circumscris unui triunghi este cercul celor nouda puncte al tri-
unghiului anticomplementar.

Demonstratie. Triunghiul ABC este triunghiul anticomplementar al triunghiului
median M, MyM.. O

Teorema 886 Cercul circumscris unui triunghi ABC gi cercul lui Euler al acestui
triunghi sunt omotetice.

Demonstratie. Dacd A’, B, C’ sunt punctele lui Euler al triunghiului ABC,
atunci A’B’, B'C’, C" A’ sunt linii mijlocii in triunghiurile ABH, BHC, respectiv C H A;
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deci A’B" || AB, B'C'" || BC, C'A" | CA si AAANBB' NCC" = {H}, adicd tri-
unghiurile ABC gi A’B’C’ sunt omotetice, de unde rezultd ci cercurile circumscrise
triunghiurilor ABC si A’B'C’ sunt omotetice, centrul de omotetie fiind ortocentrul
triunghiului ABC. (|

Observatia 887 Deoarece triunghiul ABC are cu triunghiul A'B'C’ inaltimile co-
mune, iar cu triunghiul median M, MM, medianele comune rezulta cd G este centrul
de omotetie invers dintre triunghiul ABC' si MMM, deci G este centrul de omotetie
tnwvers dintre cercul circumscris triunghiului ABC' gi cercul circumscris triunghiului
M MyM,. - adica cercul lui Euler al triunghiului ABC.

Teorema 888 Triunghiurile echilaterale inscrise intr-un cerc dat au acelagi cerc al
lui Euler.

Demonstratie. Intr-un triunghi echilateral ABC' picioarele iniltimilor coincid cu
mijloacele laturilor, deci cercul lui Euler este cercul inscris in triunghiul ABC. Deoarece
triunghiurile echilaterale inscrise intr-un cerc au acelasi cerc inscris, concluzia este
evidenta. O

Teorema 889 Fie triunghiul dreptunghic ABC (m(<BAC) =90°) si M un punct pe
cercul circumscris triunghiului ABC' astfel incdt A i M se afia in semicercuri diferite
determinate de diametrul BC. Triunghiurile AMB gi AMC au cercurile lui Euler
tangente.

Demonstratie. Fie O; gi O2 centrele cercurilor lui Euler ale triunghiurilor AM B
si AMC, iar P mijlocul segmentului AM (Figura 3.5). Tangenta (T') in P la cercul lui

Figura 3.5: Triunghiurile AM B si AMC' au cercurile lui Euler tangente

Euler al triunghiului AM B este paraleld cu tangenta (77) in B la cercul circumscris
triunghiului ABM, iar tangenta in P la cercul lui Euler al triunghiului AMC' este
paraleld cu tangenta (7) in C la cercul circumscris triunghiului AMC. Cum BC
este diametru in cercul circumscris triunghiului ABC rezultd cd BT || CT> de unde
PT || BTy || CT3, adica cercurile lui Euler sunt tangente exterior in punctul P. O
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Observatia 890 Patrulaterele BOO201 si COO109 sunt paralelograme, deoarece O1 P+
PO, =%+ 2 =R=DBO 5i OB || PO:.

Teorema 891 Fie o, 3,7 punctele diametral opuse varfurilor A, B, C ale triunghiului
ABC in cercul circumscris acestui triunghi. Cercurile lui Euler ale triunghiurilor
aBC, BAC si yAB sunt tangente cercului lui Euler al triunghiului ABC.

Demonstratie. Solutie evidenta utilizdnd teorema 889. U

Teorema 892 Raza cercului lui Euler a unui triunghi ABC' este media geometrica
intre raza cercului circumscris si raza cerculwi lui Euler al triunghiului sau ortic.

Demonstratie. Fie R raza cercului circumscris triunghiului ABC, R; si Rs razele
cercurilor lui Euler ale triunghiurilor ABC si H, HyH,. (triunghiul ortic al triunghiului

ABC). Avem £ = § si # = §, de unde R} = R Ry. O

Teorema 893 Raza cercului lui Fuler a triunghiului ortic al unui triunghi ABC este
medie geometrici intre razele cercurilor lui Fuler ale triunghiului ABC' §i cea a tri-
unghiului median.

Demonstratie. Fie Ry, Ra, R3 razele cercurilor lui Euler ale triunghiurilor ABC,
H,HyH,. (triunghiul ortic al triunghiului ABC'), respectiv Hy HoHs (triunghiul ortic
R _ 1

al triunghiului median). Avem 7! = 3 si % =1, de unde R} = Ry Rs. O

Teorema 894 Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC si A1, B1,C1
punctele de intersectie dintre AO, BO,CO cu BC,CA respectiv AB. Cercurile avdnd
diametrele AA1, BBy, CCy sunt tangente cercului circumscris triunghiului ABC' si cer-
cului lui Euler al triunghiului ABC.

Demonstratie. Deoarece punctele A, O si A; sunt coliniare rezultd ci cercul cir-
cumscris triunghiului ABC i cercul de diametru AA; sunt tangente interior. Deoarece
punctele H,, Og si « sunt coliniare (« fiind centrul cercului de diametru AA; si Og
centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC') rezultd ci cercul lui Euler si cercul de
diametru AA; sunt tangente interior in punctul H,.

Teorema 895 Azxa radicald a cercurilor circumscris si a celor doud puncte ale unui
triunghi ABC' este axa ortica a triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,,Axa orticd”. O

Teorema 896 Cercul circumscris unui triunghi ABC' este cercul lui Euler al triunghi-
wlui antisuplementar I, Ipl. al triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi [12, § I11.10]. O

Teorema 897 Fie H ,HyH,. triunghiul ortic st M MyM,. triunghiul median al tri-
unghiului ABC, O centrul cercului circumscris triunghiului ABC, {a} = AON M,M.,
{8} = BON MM, {v} = CON M,M,. Dreptele Hyor, Hy,3 si Hoy sunt concurente
in centrul cercului lui Fuler al triunghiului ABC.



CERCURI REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 10

Figura 3.6: Dreptele concurente in centrul cercului lui Euler

Demonstratie. Fie Ay, By, C punctele de intersectie dintre AO, BO, CO cu BC,
CA, respectiv AB si A’ mijlocul segmentului AH (Figura 3.6). In triunghiul drep-
tunghic AH,A1, H,o este mediand, iar in triunghiul A’H,M,, H,Oy este mediand
(Og fiind centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC'). Deoarece AO || A’M, (pa-
trulaterul AOM, A’ fiind paralelogram) rezultd c& punctele H,, Og si « sunt coliniare.
Analog se arata ca dreptele Hp3 si H.y trec prin Og. (|

Teorema 898 In triunghiul ABC, fie HyHyH, triunghiul ortic si C,CyC. triunghiul
de contact. Triunghiul C,CpC. gt triunghiul avind varfurile in centrele cercurilor
inscrise in triunghiurile AHyH., BH.H,, CH,Hy au acelasi cerc al lui Euler.

Demonstratie. Fie I’, I”, " centrele cercurilor inscrise in triunghiurile AHyH.,,
BH_H, respectiv C H, Hy. Punctele I’, I", I"" sunt simetricele centrului cercului inscris
in triunghiul ABC fata de laturile triunghiului de contact (vezi [12, § I11.38]) si cum I
este centrul cercului circumscris triunghiului C, CyC,. rezultd c& I’, I, I'" sunt centrele
cercurilor lui Carnot ale triunghiului C,CyC., deci triunghiurile I, I, I"" si C,C,C.
au acelagi cerc al lui Euler gi aceeasi dreaptd a lui Euler (vezi [12, § I11.38]. O

Teorema 899 Fie A’',B’,C’ punctele de intersectie ale bisectoarelor interioare ale
unghiurilor A, B, C ale unui triunghi ABC' cu cercul circumscris acestuia si A”, B"”,C"
punctele unde perpendicularele din I — centrul cercului inscris in triunghiul ABC —
pe laturile BC,C A, AB intersecteazd a doua oard cercurile circumscrise triunghiurilor
AIO,BIO,CIO. Triunghiurile A’B'C" si A”B"C" au acelasi cerc al lui Euler.

Demonstratie. Punctele A”, B”,C” sunt centrele cercurilor lui Carnot ale tri-
unghiului A’B’C’" (vezi ,Punctul lui Karyia”) si cum triunghiul lui Carnot al unui
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triunghi dat si triunghiul dat au acelagi cerc al lui Euler (vezi [12, § II1.38]) rezulta
concluzia. 0

Teorema 900 Intr-un triunghi ABC' se proiectezi doud varfuri pe bisectoarea inte-
rioard a celui de-al doilea varf gi pe bisectoarea unghiului format de inaltimile ce pleaca
din primele doua vdrfuri; cele patru puncte obtinute apartin unui cerc cu centrul pe
cercul lui Euler al triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie D si E respectiv D' si E' proiectiile punctelor B si C' pe bi-
sectoarele unghiurilor BAC, respectiv BHC (Figura 3.7). Avem m(<BHC) = 180° —

Figura 3.7: Cerc cu centrul pe cercul lui Euler

m(<A) (AH.H H,, fiind patrulater inscriptibil), deci m(<BHD' = 90° — m(<A). Fie
{T'} = BH N AD. Atunci,

1
m(<ATHy) = m(<BT D) = 90° — om(<(A),

de unde <BHD' = «BTD, deci HD' || AD. Atunci, patrulaterul DD'E'E este drep-
tunghi si fie F' centrul acestuia. Aratam ca F apartine cercului lui Euler al triunghiului
ABC. Fie A’ mijlocul lui AH si M, mijlocul lui BC. In trapezul AHD'A'F este linie
mijlocie, deci A'F || AE. Din trapezul BDCE' rezultda FM, || CE. Cum CELAE
rezultd AF 1 FM,, deci m(<AFM,) = 90°, adicd F apartine cercului Euler al tri-
unghiului ABC. O

Observatia 901 Proprietatea de mai sus ramdne adevaratd i pentru bisectoarele ex-
terioare.

Teorema 902 Intr-un triunghi oarecare, cercul lui Fuler este tangent cercului inscris
st cercurilor exinscrise corespunzatoare.

Demonstratie. Vezi [12, § 11.12]. O
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Teorema 903 Fie H ortocentrul unui triunghi ABC. Triunghiurile ABC, HAB,
HBC, HCA au acelasi cerc al lui Fuler tangent celor 16 cercuri inscrise sau exin-
scrise acestor patru triunghiuri.

Demonstratie. Deoarece triunghiurile ABC, HAB, HBC, HC A au acelagi cerc al
lui Euler rezultd c& cercul lui Euler - conform teoremei lui Feuerbach — este tangent
celor 4 cercuri inscrise in aceste triunghiuri si celor 12 cercuri exinscrise corespunza-
toare celor patru triunghiuri. O

Teorema 904 Dreptele lui Fuler ale celor patru triunghiuri ale unui patrupunct or-
tocentric sunt concurente.

Demonstratie. Din faptul cd cele patru triunghiuri considerate au acelasi cerc
al lui Euler, dreptele lui Euler ale lor sunt concurente in centrul cercului lui Euler al
triunghiului dat. (]

Teorema 905 Fie H ortocentrul unui triunghi ABC gi H,HyH. triunghiul ortic al
acestuia. Cercul lui Euler al triunghiului ABC se obtine prin inversiunea de centru
H gi raport HH, - HA a cercului circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie. Din egalitatea HH, - HA = HH, - HB = HH,. - HC = k (vezi
[12, § III.1]) rezulta c& punctele A, B,C se obtin din H,, Hy, H. prin inversiunea de
centru H gi raport —k, deci prin inversiunea (H, —k) cercurile circumscrise acestor
triunghiuri se corespund, adicd cercul lui Euler se obtine prin inversiunea (H,—k) a
cercului circumscris triunghiului ABC. O

Teorema 906 Fie Og centrul cercului lui Fuler al triunghiului ABC. Atunci:

R
AOg = 5\/1 + 8 cos A sin B sin C,
unde R este lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie. In triunghiul AHO, AOy este mediand. Din teorema medianei
. 2 2(AO%?4+AH?)—-OH?
avem: AOg = ( 7 ) .D

ar,
AO =R, AH =2Rcos A, OH? = R*(1 — 8cos Acos BcosC)

(vezi ,,Centrul cercului circumscris unui triunghi”), de unde rezulta:

2
AOZ = Rj[l + 8cos A(— cos (B + C') + cos B cos C)]

sau AO3 = RTQ (1+8cos Asin BsinC), deci AOy = £+/T+8cos Asin BsinC. O
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Observatia 907

i) Tinand cont céa raza cercului H, - exinscris corespunzator triunghiului ortic al
triunghiului ascutitunghic ABC este p, = 2R cos Asin Bsin C' (vezi [12, § II.1]) putem
scrie VR

R

ii) Din cele de mai sus rezulta

1 R
00y = §OH: 5\/1 —8cosA-cosB-cosC.

iii) Aplicand teorema cosinusului in triunghiul O AOg obtinem:

AO% — AO* — 003 1+ 2cos A (sin BsinC + cos B cos O)
2A0q - AO N v/1+ 8cos Asin BsinC

1+2cosA-cos(B—-C) cos 852 cos A + 1]

V1+8cosA-sinB-sinC +/1+8cosAsinB-sinC

cos<tOAQg =

iv) Din formula fundamentald a trigonometriei rezulta:

4cos? A-[1 —cos?(B - C)]
14+ 8cosA-sinB-sinC

sinzm:l—cos20/1-459:

i

deci
2cos Asin (B - C)

sin <O AQg = )
? V1+8cosA-sinB-sinC

Teorema 908 Fie Og si I centrul cercului lui Fuler, respectiv centrul cercului tnscris

in triunghiul ABC. Atunci,
R—2r

2 )
unde R si v sunt razele cercurilor circumscris, respectiv inscris in triunghiul ABC.

Ool =

Demonstratie. Din teorema cosinusului aplicatd in triunghiul 7 AQOg rezulta:
OgI? = AO3 + AT? — 2A0q - AI - cos <Og AT (i)

Tinand cont ca

B
AOy = g\/l +8cos Asin BsinC, Al = 4Rsin§sin%

(vezi ,,Cercul inscris”) si

cos B5€ [2cos A + 1]
V1+8cosA-sinB-sinC

cos <OgAl =

relatia (i) devine:

2
B
Og[2 = RZ {1 + 8 cos Asin Bsin C + 64 sin? 5 sinQ%
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B
-2 lﬁcosAsingsing . [COSQCOSQ + sin;sin 2}

B C B c B C
— [16 sin? 5 sin? 5 + 16sin 5 sin 5 Cos 5 cos 2} }

2 B A B
0912 = RT {1 + 48sin® 5 cos sin® % — 32 [1 — 2sin® 2] sin? Bl sin? %

16'B'C B C
sin - sin - cos - cos 5

sau

R? A B C B . C B . L C B C
OyI? = = {1 + 64 sin? 3 sin? 5 sin? Bl + 1651n§ sin; [sin2sin2 — cos - cos 2] } )
de unde

R? A B C A B C
2 _ _ . . . -2 -2 -2
Ogl* = e {1 16 sin Bl sin 5 sin Bl + 64 sin 0l sin 5 sin 5 }

si de aici rezulta ca:

R? A B c\? R2 2\ 2
Ogl* = 1 <1 8 sin 5 sin 5 sin 2) = <1 )

de unde Oyl = % —r. U

Observatia 909

i) Tinand cont c4 raza cercului lui Euler este egald cu % si % — (% — 7") = r rezulta
cé cercurile lui Euler si cel inscris in triunghiul ABC' sunt tangente interior.

ii) Deoarece <O9AI = <O9Al, (punctele A, I si I, - centrul cercului A — exinscris
fiind coliniare) rezulta cos <O9 Al = cos <OgAl, si tinand cont ca Al, = 4R cos % cos %
(vezi ,Cercurile exinscrise”) printr-o demonstratie analoaga celei mai de sus se obtine
Ogl, = % + 4. Intrucat (% + ra) — % = r, rezultd cd cercurile lui Euler si cel A —
exinscris corespunzatoare triunghiului ABC' sunt tangente exterior.

iii) Din cele de mai sus rezulta o demonstratie trigonometrica a teoremei lui Feuer-

bach.

Teorema 910 Cercul lui Euler al triunghiului ABC' si cercul circumscris triunghiului
tangential al triunghiului ABC se corespund prin inversiunea de centru O gi centru

R2.
Demonstratie. Vezi [12, § II1.4]. O

Teorema 911 Fie un triunghi ABC inscris in cercul de centru O. Dacd Og, Oy, O,
sunt simetricele lui O fatd de BC,CA, respectiv AB, sd se arate ca dreptele AQ,,
BOy, CO,. sunt concurente in Og, centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC.
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Figura 3.8: AQ,, BOy, CO, sunt concurente in Og

Demonstratie. Solutia 1. Fie D punctul diametral opus lui A in cercul circumscris
triunghiului ABC, H ortocentrul triunghiului (H,, Hy, H. sunt picioarele perpendicu-
larelor coborate din varfurile A, respectiv B, C), iar M, M}, si M. mijloacele laturilor
BC, AC, respectiv AB (Figura 3.8).

D A fiind diametru, rezultd ca BD1 AB ¢i DC' L AC. Deoarece BH, LACsiCH.1 AB
rezultd cd BH, || DC si CH, || BD, deci BDCH este paralelogram; atunci diagonala
DH trece prin mijlocul M, al lui BC (deci BCNHD = {M,}). Cum O este punc-
tul de intersectie al mediatoarelor triunghiului ABC, rezultd c& OM, 1 BC, AH | BC,
deci AH || OO4. Deoarece AO = OD, rezulta c& OM, este linie mijlocie in tri-
unghiul AHD; de aici avem OM, = 4Z adici 004 = 20M, = AH. Patrulaterul
AHO 40 fiind paralelogram diagonalele HO si AO 4 se injumatatesc, deci AOANOH =
{Og}. Analog se demonstreazd cda BOp N OH = {Og} si COc N OH = {Og}; deci
AOANBOpNCOc = {Og}.

Solutia 2. Notam mijloacele segmentelor AO 4, BOp,CO¢, BC,OH respectiv cu
A* B* C* ,M,,0q. Din relatia lui Sylvester avem:

=
OH = OA+ OB +0C,

rezulta OOg = MZBJFOC. Intrucat BM, = M, C, M, O = OusM, , rezultd ca
BOCO 4 este paralelogram, deci OO 4 = OB = OC'; A* fiind mijlocul lui AO 4, avem

—_— s — = —
_ 0A+00, A0+0B+0C

OA*
2 - 2
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RN — — — RN _— — —
Analog, obtinem OB* = O‘L‘Jr%ioc si OC* = w. Deci,

e -

OA+ OB +0C
5 .

De aici deducem Og = A* = B* = C* i prin urmare O4 AN OB N OcC = {Og}. O

009 = OA* =0B* =0C* =

Teorema 912 Centrul cercului lui Fuler al triunghiului ABC' este mijlocul segmen-
tului ce uneste punctele lui Hexyl si Prasolov.

Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Hexyl”. U

Teorema 913 Fie M un punct pe un cerc C(O, R), H simetricul lui O fatd de M si P
un punct arbitrar ales pe cercul C' (M, R/2), dar aflat in interiorul discului D(O, R).
Dacia {A} = Cn HP, iar perpendiculara pe dreapta HP in P intersecteazd cercul

C in punctele B si C, atunci punctul M este centrul cercului celor noud puncte al
triunghiului ABC.

Demonstratie. Evident O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC
(Figura 3.9).

Figura 3.9: M un punct pe un cerc C(O, R)

Fie M, mijlocul segmentului BC. Atunci OM,1BC, OM, || HP. In trapezul
OM,HP, M este mijlocul diagonalei OH, deci perpendiculara dusa din M pe PM,
cade in mijlocul segmentului PM,, de unde rezulta ca PM = MM, (: %), adica
punctul M, € C’. Atunci cercul C’ ce trece prin piciorul inéltimii din A, prin mi-
jlocul laturii BC' gi are raza jumétate din raza cercului circumscris triunghiului ABC
este cercul lui Euler al triunghiului ABC, deci M este centrul cercului lui Euler al
triunghiului ABC. O

Teorema 914 Fie MMM, triunghiul median al triunghiului ABC, X € (BC),Y €
(CA), Z € (AB) astfel incit M, X = 2d, - tg(B — C), MpY = 2dy - tg(C — A),
M.Z = 2d. - tg(A — B), dg,dy,d. fiind distantele de la centrul cercului lui Euler al
triunghiului ABC' la laturile BC,CA, respectiv AB. Dreptele AX,BZ gi CY sunt
concurente.
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Figura 3.10: AX, BZ si C'Y sunt concurente

Demonstratie. Fie H,HyH, triunghiul ortic al triunghiului ABC si Og centrul
cercului circumscris triunghiului ABC' si P proiectia lui Og pe BC (Figura 3.10).
Avem, M H, = BH, — BM, = ccos B — §. Din triunghiul OgPM, avem:

2 - R 2 B (ccos B —a/2)? B iz B [2Rsin C cos B — Rsin(B + C)]?
@ \2 4 4 4
_ }f B Rz[sinCcosB4— sin B cos C)? _ If B RQSinziB—C) _ }fcos2(B _0),

de unde rezults d, = £ cos(B — C). Atunci,

XB = BM, - M,)X = % — Rsin(B - C)
= RsinA— Rsin(B — C) =2Rcos BsinC.
Analog se aratd ci XC = 2R cos C'sin B, deci 2% = teB Analog se aratd ci ¥¢ = tgC

CX 7 tgC- YA T tgA
si % = g—g, de unde % . % . % = 1, iar din reciproca teoremei lui Ceva rezulta ca

dreptele AX, BY si C'Z sunt concurente. O

Teorema 915 Fie triunghiul ABC' gi punctul M situat pe cercul circumscris triunghi-
wlui ABC. Sa se arate ca triunghiul ale carui varfuri sunt centrele cercurilor lui Fuler
corespunzatoare triunghiurilor MAB, M BC' gi respectiv MC' A este asemenea cu tri-
unghiul ABC.

Demonstratie. Notam cu litere mici afixele punctelor corespunzatoare si fie Oé,
0%, O3 centrele cercurilor lui Euler ale triunghiurilor M AB, M BC si respectiv MC A.

Afixele punctelor Oé,OS,OS’ sunt: w; = %‘”b, = %b*c, w3 = % Atunci,
— |a=c| 4 102 — AC — lb=a| 203 _ AB —
w1 — wa| = ’%} sau Og05 = 5, |wa —w3| = | 5 | sau 0505 = 57 si |lwz —wi| =
—b
% sau 0303 = BTC . Avem:

0l03 0203 030} 1

CA AB  BC 2

deci triunghiurile 00303 si ABC sunt asemenea. (]
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Teorema 916 Simetricele dreptei lui Euler a unui triunghi ABC' in raport cu laturile

triunghiului ABC sunt concurente intr-un punct ce aparfine cercului circumscris tri-
unghiului ABC.

Demonstratie. Vezi "Dreapta lui Euler". ([

Teorema 917 Simetricele dreptei lui Fuler a unui triunghi ABC in raport cu la-
turile triunghiului avdnd varfurile in punctele euleriene ale triunghiului ABC sunt
concurente intr-un punct ce apartine cercului lui Fuler al triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie A’, B’, C’ mijloacele segmentelor AH, BH, respectiv C H. Punc-
tul H este gi ortocentrul triunghiului A’B’C’, iar centrul cercului circumscris triunghi-
ului A’B’C" este Og (centrul cercului lui Euler), deci dreapta lui Euler a triunghiului
A'B'C" este HOyg, adicd tocmai dreapta lui Euler a triunghiului ABC. Conform teo-
remei precedente rezultd cd simetricele dreptei lui Euler triunghiului A’B’C” in raport
cu laturile acestuia sunt concurente intr-un punct ce apartine cercului lui Euler al
triunghiului A’B’C’, adicd tocmai cercul lui Euler al triunghiului ABC. O

Teorema 918 Fie C,CyC. triunghiul de contact al unui triunghi ABC. Dreapta lui
Euler a triunghiului C,CyC, trece prin centrul cercului lui Euler ol triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi "Dreapta lui Euler". U

Teorema 919 Fie M, MM, triunghiul median corespunzator unui triunghi ABC' i
G centrul de greutate al triunghiului ABC, iar P,, Py, P. al doilea punct de intersectie
al dreptelor AM,,BMy, respectiv CM,. cu cercul lui Euler corespunzator triunghiului
ABC. Sa se arate ca

GP, -mg=GPy,-my =GP, -mg,

(unde cu my am notat lungimea medianei AM,).
Demonstratie. Fie H,, Hy, H. picioarele iniltimilor, A’, B, C’ mijloacele seg-

mentelor AH, BH, respectiv CH. Din puterea punctului A fata de cercul lui Euler
rezulta AA’ - AH, = AP, - AM, sau

AA"-AH, Rhgcos A bceos A

AP, =
“ AM, mg 2my,
Astfel,
4m2 —3bccos A a? + b2+ 2
GP,=GA - AP, = 4 = .
“ “ 61, 12m,
Analog se aratd cd GPy, - my = GP. - m. = %, O

Teorema 920 Intr-un triunghi ABC cevienele concurente in centrul cercului lui Euler
al triunghiulut sunt dreptele lui Fuler ale triunghiurilor extangentice ale triunghiulus
ortic al triunghiului ABC.

Demonstratie. Deoarece varfurile triunghiului ABC sunt centrele cercurilor exin-
scrise corespunzatoare triunghiului ortic al triunghiului ABC, iar centrul cercului lui
Euler al triunghiului ABC' este centrul cercului circumscris al triunghiului ortic, teo-
rema este o consecintd a teoremei precedente. [l



