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3.2 CERCURI EXÎNSCRISE

�Natura vorbeşte în limbajul matematicii: literele acestei limbi sunt cercuri, triunghiuri şi alte
�guri geometrice.��Galileo Galilei3

Teorema 921 Dou¼a bisectoare exterioare şi una interioar¼a, trecând �ecare prin câte
un vârf al triunghiului sunt concurente.

Demonstra̧tie. Fie Ia este punctul de concurenţ¼a dintre bisectoarele exterioare

Figura 3.11: Cercuri exînscrise

ale unghiurilor B şi C (Figura 3.11), atunci punctul Ia este egal dep¼artat de laturile
BC şi AB, respectiv de laturile BC şi AC; deci el este egal dep¼artat şi de laturile AB
şi AC, adic¼a Ia apaŗtine bisectoarei interioare a unghiului A. �

Observa̧tia 922 Punctul Ia �ind situat la aceeaşi distanţ¼a � notat¼a cu ra- faţ¼a de
laturile triunghiului ABC este centrul unui cerc tangent exterior laturii BC şi prelun-
girilor laturilor AB şi AC:

3Galileo Galilei (1564-1642) �matematician, �zician şi astronom italian, profesor la Universitatea
din Padova, contribuţii remarcabile în �zic¼a şi astronomie
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Un cerc care este tangent la o latur¼a a unui triunghi şi la prelungirile celorlalte
dou¼a laturi ale triunghiului se numeşte cerc ex{̂nscris al triunghiului. Evident, un
triunghi are trei cercuri exînscrise

Observa̧tia 923 Cercurile exînscrise şi cercul înscris corespunz¼atoare unui triunghi
se mai numesc cercuri tritangente. Not¼am cu A-exînscris, cercul exînscris tangent la-
turii BC a triunghiului ABC; analog se noteaz¼a cu B-exînscris şi C-exînscris celelalte
dou¼a cercuri exînscrise; Ia; Ib; Ic sunt centrele cercurilor exînscrise corespunz¼atoare şi
not¼am cu ra; rb;respectiv rc razele corespunz¼atoare cercurilor exînscrise (Figura 3.11):
Triunghiul IaIbIc se numeşte triunghiul antisuplementar corespunz¼ator triunghiu-
lui ABC:

Teorema 924 Vârfurile triunghiului ABC aparţin laturilor triunghiului antisuple-
mentar.

Demonstra̧tie. Soluţie evident¼a. �

Teorema 925 Distanţele la laturile triunghiului ABC ale punctului Ia sunt egale cu
ra.

Teorema 926 Distanţele de la punctul Ia la vârfurile triunghiului ABC sunt egale
cu:

AIa =
ra

sin A2
; BIa =

ra

cos B2
; CIa =

ra

cos C2
:

Demonstra̧tie. Fie Da; Db; Dc proieçtiile lui Ia pe laturile BC;CA, respectiv
AB: Din triunghiul dreptunghic DcIaA rezult¼a ra = AIa sin

A
2 , iar din triunghiurile

dreptunghice: BIaDc şi CIaDb avem

ra = BIa sin(�=2�B=2) = BIa cos
B

2
şi ra = CIa cos

C

2
:

�

Teorema 927 Distanţele de la centrele cercurilor exînscrise respectiv la vârfurile tri-
unghiului ABC sunt egale cu:

AIa = p � cos
A

2
; BIb = p � cos

B

2
; CIc = p � cos

C

2
:

Demonstra̧tie. Din triunghiul dreptunghic AIaDb rezult¼a cos A2 =
ADb
AIa

= p
AIa
, de

unde rezult¼a concluzia. �

Teorema 928 Triunghiul ABC este triunghiul ortic al triunghiului IaIbIc.

Demonstra̧tie. Evident m(^IcAIa) = m(^IcAB) + m(^BAIa) = 90�; deci bi-
sectoarea AIa este în¼aļtime în triunghiul IaIbIc. Analog, BIb?IaIcşi CIc?IaIb; deci
ABC este triunghiul ortic al triunghiului IaIbIc. �
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Teorema 929 Centrul cercului înscris în triunghiul ABC este ortocentrul triunghiu-
lui IaIbIc.

Demonstra̧tie. Vezi teorema 928. �

Teorema 930 În¼alţimile unui triunghi sunt bisectoarele triunghiului ortic al triunghi-
ului dat.

Demonstra̧tie. Vezi teorema 928. �

Teorema 931 Fie Da; Db; Dc;Ea; Eb; Ec; Fa; Fb; Fc punctele de contact dintre cer-
curile A �exînscris, B �exînscris, respectiv C �exînscris cu dreptele BC;CA şi AB.
Atunci, ADc = ADb = p; BDa = BDc = p � c şi CDa = CDb = p � b, unde p este
semiperimetrul triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Avem: ADc = AB+BDc = c+BDc; ADb = AC+CDb = b+CDb
(i) (Figura 3.12). Sumând relaţiile precedente şi ţinând cont c¼a ADb = ADc; BDa =

Figura 3.12: Distanţe

BDc; CDa = CDb rezult¼a 2ADc = b + c + a = 2p; adic¼a ADc = p: Analog se arat¼a
c¼a BEa = BEc = p şi CFa = CFb = p: Din relaţiile (i) rezult¼a BDc = p � c şi
CDb = p� b: �

Observa̧tia 932 Analog CEa = CEb = p� a şi AEc = AEb = p� c:
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Teorema 933 Distanţele dintre punctele de contact a�ate în prelungirea aceeaşi laturi
determinate de câte dou¼a cercuri exînscrise sunt egale cu a+ b; b+ c; respectiv c+ a:

Demonstra̧tie. Avem EaFa = EaC+CB+BFa = p�a+a+p�a =2p�a = b+c:
Analog, DbFb = a+ c şi EcDc = a+ b: �

Teorema 934 Distanţa între punctele interioare Ca şi Da este egal¼a cu diferenţa
celorlalte laturi.

Demonstra̧tie. Avem: DaCa = CDa � CCa = (p � b) � (p � c) = c � b: Analog
se arat¼a c¼a EbCb = ja� cj şi FcCc = ja� bj : �

Teorema 935 Distanţa de la punctul de contact Ca al cercului înscris la punctele
exterioare Ea şi Fa sunt respectiv egale cu b şi c:

Demonstra̧tie. Avem, CaEa = CaC + CEa = (p � c) � (p � a) = b şi analog
CaFa = c: �

Teorema 936 (Teorema lui Nagel) Perpendicularele pe laturile unui triunghi duse
din centrele cercurilor exînscrise sunt concurente.

Demonstra̧tie. Soluţia 1. Deoarece perpendicularele duse din vârfurile unui tri-
unghi ABC pe laturile triunghiului ortic corespunz¼ator sunt concurente în centrul
cercului circumscris triunghiului ABC , rezult¼a c¼a perpendicularele duse din centrele
cercurilor exînscrise Ia; Ib; Ic pe laturile BC;CA; respectiv AB sunt concurente în
centrul cercului circumscris triunghiului IaIbIc.

Soluţia 2. Triunghiul ABC este triunghiul ortic al triunghiului IaIbIc (Figura 3.12).
Fie Da; Eb; Fc proieçtiile punctelor Ia; Ib, respectiv Ic pe laturile BC;AC, respectiv
AB. Atunci, BDa = p� c; CDa = p� b; AFc = p� b; BFc = p�a;AEb = p� c;CEb =
p� a, de unde rezult¼a c¼a

BD2a + CE
2
b +AF

2
c = (p� c)2 + (p� a)2 + (p� b)2 = AE2b +BF 2c + CD2a

şi din teorema lui Carnot rezult¼a c¼a dreptele IaDa; IbEb şi IcFc sunt concurente. �

Teorema 937 Dac¼a O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC; R şi ra
razele cercului circumscris, respectiv A-exînscris în triunghiul ABC, atunci:

OI2a = R
2 + 2Rra:

Demonstra̧tie. Fie A00 cel de-al doilea punct în care dreapta AIa intersecteaz¼a
cercul circumscris triunghiului ABC. Utilizând puterea punctului Ia fa̧t¼a de cercul
circumscris triunghiului ABC obţinem:

OI2a �R2 = AIa �A00Ia (i)

În triunghiul AIaAc; sin A2 =
ra
AIa

sau AIa = ra
sin A

2

(ii) iar în triunghiul ABA00 din

teorema sinusurilor rezult¼a BA00

sin A
2

= 2R, adic¼a BA00 = 2R sin A2 = A00Ia (iii). Din

rela̧tiile (i) - (iii) rezult¼a OI2a �R2 = 2Rra; de unde OI2a = R2 + 2Rra: �
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Observa̧tia 938 OI2a = R
2 + 2Rra este relaţia lui Euler.

Teorema 939 Patrulaterele BICIa; AICIb şi AIBIc sunt inscriptibile.

Demonstra̧tie. Deoarece m(^IaBI) = m(^IaCI) = 90� rezult¼a

m(^IaBI) +m(^IaCI) = 180�;

adic¼a patrulaterul BICIa este inscriptibil. Analog, se arat¼a patrulaterele AICIb şi
AIBIc sunt inscriptibile. �

Teorema 940 Centrul cercului circumscris patrulaterului BICIa este mijlocul seg-
mentului IIa:

Demonstra̧tie. Evident, deoarece m(^IBIa) = 90� rezult¼a c¼a IIa este diametru
în cercul circumscris patrulaterului BICIa: �

Teorema 941 (Teorema lui Beltrami) Mijlocul segmentului IIa aparţine cercului
circumscris triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Fie A00 cel de-al doilea punct de interseçtie dintre IIa şi cercul
circumscris triunghiului ABC (Figura 3.13). Cum

Figura 3.13: Teorema lui Beltrami

m(^A00IB) = m(^IAB) +m(^IBA) = 1

2
m(^A) + 1

2
m(^B)

şi

m(^IBA00) = m(^IBC) +m(^CBA00) = 1

2
m(^B) + 1

2
m(^A)

rezult¼a c¼a triunghiul IA00B este isoscel, deci A00I = A00B: Analog, IA00 = A00C, adic¼a
A00 este centrul cercului circumscris patrulaterului BICIa: �
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Teorema 942 Unghiul ^BIaC are m¼asura egal¼a cu 90� � 1
2m(^BAC):

Demonstra̧tie. Deoarece m(^BIC) = 90�+ 1
2m(^A) şi patrulaterul BICIa este

inscriptibil rezult¼a

m(^BIaC) = 180� �m(^BIC) = 90� �
1

2
m(^A)

�

Observa̧tia 943 Analog, m(^CIbA) = 90� � 1
2m(^ABC) şi m(^AIcB) = 90� �

1
2m(^ACB):

Teorema 944 Axa radical¼a a cercurilor înscris în triunghiul ABC şi A �exînscris
corespunz¼ator triunghiului ABC este bisectoarea exterioar¼a a vârfului Ma a triunghi-
ului median al triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Deoarece FaDa este tangenta comun¼a (diferit¼a de laturile tri-
unghiului) cercurilor înscris şi A �exînscris, rezult¼a c¼a axa radical¼a trece prin mijlocul
segmentului FaDa, adic¼a prin Ma mijlocul laturii BC. Cum axa radical¼a este perpen-
dicular¼a pe linia centrelor IIa rezult¼a c¼a este perpendicular¼a şi pe bisectoarea interioar¼a
a mijlocului ^McMaMb, adic¼a axa radical¼a este bisectoarea exterioar¼a a vârfului Ma

a triunghiului median McMaMb. �

Observa̧tia 945 Centrele radicale ale cercurilor înscris, A �exînscris, B �exînscris
şi C �exînscris sunt centrele cercurilor înscrise şi exînscrise în triunghiul median al
triunghiului ABC:

Teorema 946 Axa radical¼a dintre cercurile B �exînscris şi C �exînscris ale triunghi-
ului ABC este bisectoarea interioar¼a a vârfuluiMa a triunghiului medial al triunghiului
ABC:

Demonstra̧tie. Deoarece EaFa este tangenta exterioar¼a comun¼a cercurilor B �
exînscris şi C �exînscris, rezult¼a c¼a axa radical¼a a acestor dou¼a cercuri trece prin mi-
jlocul segmentului EaFa, adic¼a în punctul Ma şi este perpendicular¼a pe linia centrelor
IbIc; deci axa radical¼a este paralel¼a cu bisectoarea unghiului A, adic¼a este bisectoarea
unghiului ^McMaMb: �

Observa̧tia 947 Analog, axele radicale dintre perechile de cercuri (C �exînscris, A
- exînscris) şi (A �exînscris, B - exînscris) sunt bisectoarele interioare ale vârfurilor
Mb, respectiv Mc ale triunghiului median.

Teorema 948 Cercurile circumscrise triunghiurilor IIaIb; IIbIc şi IIcIa sunt congru-
ente.

Demonstra̧tie. Deoarece I este ortocentrul triunghiului IaIbIc (vezi [12, § III.10])
rezult¼a concluzia (vezi �Ortocentrul unui triunghi�). �
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Teorema 949 Centrul radical al cercurilor exînscrise este centrul cercului înscris în
triunghiul median.

Demonstra̧tie. Vezi teorema precedent¼a. �

Teorema 950 Distanţele dintre centrele cercurilor exînscrise şi centrul cercului în-
scris într-un triunghi ABC sunt egale cu:

IIa =
a

cos A2
= 4R sin

A

2
; IIb =

b

cos B2
= 4R sin

B

2
; IIc =

c

cos C2
= 4R sin

C

2
:

Demonstra̧tie. Din teorema 941 rezult¼a c¼a

IIa = 2IA
00 = 2BA00 = 2 � 2R sin A

2
= 4R sin

A

2
:

Dar, 4R sin A2 = 2R
sinA
cos A

2

= a
cos A

2

, de unde rezult¼a concluzia. �

Teorema 951 Distanţele dintre centrele cercurilor exînscrise într-un triunghi ABC
sunt egale cu:

IbIc = 4R cos
A

2
; IcIa = 4R cos

B

2
; IaIb = 4R cos

C

2
:

Demonstra̧tie. Deoarece m¼asurile unghiurilor triunghiului antisuplementar IaIbIc
sunt egale cu:

90� � 1
2
m(^A); 90� � 1

2
m(^B); 90� � 1

2
m(^C)

şi raza cercului circumscris acestui triunghi este 2R (vezi [12, § III.10]) din teorema
sinusurilor rezult¼a

IbIc
sin(90� �A=2) =

IcIa
sin(90� �B=2) =

IaIb
sin(90� � C=2) = 2 � 2R

sau

IbIc = 4R cos
A

2
; IcIa = 4R cos

B

2
; IaIb = 4R cos

C

2
:

�

Teorema 952 Punctele I; Ia; A0; A formeaz¼a o diviziune armonic¼a, unde fA0g = IIa\
BC:

Demonstra̧tie. Deoarece A0I
A0Ia

= r
ra
şi AI

AIa
= p�a

p , iar A[ABC] = pr = (p � a)ra,
rezult¼a A0I

A0Ia
= AI

AIa
, deci punctele I; Ia; A0; A formeaz¼a o diviziune armonic¼a. �

Teorema 953 Punctele de contact Ca şi Da sunt conjugate armonic în raport cu
picioarele bisectoarei interioare (A0) şi a în¼alţimii din A (Ha).

Demonstra̧tie.Deoarece punctele I; Ia; A0; A formeaz¼a o diviziune armonic¼a, rezult¼a
c¼a şi proieçtiile lor Ca,Da, A0, respectiv Ha formeaz¼a o diviziune armonic¼a. �
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Teorema 954 Punctele Ib; Ic; A; P formeaz¼a o diviziune armonic¼a, unde fPg = IbIc\
BC:

Demonstra̧tie. Deoarece AIbAIc
= p�c

p�b şi
PIb
PIc

= rb
rc
, iar A[ABC] = (p�c)rc = (p�b)rb,

rezult¼a AIb
AIc

= PIb
PIc
. �

Teorema 955 Punctele B;C;A0; P formeaz¼a o diviziune armonic¼a, unde fPg = IbIc\
BC:

Demonstra̧tie. Avem: A0B
A0C = PB

PC = AB
AC , deci punctele B;C;A

0; P formeaz¼a o
diviziune armonic¼a �

Teorema 956 Aria unui triunghi ABC este egal¼a cu

A[ABC] = pr = (p� a)ra = (p� b)rb = (p� c)rc =
p
rrarbrc;

unde p este semiperimetrul triunghiului, r este raza cercului înscris, iar ra; rb; rc sunt
razele cercurilor exînscrise.

Demonstra̧tie. Vezi [12, § II.61]. �

Teorema 957 Lungimile razelor cercurilor tritangente corespunz¼atoare triunghiului
ABC sunt egale cu:

ra = 4R sin
A

2
cos

B

2
cos

C

2
; rb = 4R cos

A

2
sin

B

2
cos

C

2
; rc = 4R cos

A

2
cos

B

2
sin

C

2
:

Demonstra̧tie. Avem

ra =
A[ABC]

p� a =
2R2 sinA sinB sinC

4R cos A2 sin
B
2 sin

C
2

de unde rezult¼a

ra =
R � (2 sin A2 cos

A
2 ) � (2 sin

B
2 cos

B
2 ) � (2 sin

C
2 cos

C
2 )

2R cos A2 sin
B
2 sin

C
2

= 4R sin
A

2
cos

B

2
cos

C

2
:

Analog se arat¼a şi celelalte dou¼a egalit¼aţi. �

Teorema 958 În orice triunghi ABC sunt adev¼arate egalit¼aţile:

i) ra + rb + rc = r + 4R;

ii)
1

ra
+
1

rb
+
1

rc
=
1

r
:

Demonstra̧tie. i) Avem: R = abc
4�A[ABC] , r =

A[ABC]
p , ra =

A[ABC]
p�a , rb =

A[ABC]
p�b si

rc =
A[ABC]
p�c , unde p =

a+b+c
2 , deci

ra+rb+rc�r =
2p3 � ap2 � bp2 � cp2 + abc

A[ABC]
=
p2[2p� (a+ b+ c)] + abc

A[ABC]
=

abc

A[ABC]
= 4R:

Analog se arat¼a ii). �
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Observa̧tia 959 Ecuaţia ra + rb + rc = r + 4R se numeşte relaţia lui Steiner.

Teorema 960 În orice triunghi ABC este adev¼arat¼a relaţia:

OI2 +OI2a +OI
2
b +OI

2
c = 12R

2:

Demonstra̧tie. Din relaţiile lui Euler avem OI2 = R2 � 2Rr, OI2a = R2 + 2Rra,
şi analoagele. Avem:

OI2 +OI2a +OI
2
b +OI

2
c = 4R

2 + 2R(ra + rb + rc � r)

= 4R2 + 2R � 4R = 12R2;

unde am utilizat relaţia ra + rb + rc = 4R+ r. �

Teorema 961 În orice triunghi ABC sunt adev¼arate egalit¼aţile:

1) rarb + rbrc + rcra = p
2;

2) (ra + rb)(rb + rc)(rc + ra) = 2Rp
2;

3) r(ra � rb)(rb � rc)(rc � ra) = p(a� b)(b� c)(c� a);
4) (ra � r)(rb � r)(rc � r) = 4Rr2;
5) ra � r =

a�A[ABC]
p(p�a) ;

6) (ra+r)(rb+r)(rc+r)r = (a+b)(b+c)(c+a)
p

7) rarb = p(p� c);
8) 1

r2
+ 1

r2a
+ 1

r2b
+ 1

r2c
= a2+b2+c2

A2
[ABC]

;

9) 1
r2
� 1

r2a
� 1

r2b
� 1

r2c
= 12R

rrarbrc

10) a2

ra(rb+rc)
+ b2

rb(ra+rc)
+ c2

rc(ra+rb)
= 2;

11) ra(rb + rc) + rb(rc + ra) + rc(ra + rb) = 2p
2:

Demonstra̧tie. Se utilizeaz¼a egalit¼aţile A[ABC] = pr = (p � a)ra = (p � b)rb =
(p� c)rc =

p
rrarbrc. �

Teorema 962 În orice triunghi ABC sunt adev¼arate egalit¼aţile:

p = ra � ctg
A

2
= rb � ctg

B

2
= rc � ctg

C

2
:

Demonstra̧tie. În triunghiul dreptunghic AIaDc, avem imediat p = ractgA2 : Ana-
log se obţin celelalte egalit¼aţi. �

Teorema 963 În orice triunghi ABC sunt adev¼arate egalit¼aţile:

p� a = rb � tg
C

2
= rc � tg

B

2
= ra � ctg

A

2
� tgB

2
� tgC

2
;

p� b = ra � tg
C

2
= rc � tg

A

2
= rb � ctg

B

2
� tgC

2
� tgA

2
;

p� c = ra � tg
B

2
= rb � tg

A

2
= rc � ctg

C

2
� tgA

2
� tgC

2
:
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Demonstra̧tie. În triunghiul dreptunghic BIaDc; de exemplu, avem: BIa = p�
c = ra � ctg(90� �B=2) = ra � tgB2 : Pentru urm¼atoarele relaţii:

p+ p� b+ p� c = ra
�
ctg
A

2
+ tg

B

2
B + tg

C

2

�
= ra � ctg

A

2
� tgB

2
� tgC

2
:

Analog se arat¼a celelalte egalit¼aţi. �

Teorema 964 În orice triunghi ABC este adev¼arat¼a relaţia 1=r� 1=ra = 2=ha, unde
ha reprezint¼a lungimea în¼altimii duse din vârful A:

Demonstra̧tie. Avem 1=r � 1=ra = p=S � (p � a)=S = a=S = 2=ha, unde S
reprezint¼a aria triunghiului ABC. �

Teorema 965 În orice triunghi ABC sunt adev¼arate relaţiile:

1)
1� r=ra

a
=
1� r=rb

b
=
1� r=rc

c
=
1

p
;

2) (ha + hb)=rc + (hb + hc)=ra + (hc + ha)=rb = 6:

Demonstra̧tie. Se utilizeaz¼a relaţia 1=r � 1=ra = 2=ha şi analoagele. �

Teorema 966 În orice triunghi ABC sunt adev¼arate egalit¼aţile:

rrb + rrc + rbrc = p
2 � a2; rrc + rra + rcra = p2 � b2; rra + rrb + rarb = p2 � c2:

Demonstra̧tie.

rrb + rrc + rbrc = (p� a)(p� c) + (p� a)(p� b) + p(p� a)
= (p� a)(p+ a) = p2 � a2:

�

Teorema 967 În orice triunghi ABC sunt adev¼arate egalit¼aţile:

ar = (p� a)(ra � r) şi ara = p(ra � r):

Demonstra̧tie. Avem ra � r =
a�A[ABC]
p(p�a) = ar

p�a =
ara
p : �

Teorema 968 În orice triunghi ABC este adev¼arat¼a relaţia

ara + brb + crc = 2p(R� r):

Demonstra̧tie. Se utilizeaz¼a teorema precedent¼a. �


