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3.2 CERCURI EXINSCRISE

»,Natura vorbegte in limbajul matematicii: literele acestei limbi sunt cercuri, triunghiuri si alte
figuri geometrice.” —Galileo Galilei®

Teorema 921 Doud bisectoare exterioare i una interioara, trecind fiecare prin cdte
un varf al triunghivlui sunt concurente.

Demonstratie. Fie I, este punctul de concurenta dintre bisectoarele exterioare

Figura 3.11: Cercuri exinscrise

ale unghiurilor B si C' (Figura 3.11), atunci punctul I, este egal departat de laturile
BC gi AB, respectiv de laturile BC gi AC, deci el este egal depéartat si de laturile AB
si AC, adica I, apartine bisectoarei interioare a unghiului A. (|

Observatia 922 Punctul I, fiind situat la aceeasi distantd — notatd cu r4- fatd de
laturile triunghiului ABC' este centrul unui cerc tangent exterior laturii BC i prelun-
girilor laturilor AB gi AC.

3Galileo Galilei (1564-1642) — matematician, fizician si astronom italian, profesor la Universitatea
din Padova, contributii remarcabile in fizicd si astronomie
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Un cerc care este tangent la o laturd a unui triunghi si la prelungirile celorlalte
doua laturi ale triunghiului se numeste cerc extnscris al triunghiului. Evident, un
triunghi are trei cercuri exinscrise

Observatia 923 Cercurile exinscrise gi cercul inscris corespunzatoare unui triunghi
se mai numesc cercuri tritangente. Notam cu A-exinscris, cercul exinscris tangent la-
turii BC' a triunghiului ABC; analog se noteaza cu B-exinscris si C-exinscris celelalte
doud cercuri exinscrise; 1, I, I. sunt centrele cercurilor exinscrise corespunzatoare §i
notam cu rq, ry,respectiv r. razele corespunzatoare cercurilor exinscrise (Figura 3.11).
Triunghiul 1,11, se numeste triunghiul antisuplementar corespunzator triunghiu-
lui ABC.

Teorema 924 Varfurile triunghiului ABC apartin laturilor triunghiului antisuple-
mentar.

Demonstratie. Solutie evidenta. U

Teorema 925 Distantele la laturile triunghiului ABC ale punctului 1, sunt egale cu
Tq.-

Teorema 926 Distantele de la punctul I, la varfurile triunghiului ABC sunt egale
cu T T r

Al, = —5,Bl, = —"%,Cl, = —".
Ssin 3 COS bl COS b}

Demonstratie. Fie D,, Dy, D, proiectiile lui I, pe laturile BC,CA, respectiv

AB. Din triunghiul dreptunghic D.I, A rezultd r, = Al,sin g, iar din triunghiurile
dreptunghice: BI,D. si Cl,D; avem

B C
rqe = Bl sin(w/2 — B/2) = B, cos sirqe =Cl,cos X
O

Teorema 927 Distaniele de la centrele cercurilor exinscrise respectiv la varfurile tri-
unghiului ABC' sunt egale cu:

A B C
AIa:p‘CosvaIbZp'Cosi,CIC:pcos?.

Demonstratie. Din triunghiul dreptunghic AI,D; rezulti cos 4 = ‘2‘? : =4

unde rezultd concluzia.

Teorema 928 Triunghiul ABC' este triunghiul ortic al triunghiului I, Ip1..

Demonstratie. Evident m(<tl.Al,) = m(<I.AB) + m(<BAI,) = 90°, deci bi-
sectoarea Al, este indltime in triunghiul I,I,I.. Analog, Bl 11,151 CI.1 1,1, deci
ABC este triunghiul ortic al triunghiului 1,1;1. O
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Teorema 929 Centrul cercului inscris in triunghiul ABC este ortocentrul triunghiu-
lui I, Ip1..

Demonstratie. Vezi teorema 928. O

Teorema 930 Inaltimile unui triunghi sunt bisectoarele triunghiului ortic al triunghi-
ului dat.

Demonstratie. Vezi teorema 928. O

Teorema 931 Fie D,, Dy, D ;E,, Ey, E.; F,, Fy, F. punctele de contact dintre cer-
curile A — exinscris, B — exinscris, respectiv C' — exinscris cu dreptele BC,CA si AB.
Atunci, AD. = ADy = p, BD, = BD.=p—c 5i CD, = CDy, = p— b, unde p este
semiperimetrul triunghiului ABC.

Demonstratie. Avem: AD. = AB+BD. = c+BD., AD, = AC+CDy = b+CD,
(i) (Figura 3.12). Sumand relatiile precedente si tinand cont cd ADy, = AD., BD, =

Figura 3.12: Distante

BD.,CD, = CDy rezultd 2AD. = b+ ¢+ a = 2p, adicd AD. = p. Analog se arata
cd BE, = BE. = p i CF, = CF, = p. Din relatiile (i) rezultda BD. = p — ¢ si
CDy=p-—b. O

Observatia 932 Analog CE, =CEy,=p—a si AE. = AE, =p —c.



CERCURI REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 22

Teorema 933 Distaniele dintre punctele de contact aflate in prelungirea aceeasi laturi
determinate de cdte doud cercuri exinscrise sunt egale cu a + b, b+ ¢, respectiv ¢ + a.

Demonstratie. Avem E,F, = E,C+CB+BF, =p—a+a+p—a =2p—a = b+c.
Analog, DyFy =a+csi E.D. =a+b. O

Teorema 934 Distania intre punctele interioare C, i D, este egald cu diferenta
celorlalte laturi.

Demonstratie. Avem: D,C, = CD, — CC, = (p—b) — (p — ¢) = ¢ — b. Analog
se arata ca EpCp = |a — c| i F.C. = |a —b|. O

Teorema 935 Distanta de la punctul de contact C, al cercului inscris la punctele
exterioare E, st Fy sunt respectiv egale cu b gi c.

Demonstratie. Avem, C,E, = C,C + CE, = (p — ¢) — (p — a) = b si analog
Cc.F,=c. O

Teorema 936 (Teorema lui Nagel) Perpendicularele pe laturile unui triunghi duse
din centrele cercurilor exinscrise sunt concurente.

Demonstratie. Solutia 1. Deoarece perpendicularele duse din varfurile unui tri-
unghi ABC pe laturile triunghiului ortic corespunzidtor sunt concurente in centrul
cercului circumscris triunghiului ABC, rezulta c& perpendicularele duse din centrele
cercurilor exinscrise I, Iy, I. pe laturile BC,CA, respectiv AB sunt concurente in
centrul cercului circumscris triunghiului 1,131..

Solutia 2. Triunghiul ABC este triunghiul ortic al triunghiului I, 1,1, (Figura 3.12).
Fie D,, Ey, F. proiectiile punctelor I,, Iy, respectiv I. pe laturile BC, AC, respectiv
AB. Atunci, BD, =p—c¢,CD, =p—0b, AF.=p—b, BF. =p—a,AE, = p—c,CE, =
p — a, de unde rezulta ca

BD?+CE; +AF? = (p—c)>+ (p—a)®>+ (p— b)> = AE} + BF? + CD?
si din teorema lui Carnot rezultd ca dreptele I,Dg, Iy Ey si I.F, sunt concurente. [

Teorema 937 Daca O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, R si rq
razele cercului circumscris, respectiv A-exinscris in triunghiul ABC, atunci:

OI? = R? + 2Rr,.

Demonstratie. Fie A” cel de-al doilea punct in care dreapta A, intersecteaza
cercul circumscris triunghiului ABC. Utilizadnd puterea punctului I, fatd de cercul
circumscris triunghiului ABC obtinem:

OI? - R* = Al, - A"I, (i)

In triunghiul Al A, sing = 4% sau Al, = Si:l’lA (ii) iar in triunghiul ABA” din
@ 2

. . o " .U . e .
teorema sinusurilor rezulta lanA = 2R, adicdi BA” = 2Rsin4 = A"I, (iii). Din

2
relatiile (i) - (iii) rezultd OI2 — R? = 2Rr,, de unde OI? = R? + 2Rr,. O
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Observatia 938 OI? = R? + 2Rr, este relatia lui Euler.
Teorema 939 Patrulaterele BICI,, AICI, si AIBI. sunt inscriptibile.
Demonstratie. Deoarece m(<t/,BI) = m(<t/,CI) = 90° rezultd
m(<qBI) +m(<d,CI) = 180°,

adica patrulaterul BICI, este inscriptibil. Analog, se aratd patrulaterele AICT, si
AIBI, sunt inscriptibile. O

Teorema 940 Centrul cercului circumscris patrulaterului BICI, este mijlocul seg-
mentulut 11,.

Demonstratie. Evident, deoarece m(<tIBI,) = 90° rezultd cd 11, este diametru
in cercul circumscris patrulaterului BICI,. O

Teorema 941 (Teorema lui Beltramsi) Mijlocul segmentului I1, apartine cercului
circumscris triunghiului ABC'.

Demonstratie. Fie A” cel de-al doilea punct de intersectie dintre I, si cercul
circumscris triunghiului ABC' (Figura 3.13). Cum

Figura 3.13: Teorema lui Beltrami

m(<A"IB) = m(<IAB) + m(<IBA) = %m(<{A) + %m(qB)

1 1
m(<IBA") = m(<IBC) + m(«CBA") = §m(<ZB) + §m(<ZA)

rezultd ci triunghiul TA” B este isoscel, deci A”I = A”B. Analog, IA” = A”C, adici
A" este centrul cercului circumscris patrulaterului BIC,. O
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Teorema 942 Unghiul <BI,C are masura egald cu 90° — %m(<{BAC).

Demonstratie. Deoarece m(<BIC) = 90° + im(<A) si patrulaterul BICI, este
inscriptibil rezulta

m(<BI,C) = 180° — m(<BIC) = 90° — %m(<IA)
U

Observatia 943 Analog, m(<CL,A) = 90° — m(<ABC) si m(<AIl.B) = 90° —
sm(<ACB).

Teorema 944 Axa radicald a cercurilor inscris in triunghiul ABC si A — exinscris
corespunzator triunghiului ABC' este bisectoarea exterioara a varfului M, a triunghi-
ului median al triunghiului ABC.

Demonstratie. Deoarece F,D, este tangenta comuna (diferitd de laturile tri-
unghiului) cercurilor inscris si A — exinscris, rezulta cd axa radicald trece prin mijlocul
segmentului F, D,, adica prin M, mijlocul laturii BC'. Cum axa radicald este perpen-
diculara pe linia centrelor I, rezulta ca este perpendiculara si pe bisectoarea interioara
a mijlocului <M .M, M,, adicd axa radicald este bisectoarea exterioard a varfului M,
a triunghiului median M. M, Mj. O

Observatia 945 Centrele radicale ale cercurilor inscris, A — exinscris, B — exinscris
gi C' — extnscris sunt centrele cercurilor inscrise si exinscrise in triunghiul median al
triunghiului ABC.

Teorema 946 Axa radicald dintre cercurile B — exinscris si C — exinscris ale triunghi-
ului ABC' este bisectoarea interioard a varfului M, a triunghiului medial al triunghiului
ABC.

Demonstratie. Deoarece E,F, este tangenta exterioard comuna cercurilor B —
exinscris si C — exinscris, rezultd ci axa radicald a acestor doud cercuri trece prin mi-
jlocul segmentului E, F,, adicd in punctul M, si este perpendiculara pe linia centrelor
Ip1., deci axa radicald este paralela cu bisectoarea unghiului A, adica este bisectoarea
unghiului <M M, M,. O

Observatia 947 Analog, axele radicale dintre perechile de cercuri (C' — exinscris, A
- exinscris) gi (A — exinscris, B - exinscris) sunt bisectoarele interioare ale varfurilor
My, respectiv M, ale triunghiului median.

Teorema 948 Cercurile circumscrise triunghiurilor 11,1y, IIp1. i I1.1, sunt congru-
ente.

Demonstratie. Deoarece I este ortocentrul triunghiului 1,11, (vezi [12, § I11.10])
rezultd concluzia (vezi ,,Ortocentrul unui triunghi”). O
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Teorema 949 Centrul radical al cercurilor exinscrise este centrul cercului inscris in
triunghiul median.

Demonstratie. Vezi teorema precedenta. O

Teorema 950 Distantele dintre centrele cercurilor exinscrise si centrul cercului in-
seris intr-un triunghi ABC sunt egale cu:

A b B C
11, = —— =4Rsin 3, Il, = —5 = 4Rsin =, [I. = — = 4Rsin .
cos 5 cos 5 2 cos 5 2
Demonstratie. Din teorema 941 rezultd ca
A A
II, =2IA" =2BA" =2. 2Rsin§ = 4Rsin bR
Dar, 4R sin 2 — 2RS4 — _a_de unde rezultil concluzia. O
COs ? COS 5

Teorema 951 Distantele dintre centrele cercurilor exinscrise intr-un triunghi ABC
sunt egale cu:

A B C
L. = 4Rcos JAcd, = 4Rcos , 11y = 4R cos 5

Demonstratie. Deoarece masurile unghiurilor triunghiului antisuplementar 1,131,
sunt egale cu:

1 1 1
90° — Sm(<A),90° = Zm(<B),90° = Zm(<C)

si raza cercului circumscris acestui triunghi este 2R (vezi [12, § I11.10]) din teorema
sinusurilor rezulta
IbIC Ic-[a IaIb

sin(90° — A/2)  sin(90° — B/2)  sin(90° — C/2) R

sau
A
I 1. —4Rcos S, —4Rcos ) Ib—4Rcos%

O

Teorema 952 Punctele I, 1,, A’, A formeaza o diviziune armonica, unde {A'} = I1,N

BC.

. / . —
Demonstragle Deoarece 214/11 = =4 ,:141{1 = %, iar Ajape) = pr = (p — a)ra,
rezultd ;14, I] = AI , deci punctele I, 1,, A’, A formeazi o diviziune armonica. O

Teorema 953 Punctele de contact C, gi D, sunt conjugate armonic in raport cu
picioarele bisectoarei interioare (A') si a tnaltimii din A (H,).

Demonstratie. Deoarece punctele I, I,, A’, A formeazi o diviziune armonica, rezulta
ca si proiectiile lor Cy,D,, A’, respectiv H, formeaza o diviziune armonica. O
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Teorema 954 Punctele Iy, I., A, P formeaza o diviziune armonica, unde { P} = IyI.N
BC.

Demonstratie. Deoarece fdb % si IIZ?’ = tiar Ajape) = (p—c)re = (p—b)rs,
< Al, _ PI,
rezulta = pr- O

Teorema 955 Punctele B,C, A’, P formeaza o diviziune armonica, unde { P} = Ip1.N
BC.

. ’
Demonstratie. Avem: ‘g,g = % = AC’ deci punctele B,C, A’, P formeazi o

diviziune armonics O

Teorema 956 Aria unui triunghi ABC' este egald cu

Apape=pr=@—a)ra=(p—b)ro = (p— c)re = \/rraryre,

unde p este semiperimetrul triunghiului, r este raza cercului inscris, iar T4, Ty, Fe SUNL
razele cercurilor exinscrise.

Demonstratie. Vezi [12, § 11.61]. O
Teorema 957 Lungimile razelor cercurilor tritangente corespunzdatoare triunghiului
ABC sunt egale cu:

B C A B C A B C
rqe = 4R sin ) COS — COS 3 ry = 4R cos o) sin 5 cos o> r. = 4R cos o) cos 5 sin 5
Demonstratie. Avem

Alapc)  2R?sin Asin BsinC

T, = =
¢ p—a 4Rcos§sin§sin%
de unde rezulta
R-(Zsin%cos%)-(2sin§cos§)~(25in%cos%) . A B C
Tq = T B ¢ = 4R sin — cos — cos —.
2R cos % sin 5 sin 5 2 2 2
Analog se arata si celelalte doua egalitati. U

Teorema 958 In orice triunghi ABC sunt adevirate egalititile:

i) rg+ry+r.=r+A4R,

1 1 1 1
i) —+—4+—=-.
Ta Th Te T

abe - AlaBC) _ AlaBc A
4-Alage)’ P

si

Demonstratie. i) Avem: R =

A
re = ;ABCC , unde p = 2 deci

2 3 _ 2 2 2 2 I —
Pty = 22— 9P bp —cp”+abe _ p'2p—(at+b+c)l+abc  abc iR
AlaBa) AlaBc AlaBC

Analog se arata ii). O
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Observatia 959 Fcuatia rq + 15 + 7. =1 + 4R se numeste relatia lui Steiner.
Teorema 960 In orice triunghi ABC' este adeviratd relatia:
OI* + OI? + OIf + OI? = 12R>.

Demonstratie. Din relatiile lui Euler avem OI? = R? — 2Rr, OI? = R? + 2Rr,,
si analoagele. Avem:

OI* 4+ OI? + OI? + OI* = 4R* + 2R(rq + 1y + 7 — 7)

= 4R*> + 2R - 4R = 12R?,

unde am utilizat relatia ro, + 7 + 7. = 4R + 7. O

Teorema 961 In orice triunghi ABC sunt adevirate egalititile:

1) Ty + Tl + Tl = p )
2) (1o + 1) (rp +7e)(re +74) = 2Rp?;
3) 7(ra — 16) (16 — 1) (1e — 7a) = pla —b)(b—c)(c — a);
4) (rg —7)(ry — r)(re — r) = 4Rr?;
5) rg — 1 = p(z[,“‘if],
6) (ra—i-r (rp+7)(rc+7) _ (a+Db)(b+c)(c+a)
p

7) Tty = p(p — ©);

1 1 1 1 _ a?+4b%+c2.
8) =+ Ztoeto= %7

1 1 1 _  12R

9) T_E_%_E_TTQT[,TC
10) —2 48, _o

ra(rp+re) U orp(ratre) U ore(ratry)
11) ro(rp + 7¢) + 1p(re + 74) + re(ra + 75) = 2p2.
Demonstratie. Se utilizeaza egalitatile Ajypc) = pr = (p — a)ra = (p — b)rp =

(p—C)re = \/TTaTpTe. O

Teorema 962 In orice triunghi ABC sunt adevirate egalititile:

C
=71, ctg—.

=7y cltg— 5

A
p=rq-ctgs 5

2

Demonstratie. In triunghiul dreptunghic AI,D.., avem imediat p = ractgé. Ana-
log se obtin celelalte egalitati. U

Teorema 963 In orice triunghi ABC' sunt adevirate egalititile:

p—a:rb-tgg:Tc.tggzra.ctgé.tgg.tgg
2 2 2 2 2’
p—b:’r’a‘lfgg:'r'c'1‘/"gé:',"bC[J;QE-[;gg-l':gé7
2 2 2 2 2
p—c:ra-tgg:rb'tgé:rc-ctgg'tgé-tgg.
2 2 2 2 2
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Demonstratie. In triunghiul dreptunghic BI,D., de exemplu, avem: BI, = p —
¢ =rq-ctg(90° — B/2) = r, - tgZ. Pentru urmitoarele relatii:

+ b+ = tA+tBB+tC— tAtBtO
prp b—c=Tq 092 92 92 =Tq 092 92 92-

Analog se arata celelalte egalitati. ([

Teorema 964 In orice triunghi ABC este adeviratd relatia 1/r — 1)1, = 2/hq, unde
hq reprezinta lungimea inaltimii duse din varful A.

Demonstratie. Avem 1/r — 1/r, = p/S — (p —a)/S = a/S = 2/h,, unde S
reprezintd aria triunghiului ABC. O

Teorema 965 In orice triunghi ABC sunt adevirate relatiile:

1) l—r/rq 1—r/rp 1—r/rc 1
a N b N c P

2) (ha + hp) /e + (hp + he) /ra + (he + hq) /Tp = 6.
Demonstratie. Se utilizeaza relatia 1/r — 1/r, = 2/h, si analoagele. O
Teorema 966 In orice triunghi ABC sunt adevirate egalitatile:

2 2 2 2 2 2
TTy +1Te +Tpre =P~ — Q°, 1T + 1T +Telg =P~ — b, 17 + 11y + 74Ty =p° — C°.

Demonstratie.
ey +rre+rre = (p—a)(p—c)+ (p—a)(p—>b)+plp—a)
= (p-a)pta)=p -
O
Teorema 967 In orice triunghi ABC sunt adevirate egalititile:
ar = (p—a)(ra —7) siare =p(re = 7).
Demonstratie. Avem r, — 7 = @AUBC _ ar _ arg O

p(p—a) p—a p -
Teorema 968 In orice triunghi ABC' este adevirata relatia
arg + bry +cre = 2p(R — ).

Demonstratie. Se utilizeaza teorema precedenta. (]



