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3.6 CERCURILE LUI LUCAS

,Universul este un cerc al carui centru este pretutindeni, iar circumferinta nicdieri.” — Blaise

Pascall?

Teorema 1016 Sa se arate ca exista trei cercuri Cy, Cy, Cg tangente interior la cercul
circumscris triunghiului ABC' in varfurile A, B, C gi tangente intre ele doud cdte doud.

Demonstratie. Presupunem cercurile construite, fie Cy (L1, 1), Co(L2,l2), C5(Ls, l3)
(Fifura 3.19). Deoarece cercurile sunt tangente interior cercului circumscris al triunghi-

Figura 3.19: Cercurile lui Lucas

ului ABC rezulta cad Ly € OA;Ly € OB;Ls € OC (unde O este centrul cercului
circumscris triunghiului ABC'). Teorema cosinusului aplicatd in triunghiurile Lo L3O
si OBC ne da: cos <tLsOL3 = cos <BOC sau

(R— l2)2 + (R — l3)2 —(la+ l3)2 _ R?+ R? - a?
2(R —15)(R — I3) N 2R2

de unde
4R%15l3 = a*(R — 12)(R — I3). (i)

10Blaise Pascal (1623 — 1662) — matematician, fizician si filosof francez, contributii in geometria
proiectiva, algebra si teoria probabilitatilor
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Analog, se demonstreazi ci 4R2l;l3 = b2(R — I1)(R — [3) si 4R?l1ly = (R — 11)(R —
I2) (ii). Inmultind membru cu membru relatiile (i) si (i) rezulti

8R31y Iy - I3 = abe(R — 11)(R — I2)(R — I3) (iii)
sau

ARy -y - I3 = aha(R — 11)(R — lo) (R — I3) (iv)
Relatile (iii) si (iv) prin impdartire dau I3 = @ si analog Iy = W,lg =

he(R—I3)

—,de unde se obtine

Rho . _ Rhy , _ Rhe
athy > b+hy? ct+h

lh =

(unde hg, hp, he sunt lungimile indltimilor triunghiului ABC). Deci, cercurile avand
centrele pe razele OA, OB, respectiv OC' ¢i razele ALy = 1, BLy = ls gi C'L3 sunt
cercurile cautate. ([

Observatia 1017

1) Cercurile Cy (L1, 1), Ca(Le,l2), C3(Ls, l3) se numesc cercurile Lucas interioare
ale triunghiului ABC.
2) Razele cercurilor Lucas interioare au lungimile

_ Rha , _ Rh_, _ Rh
Tathy t bthy T ot he

I

(unde hg, hp, he sunt lungimile inaltimilor triunghiului ABC, iar R raza cercului cir-
cumscris triunghiului ABC).

3) Deoarece h, = W = 2ch%’ rezulta

Rbe Rca Rab

=W g fee g b
Y e+ 2aR? T ca+20R’ 2T ab + 2¢R

4) Laturile triunghiului L Lo L3 au lungimile egale cu
LiLy =11+ 1o, Lalz =12 +13,L3L1 =3+ 11

Teorema 1018 Daca l1,12,13 sunt razele cercurilor Lucas interioare, atunci

1 1 1 3 2a®+b*+c2)

L LT RTT ake

Demonstratie. Afirmatia rezultd imediat utilizind observatia 1017. U

Teorema 1019 Sunt adevarate relatiile: OLy = %ll, OLy = 22)7}%[2, OLs = %lg.

Demonstratie. Avem OL; = OA— AL =R -1} = Qgchl. O

o o o . . / ] ’ .
Teorema 1020 Sa se arate ca exista trei cercuri C, Cy, Cy tangente exterior la cercul
circumscris triunghiului ABC gi tangente intre ele, doud cdte doud.
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Figura 3.20: Cercurile Lucas exterioare

. . . . ’ ’ ’ .
Demonstratie. Presupunem cercurile construite. Fie Ly, L,, L5 centrele lor si
/ ! . 7 . . . .
l1,1,, respectiv 5 razele acestor cercuri (Figura 3.20). Printr-un rationament analog
celui precedent se determind razele acestor cercuri ca fiind

Rha o+ Rhy .+  Rhe

l/: = _
ek b—he| P e —he|

(unde hg, hp, he sunt lungimile indltimilor triunghiului ABC, deci cele trei cercuri pot
fi construite, avand centrele pe semidreptele (OA, (OB, (OC si razele AL/1 = lll, BLI2 =
1,2, respectiv CL; = lé) O

Observatia 1021

. ! ! !’ ! I ! ! I ! . .
1) Cercurile C (L, 1), Cy(Ly, ly), C5(Ls, l3) se numesc cercurile Lucas exterioare.
: s .. 7 Rha 7 _ Rhy 7 _ _Rhe
2) Razele cercurilor Lucas au lungimile: [; = At ly = H—hy)” I3 = e ha]

Teorema 1022 Cercurile Lucas Cy,Co, 03,01, C’é, C’é sunt tangente la cercurile Apol-
lonius ale varfurilor triunghiului ABC.

Demonstratie. Tinand cont ci cercurile Apollonius corespunzéatoare varfurilor tri-
unghiului ABC sunt ortogonale cercului circumscris triunghiului ABC, demonstratia
este evidenta. (|



