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3.8 CERCURILE ADJUNCTE

�Poezia este o ştiinţ¼a la fel de exact¼a ca şi geometria.�- Gustave Flaubert13

Un cerc ce trece prin dou¼a vârfuri ale unui triunghi şi este tangent la una din
laturile triunghiului se numeste cerc adjunct. Unui triunghi îi corespund şase cercuri
adjuncte. Not¼am, de exemplu, cercul adjunct ce trece prin C şi este tangent în A la AB
cu CA. Atunci, cercurile adjuncte CA;AB;BC trec prin primul punct al lui Brocard
(
) - �e OA; OB, respectiv OC centrele lor -, iar cercurile adjuncte AC;CB;BA trec
prin al doilea punct al lui Brocard (vezi �Punctele lui Brocard�) - �e O

0
C ; O

0
B;respectiv

O
0
A centrele lor.

Teorema 1039 Fie R raza cercului circumscris triunghiului ABC. Razele cercurilor
adjuncte corespunz¼atoare triunghiului ABC sunt egale cu R c

b ; R
b
c ; R

a
c ; R

c
a ; R

b
a ; R

a
b

(unde a; b; c sunt lungimile laturilor BC;CA; respectiv AB).

Demonstra̧tie. Fie RB şi R
0
C razele cercurilor adjuncte AB, respectiv AC, iar

O centrul cercului circumscris triunghiului ABC (Figura 3.26). În triunghiul OO
0
CC

Figura 3.26: Cercurile adjuncte

avem \OO0
CC �\ACB, având laturile respectiv perpendiculare, iar

\O0
COC �\ABC

�
= 1

2m(
[AOC)

�
,

deci triunghiurile ABC şi OO
0
CC sunt asemenea, de unde R

0
C
b = R

c , adic¼a R
0
C = R � bc

şi analog RB = R � cb . Analog se determin¼a razele celorlalte patru cercuri adjuncte. �

Observa̧tia 1040 Aplicaţia de mai sus ne permite s¼a determin¼am razele cercurilor
adjuncte atunci când cunoaştem laturile triunghiului şi raza cercului circumscris aces-
tuia.
131Gustave Flaubert (1821-1880) �scriitor francez
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Teorema 1041 Raza cercului circumscris unui triunghi este medie geometric¼a a razelor
a dou¼a cercuri tangente la aceeaşi latur¼a a triunghiului.

Demonstra̧tie. Din RB = R � cb şi R
0
C = R � bc rezult¼a RB � R

0
C = R2, adic¼a

R =
q
RB �R0

C . �

Teorema 1042 Cubul razei cercului circumscris triunghiului ABC este egal cu pro-
dusul razelor cercurilor adjuncte care trec prin acelaşi punct Brocard.

Demonstra̧tie. Avem RA = R � ba , RB = R �
c
b ; RC =

a
c ; R

0A = R � ca ; R
0B = R � ab ;

R0C = R � bc de unde

R3 = RA �RB �RC = R
0
A �R

0
B �R

0
C :

�

Teorema 1043 Linia centrelor a dou¼a cercuri adjuncte, tangente la aceeaşi latur¼a a
triunghiului, intersecteaz¼a latura în acelaşi punct cu simediana exterioar¼a a vârfului
opus acestei laturi.

Demonstra̧tie. Fie fA0g = OBO
0
C \ BC: Din asem¼anarea triunghiurilor OBBA0

şi O
0
CCA

0 rezult¼a
A0C

A0B
=
R
0
C

RB
=

�
b

c

�2
;

deci A0 coincide cu punctul în care simediana exterioar¼a a vârfului A intersecteaz¼a
dreapta BC (vezi �Simediane exterioare�). �

Teorema 1044 Punctele de intersecţie dintre dreptele ce unesc centrele perechilor
de cercuri adjuncte, tangente la aceeaşi latur¼a a triunghiului, şi laturile respective
coliniare.

Demonstra̧tie. Fie A0; B0; C 0 punctele c¼autate. Conform propriet¼aţii precedente
avem:

A0B

A0C
=
�c
b

�2
;
B0C

B0A
=
�a
c

�2
;
C 0A

C 0B
=

�
b

a

�2
de unde A

0B
A0C �

B0C
B0A �

C0A
C0B = 1 şi din reciproca teoremei lui Menelaus rezult¼a c¼a punctele

A0; B0; C 0 sunt coliniare. �

Teorema 1045 Triunghiurile OAOBOC şi O
0
AO

0
BO

0
C sunt asemenea cu triunghiul

ABC:

Demonstra̧tie. Dac¼a 
 este primul punct Brocard, atunci m(^A
B) = 180� �
m(^ABC); m(^B
C) = 180� � m(^ACB); m(^C
A) = 180� � m(^BAC) (vezi
�Punctele lui Brocard�). Fie fMg = OAOB \ A
 şi fNg = OAOC \ 
C. Cum
OAOB?A
 şi OAOC?
C rezult¼a c¼a patrulaterul OAM
N este inscriptibil, deci

m(^NOAM) = 180� �m(^M
N) = m(^BAC);
de unde ^OBOAOC � ^BAC. Analog se arat¼a c¼a ^OAOBOC � ^ABC, deci triunghi-
urile OAOBOC şi ABC sunt asemenea. Analog se arat¼a c¼a triunghiurile O

0
AO

0
BO

0
C şi

ABC sunt asemenea. �



CERCURI REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 51

Teorema 1046 Triunghiurile OAOBOC şi O
0
AO

0
BO

0
C au acelaşi unghi Brocard.

Demonstra̧tie. Vezi proprietatea precedent¼a. �

Teorema 1047 Centrul cercului circumscris triunghiului ABC este un punct Brocard
pentru triunghiurile OAOBOC şi O

0
AO

0
BO

0
C .

Demonstra̧tie. Avem OOA?AC;OOA?OCOA, iar m(^
CA) = !, de unde
rezult¼a c¼a m( \OOAOC) = !. Analog

m(^OOBOA) = m(^OOCOB) = !;

deci O este punct Brocard în triunghiul OAOBOC . Analog se arat¼a c¼a O este punct
Brocard şi în triunghiul O

0
AO

0
BO

0
C . �

Teorema 1048 Primul punct Brocard al triunghiului ABC este primul punct Brocard
şi în triunghiul OAOBOC .

Demonstra̧tie. Fie fPg = OBOC \ AB: Deoarece PM este linie mijlocie în tri-
unghiul AB
 rezult¼a PM k AB, de unde

m(^PM
) = m(^BA
) = !:

Din patrulaterul inscriptibil OBP
M rezult¼a ^POB
 � ^PM
, deci m(^POB
) =
!: Analog,

m(^
OCOA) = m(^
OAOB) = !;
deci 
 este primul punct Brocard al triunghiului OAOBOC . �

Teorema 1049 Al doilea punct Brocard 
0 al triunghiului ABC este al doilea punct
Brocard şi în triunghiului O

0
AO

0
BO

0
C .

Demonstra̧tie. Soluţie analoag¼a cu cea precedent¼a. �

Observa̧tia 1050 i) Din cele prezentate mai sus rezult¼a c¼a în triunghiul OAOBOC
primul punct Brocard este 
 şi al doilea punct Brocard este O - centrul cercului cir-
cumscris triunghiului ABC: ii) În triunghiul O

0
AO

0
BO

0
C primul punct Brocard este O,

centrul cercului circumscris triunghiului ABC;şi al doilea punct Brocard este 
0 (al
doilea punct Brocard al triunghiului ABC).

Teorema 1051 Fie � raza cercului circumscris triunghiului OAOBOC . Este ade-
varat¼a relaţia:

OOA �OOB �OOC = 8�3 sin3 !:

Demonstra̧tie. Din formula cunoscut¼a A
 �B
 �C
 = 8R3 sin3 ! (vezi �Punctele
lui Brocard�) şi asem¼anarea triunghiurilor OAOBOC şi ABC rezult¼a concluzia. �

Teorema 1052 Dac¼a � este raza cercului circumscris triunghiului OAOBOC , atunci
R = 2� sin!.
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Demonstra̧tie. Din paralelogramul OOBBO
0
B rezult¼a OOB = BO

0
B = R

0
B = R

a
b .

Analog, OOA = R c
a şi OOC = R

b
c . Utilizând relaţia

OOA �OOB �OOC = 8�3 sin3 !

rezult¼a R3 = 8�3 sin3 !, de unde R = 2� sin!. �

Observa̧tia 1053 i) Relaţia R = 2� sin! este echivalent¼a cu R
� = 2 sin! şi cum

triunghiurile ABC şi OAOBOC sunt asemenea rezult¼a c¼a raportul de asem¼anare dintre
acestea este egal cu 2 sin!. ii) Deoarece unghiul lui Brocard este acelaşi şi pentru
triunghiul O

0
AO

0
BO

0
C rezult¼a c¼a raportul de asem¼anare dintre triunghiurile ABC şi

O
0
AO

0
BO

0
C este egal tot cu 2 sin!, de unde rezult¼a c¼a triunghiurile asemenea OAOBOC

şi O
0
AO

0
BO

0
C sunt congruente.

Teorema 1054 Dac¼a A2 este punctul de intersecţie dintre cercurile adjuncte CA şi
BA, atunci punctul A2 aparţine cercului circumscris triunghiului BOC.

Demonstra̧tie. Vezi [12, § III.14]. �

Teorema 1055 Vârfurile celui de-al doilea triunghi Brocard al triunghiului ABC sunt
intersecţiile dintre cercurile adjuncte corespunz¼atoare vârfurilor A;B respectiv C:

Demonstra̧tie. Vezi [12, § III.14]. �

Teorema 1056 Axa radical¼a dintre dou¼a cercuri adjuncte tangente, în acelaşi vârf,
a dou¼a laturi ale triunghiului ABC este simediana acestui vârf.

Demonstra̧tie. Vezi [12, § III.14]. �

Teorema 1057 Axa radical¼a dintre dou¼a cercuri adjuncte ce trec prin acelaşi vârf şi
sunt tangente la aceeaşi latur¼a unui triunghi este mediana ce pleac¼a din vârful consid-
erat.

Demonstra̧tie. Fie La punctul de interseçtie dintre cercurile adjuncte ce trec prin
A şi sunt tangete în B, respectiv în C la BC; iar fMag = ALa \ BC: Din puterea
punctului Ma faţ¼a de cele dou¼a cercuri rezult¼a

M
0
aB

2 =MaLa �MaA =MaC
2;

de unde MaB �MaC, deci AMa este median¼a în triunghiul ABC: �

Observa̧tia 1058 Punctul La aparţine cercului ortocentroidal al triunghiului ABC
(vezi �Cercul ortocentroidal�):


