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3.8 CERCURILE ADJUNCTE

,Poezia este o stiintd la fel de exactd ca si geometria.”- Gustave Flaubert!?

Un cerc ce trece prin doud varfuri ale unui triunghi si este tangent la una din
laturile triunghiului se numeste cerc adj unct. Unui triunghi ii corespund sase cercuri
adjuncte. Notam, de exemplu, cercul adjunct ce trece prin C' gi este tangent in A la AB
cu C'A. Atunci, cercurile adjuncte C'A, AB, BC trec prin primul punct al lui Brocard
() - fie O4,0p, respectiv O¢ centrele lor -, iar cercurile adjuncte AC,CB, BA trec
prin al doilea punct al lui Brocard (vezi ,,Punctele lui Brocard”) - fie O’C, O;g,respectiv
O‘IA centrele lor.

Teorema 1039 Fie R raza cercului circumscris triunghiului ABC. Razele cercurilor
adjuncte corespunzatoare triunghiului ABC sunt egale cu Rf, R%, R%, RZ, Rg, R3
(unde a,b, c sunt lungimile laturilor BC,C A, respectiv AB).

Demonstratie. Fie Rp si R’C razele cercurilor adjuncte AB, respectiv AC, iar
O centrul cercului circumscris triunghiului ABC' (Figura 3.26). In triunghiul OO’CC

Figura 3.26: Cercurile adjuncte

avem OO'CC = m, avand laturile respectiv perpendiculare, iar O'COC’ = ABC (:

’

im
deci triunghiurile ABC si OO/CC sunt asemenea, de unde RTC = %, adica R/C =R- g
O

si analog Rp = R - ;. Analog se determina razele celorlalte patru cercuri adjuncte.

Observatia 1040 Aplicatia de mai sus ne permite sa determinam razele cercurilor
adjuncte atunci cand cunoastem laturile triunghiului §i raza cercului circumscris aces-
tuia.
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Teorema 1041 Raza cercului circumscris unusi triunghi este medie geometrica a razelor
a doud cercuri tangente la aceeast laturd a triunghiulusi.

Demonstratie. Din RB = R- ¢ i R, = R ? rezulti RB - R, = R?, adici

R=./RB-Ry. U

Teorema 1042 Cubul razei cercului circumscris triunghiului ABC' este egal cu pro-
dusul razelor cercurilor adjuncte care trec prin acelagi punct Brocard.

Demonstratie. Avem RA = R-g, RB=R-{,RC=% RA=R-{, RB=R-¢,
RC=R- g de unde
R}*=Rs-Rp-Ro =R, Ry Re.
|

Teorema 1043 Linia centrelor a doud cercuri adjuncte, tangente la aceeast laturd a
triunghiului, intersecteaza latura in acelagi punct cu simediana exterioard a varfului
opus acester laturi.

Demonstratie. Fie {A’} = O30, N BC. Din asemanarea triunghiurilor OBBA’

si O,C A’ rezultd
AC _ Re _ (b)°
A'B Rp ’

c
deci A’ coincide cu punctul in care simediana exterioarsd a varfului A intersecteazi
dreapta BC (vezi ,Simediane exterioare”). O

Teorema 1044 Punctele de intersectie dintre dreptele ce unesc centrele perechilor
de cercuri adjuncte, tangente la aceeasi laturda a triunghiului, si laturile respective
coliniare.

Demonstratie. Fie A’, B’,C’ punctele ciautate. Conform proprietétii precedente

avem: )
A'B (0)2 B'C (a)2 C'A (b
AC  \b) "B'A \¢/] C'B \a

de unde ﬁ;g . g:g . g:g = 1 si din reciproca teoremei lui Menelaus rezulta ca punctele

A’, B, C" sunt coliniare. O

Teorema 1045 Triunghiurile O,0O0O¢ si O/AO;E;O/C sunt asemenea cu triunghiul
ABC.

Demonstratie. Dacd  este primul punct Brocard, atunci m(<AQB) = 180° —
m(<ABC), m(<BQC) = 180° — m(<ACB), m(<«CNA) = 180° — m(<«BAC) (vezi
wPunctele lui Brocard”). Fie {M} = 040 N AQ si {N} = O40¢c N QC. Cum
040 L AQ g1 0400 LOC rezulta cd patrulaterul O4 MQN este inscriptibil, deci

m(<NOAM) = 180° — m(<MQN) = m(<BAC),

de unde <Og0A0¢c = <BAC. Analog se aratd cd <O40p0¢ = <ABC, deci triunghi-
urile O40p0¢ si ABC sunt asemenea. Analog se aratd ca triunghiurile OfAO;BO/C si
ABC sunt asemenea. O
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Teorema 1046 Triunghiurile O ,4O0O¢ si O/AO;BO/C au acelasi unghi Brocard.
Demonstratie. Vezi proprietatea precedenta. (]

Teorema 1047 Centrul cercului circumscris triunghiului ABC' este un punct Brocard
pentru triunghiurile O40OpO¢ §i 0240;3010.

Demonstratie. Avem OO7LAC, 0041004, iar m(<QQCA) = w, de unde
rezultd cd m(0O040¢) = w. Analog

m(<00p04) = m(<00c0p) = w,

deci O este punct Brocard in triunghiul O4OpO¢. Analog se aratd ca O este punct
Brocard si in triunghiul O/AOEBOIC. (]

Teorema 1048 Primul punct Brocard al triunghiului ABC' este primul punct Brocard
gt in triunghiul O 4Op0¢.

Demonstratie. Fie {P} = OpO¢c N AB. Deoarece PM este linie mijlocie in tri-
unghiul ABSQ rezultda PM || AB, de unde

m(<PMQ) = m(<BAQ) = w.

Din patrulaterul inscriptibil O PQM rezulta <POgQ = <PMSQ, deci m(<POg) =
w. Analog,
m(<Q0c04) = m(<Q040pB) = w,

deci €2 este primul punct Brocard al triunghiului O 405O¢. O

Teorema 1049 Al doilea punct Brocard Q' al triunghiului ABC' este al doilea punct
Brocard gi in triunghiului 0140390'0.

Demonstratie. Solutie analoagi cu cea precedentd. ([

Observatia 1050 i) Din cele prezentate mai sus rezulta ca in triunghiul O 4OpO¢
primul punct Brocard este Q) gi al doilea punct Brocard este O - centrul cercului cir-
cumscris triunghiului ABC. i) In triunghiul O;lOIBO/C primul punct Brocard este O,
centrul cercului circumscris triunghiului ABC\gi al doilea punct Brocard este € (al
doilea punct Brocard al triunghiului ABC').

Teorema 1051 Fie p raza cercului circumscris triunghiului OoOpO¢. FEste ade-
varatd relatia:

004 -00pg -00¢ = 8p3 sin® w.

Demonstratie. Din formula cunoscuti AQ- BQ-CQ = 8R3sin®w (vezi “Punctele
lui Brocard”) si aseménarea triunghiurilor O 4OpO¢ si ABC rezultd concluzia. U

Teorema 1052 Dacd p este raza cercului circumscris triunghiului O 4OpOc, atunci
R =2psinw.
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Demonstratie. Din paralelogramul OOBBO;3 rezultd OOp = BO;B = RIB = R3.
Analog, 004 = R¢ si OO¢ = RL. Utilizand relatia

004 -00g-00¢ = 8p3 sin® w
rezultd R? = 8psin®w, de unde R = 2psinw. O

Observatia 1053 i) Relatia R = 2psinw este echivalentd cu % = 2sinw §t cum
triunghiurile ABC' $i O4O0pO¢ sunt asemenea rezultd ca raportul de asemanare dintre
acestea este egal cu 2sinw. i) Deoarece unghiul lui Brocard este acelagi §i pentru
triunghiul 014039010 rezultd ca raportul de asemanare dintre triunghiurile ABC gi
OfAO;BO/C este egal tot cu 2sinw, de unde rezultd ca triunghiurile asemenea O 40p0O¢

gt O/AOIBO/C sunt congruente.

Teorema 1054 Dacd Ay este punctul de intersectie dintre cercurile adjuncte CA si
BA, atunci punctul As apartine cercului circumscris triunghiului BOC.

Demonstratie. Vezi [12, § I11.14]. O

Teorema 1055 Varfurile celui de-al doilea triunghi Brocard al triunghiului ABC sunt
intersectiile dintre cercurile adjuncte corespunzatoare varfurilor A, B respectiv C.

Demonstratie. Vezi [12, § I11.14]. O

Teorema 1056 Azxa radicald dintre doud cercuri adjuncte tangente, in acelagi varf,
a doud laturi ale triunghiului ABC' este simediana acestui varf.

Demonstratie. Vezi [12, § II1.14]. O

Teorema 1057 Aza radicala dintre doua cercuri adjuncte ce trec prin acelasi varf gi
sunt tangente la aceeasi laturd unui triunghi este mediana ce pleacd din varful consid-
erat.

Demonstratie. Fie L, punctul de intersectie dintre cercurile adjuncte ce trec prin
A gi sunt tangete in B, respectiv in C la BC, iar {M,} = AL, N BC. Din puterea
punctului M, fatd de cele doua cercuri rezulta

M,B? = M,L, - MyA = M,C?,
de unde M,B = M,C, deci AM, este mediand in triunghiul ABC. O

Observatia 1058 Punctul L, apartine cercului ortocentroidal al triunghiului ABC
(vezi “Cercul ortocentroidal”).



