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3.10 CERCURILE LUI NEUBERG

,Pythagoras a sacrificat pe altarul lui Zeus o sutd de boi si acesta numai pentru un singur
adevir geometric. Dar dacd in zilele noastre am proceda in acelasi fel, este putin probabil ci

am putea giisi atatea vite cornute pe intreg globul pamantesc.” - M. V. Lomonosov

Teorema 1069 Fie un triunghi ABC cu baza fixa BC. Sa se determine locul geo-
metric al varfului A, dacd unghiul lui Brocard al triunghiului ABC' este constant.

Demonstratie.

Figura 3.29: Cercurile lui Neuberg

Fie M punctul de intersectie dintre paralela prin A la BC' gi mediatoarea segmen-
tului BC (Figura 3.29). Din teorema medianei rezultd b% + ¢ = 2m2 + %aQ. Utilizand
egalitatea
a?+b%+c*  3a®+4m?

4-Ajupe)  4a- MM,

(M, fiind mijlocul laturii BC') obtinem

ctgw =

3
mg—a-MMa-ctgw—FZaQ:().

" Mihail Lomonosov (1711-1765) — savant, poet si filolog rus
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Consideram punctul N, pe M M, astfel incat N,M, = %a - ctgw si astfel <BN,M, =
<ICNyM, = w. Din teorema lui Pitagora generalizata rezulta:

N,A*? = AM?+ N,M? —2N,M, - MM,

1 2 1 3a? + 4m?
2 a
= mg+ tgw 2-actgw -
“ (2ac > 2 ¢ 4actgw

1
= ZaQ(cthw —3) =k.

Egalitatea precedentd aratd ca locul geometric cautat este un cerc (Na) cu centrul
aflat in punctul N, si raza egald cu n, = %a\/ctg%) - 3. U

Observatia 1070

1) Analog, pe laturile AC si AB se construiesc triunghiurile cu acelasi unghi Bro-
card ca i cel al triughiului ABC, varful liber va descrie cate un cerc (Nb) si (Nc), de

raze ny, = sb\/ctgw — 3, respectiv n. = 3cv/ctg?w — 3.

2) Cercurile (Na), (Nb) si (Nc) se numesc cercurile lui N euberg'S.

3) Triunghiul N,N,N, ale carui varfuri sunt centrele cercurilor lui Neuberg se
numeste triunghiul lut N euberg.

Teorema 1071 Razele cercurilor lui Neuberg, ale unui triunghi ABC' sunt proportionale
cu lungimile laturilor triunghiului ABC.

Demonstratie. Evident, deoarece

O

Teorema 1072 FEcuatia carteziand a cercului lui Neuberg (Na) in raport cu latura
BC gi mediatoarea sa este:

32
332+y2—ayctgw+% =0.

Demonstratie. Consideram un reper cartezian cu centrul in mijlocul segmentului
BC(C, axa absciselor fiind dreapta BC'. Atunci, N, (0, %ctgw), deci ecuatia cercului cu

centrul in punctul N, si raza %a\/ctg%u — 3 este

1 1
(z—0)?+ (y — 2actgw) = Za2(ctg2w —3)

sau 22 + 3% — ayctgw + % =0. ([

16 Joseph Neuberg (1840-1926) — matematician luxemburghez, pregedinte al Academiei Regale Bel-
giene, contributii importante in geometrie
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Teorema 1073 Distantele de la centrele cercurilor lui Neuberg la centrul circum-

scris triunghiului ABC' sunt proportionale cu cuburile lungimilor laturilor triunghiului
ABC.

Demonstratie. Din teorema sinusurilor in triunghiul ON,B rezulta sin?iv_“w) =
R
sno» de unde - )
ON, = RS2A=9) o 8 A
sin w be
Analog, ONb = bS : A[ABC]>ONC = CBA[ABC]- U
Teorema 1074 Este adevirata egalitatea: ON, - ONy - ON, = R3.
Demonstratie. Vezi teorema precedenta. O

Teorema 1075 Cercul lui Neuberg (Na) este ortogonal cercurilor cu centrele in punctele
B siC.
Demonstratie. Din teorema lui Pitagora in triunghiul N,M,B avem:

CL2

N?B = N,M? + BM? = Z(ctQQw +1) = a® +n?,
deci cercul (Na) si cercurile avand centrele in B i C' sunt ortogonale. (]
Observatia 1076 Proprietati analoge se obtin pentru cercurile (Nb) si (Nc).

Teorema 1077 Fie D si D' puncte pe mediatoarea laturii BC' a triunghiului ABC),
astfel incdt triunghiurile BCD si BCD' sunt echilaterale. Pentru diferite valori ale
unghiului lui Brocard al triunghiului ABC' cercurile lui Neuberg au pe BC' drept azd
radicald.

Demonstratie. Fie Aj, As punctele de intersectie dintre M, D si cercul (Na), iar
{In} =CA; N (Na). Avem:

3
MyA; - MyAy = M N? —n? = Za2 = M,D?
si
CA;-CTy = CN? —n? =a?=CB*=CD?
adica triunghiurile CBA; si C BT} sunt asemenea, deci

BT BC

BA; A C

Cum A1 B = A;C, rezulta BTy = BC = BD, deci BT} este tangenta cercului (Na) in
punctul 77. Analog, daca {T2} = BAs N (Na), atunci C'Ty este tangent cercului (Na
in punctul 75. O
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Teorema 1078 Daca Ay, Ay sunt punctele de intersectie dintre mediatoarea laturii
BC' a triunghiului ABC' cu cercul lui Neuberg (Na), atunci

sin(p; +w) 9 si sin(pq + w)

sin w sin w

unde ¢, = m(<BA1C) i py = m(<tBAC).

:27

Demonstratie. Din asemanarea triunghiurilor BA;C si 71 BC rezulta <11 BC =
<BA;C. Din patrulaterul inscriptibil BTy N, M, rezultd <BT1 M, = <BN,M,(= w).
Unghiul <771 M,C fiind exterior triunghiului 71 M, B rezulta:

m(<TiM,C) = m(<BTiM,) + m(<ThBM,) = w + m(<BA;,C),

de unde
sin(p; +w)  sin(«T1M,C) BTy  BC 5
sinw  sin(«BTyM,) BM, BM,
Analog se arata ca % =2. O

Teorema 1079 Daca Ay, Ay sunt punctele de intersectie dintre mediatoarea laturii
BC a triunghiului ABC' cu cercul lui Neuberg (Na) , atunci

ctgﬁ = ctgw — /ctg?w — 3,

2
ctg% = ctgw + /ctg?w — 3,

unde p; = m(<<BA1C) §i py = m(<tBAC).

Demonstratie. Avem:

AlMa o MyN, NaAl
M,B  M,B M,B

sau
ctg% = ctgw — \/ctg?w — 3
si analog ﬁj{i\% = Maa])gl + ]Xja’% sau ctg% = ctgw + +/ctg?w — 3. O

Observatia 1080 Unghiurile 5 si 22 se numesc unghiurile lui Steiner.
Teorema 1081 Dreptele AN,, BNy, C N, sunt concurente.

Demonstratie. Lema: Pe laturile triunghiului ABC' se construiesc in exterior
(sau in interior) triunghiurile BC'A, AB'C, BA'C isoscele si asemenea. Dreptele
AA', BB',CC’ sunt concurente.

Demonstratie. Fie {A"} = AA'n BC, {B"} = BB'n AC, {C"} = CC'n
AB si m(<A’'BC) = m(<A'CB) = m(<«B'CA) = m(aB'AC) = m(<«C'AB) =
m(<<C'BA) = « (Figura 3.30). Avem:

A"B  Ajapay  AB-A'Bsin(B+a) AB-sin(B+ «)
B'A Aaca - AC-A'Csin(C +a) AC -sin(C +a)’
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Figura 3.30: Dreptele AN,, BNy, CN,. sunt concurente

B"C _ BCsin(C+a) . C"A _ CAsin(A+a)
B"A T BAsin(A+a) Sl o7 = CBsin(B+a)

A"B B'"C C"A
A'C B'A C'B

si din reciproca teoremei lui Ceva rezulta ca dreptele AA’, BB’, CC’ sunt concurente.
Demonstratia teoremei. Deoarece triunghiurile BCN,, CAN,, ABN, sunt isoscele,

avand unghiurile de la baza egale cu 90° —w, atunci rezulta ca dreptele AN,, BNy, C N,
sunt concurente conform lemei. U

Analog se arata ca , de unde rezulta ca

1

Teorema 1082 Triunghiul lui Neuberg Ny,NyN. gi triunghiul ABC' au acelasi centru
de greutate.

Demonstratie. Lemad: Pe laturile triunghiului ABC se construiesc in exterior
(sau in interior) triunghiurile BC'A, AB'C, BA'C isoscele gi asemenea. Triunghiurile
ABC si A’B'C" au acelasi centru de greutate.

Demonstratie. Notdm cu litere mici afixele punctelor corespunzitoare si a@ =
m(<A’BC). Punctul B se obtine prin rotatia de centru A’ gi unghi (180° — 2a) a
punctului C, deci b = a' + k(c — d’), unde k = cos(m — 2a) + isin(m — 2a) si de aici
rezulta

o — b—kc
o 1-k°
Analog obtinem relatiile: o' = Cl__kk“ sicd = “__’Zb. Afixul centrului de greutate al

triunghiului A’B’C’ este egal cu:
, d+b 4+ at+b+c
I T T

deci G’ = G.

Demonstratia teoremei rezulta din lema de mai sus. U



