CERCURI REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 67

Teorema 1102 Centrul cercului Adams este centrul cercului inscris in triunghiul
ABC.

Demonstratie. Din congruenta triunghiurilor IC, P, IC,Q, ICyR, IC,S, IC.U,
IC.T rezulta
IP=IQ=IR=1S=1IT=1U,

deci centrul cercului inscris in triunghiul ABC este centrul cercului lui Adams. O
Teorema 1103 Sunt adevdrate relatiile: URLAI,TQ1BI, PS1CI.

Demonstratie. Deoarece triunghiul AU R este isoscel, iar dreptele AR si AU sunt
tangente crecului inscris in triunghiul ABC, rezulta ca UR_LAI; analog se arata ca
TQ1LBI,PS1CI. O

3.14 CERCUL LUI BROCARD?*

,Operele matematice robesc gi incanta tocmai ca operele pasiunii si imaginatiei.” - Ion Barbu

Fie K punctul lui Lemoine al triunghiului ABC. Paralele duse prin K la laturile
BC, C A, AB intersecteazid mediatoarele acestor laturi in punctele Ay, By, respectiv C1.
Triunghiul Ay B1C; se numeste primul triunghi al lui Brocard. Fie Ay, By, Co
proiectiile punctului O-centrul cercului circumscris triunghiuluiA BC- pe simedianele
duse din varfurile A, B, C. Triunghiul A3 B2C5 se numeste al doilea triunghi al lus
Brocard. Cercul avand diametru segmentul OK se numeste cercul lut Brocard
(Figura 3.34).

Observatia 1104 Doud triunghiurt care au acelasi unghi Brocard se numesc echibro-
cardiene. Bisectoarele interioare §i exterioare ale unghiurilor AGAy, BGB1,CGC1 se
numesc azxele lui Steiner (G fiind centrul de greutate al triunghiului ABC).

Teorema 1105 Cercul lui Brocard este circumscris triunghiurilor lui Brocard.
Demonstratie. Deoarece m(<KA10) = m(<KB10) = m(<KC10) = 90°,
rezultd ca punctele Ay, By, C; apartin cercului lui Brocard. Analog pentru punctele

AQ, B27 02. D

Teorema 1106 Triunghiurile AB1C, BC1 A, CA1B sunt isoscele i asemenea.

21 Henri Brocard (1845-1922) — matematician francez, contributii importante in geometrie
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Figura 3.34: Cercul lui Brocard

Demonstratie.Deoarece punctele A1, By, Cy apartin mediatoarelor laturilor tri-
unghiului ABC, rezulta ca triunghiurile AB1C, BC1 A, C'A1 B sunt isoscele. Deoarece
Ay M,, Bi My, C1 M, sunt egale cu distantele de la K la laturile BC, CA, AB, rezulta

AiM,  BiM,  Ci M.
a b ¢

(unde M, My, M. sunt mijloacele laturilor BC,CA, AB), adica %1]\]‘44: = Eé}l\%)b = ?41]\%6
si cum

m(<BM,A1) = m(<CMyB;1) = m(<AM.Cy) = 90°,

rezultd cd triunghiurile BM, A1, CMyA si AM.C1 sunt asemenea. Atunci, triunghiurile
BAC, CB1A si AC1B sunt asemenea. O

Teorema 1107 Dreptele A1 B, B1C si C1 A sunt concurente intr-un punct Brocard.

Demonstratie. In triunghiul BA; M, avem:

A1M, KK
BM,  BC/2

tg(<A1BM,) = = tgw,

(unde K este proiectia lui K pe BC), deci <41 BM, este egal cu unghiul lui Brocard
w, de unde rezultd cd A1 B, B1C, C1 A sunt ceviene ce determing unul dintre punctele
lui Brocard. O
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Teorema 1108 Dreptele AB1, BCy,C Ay sunt concurente intr-un punct Brocard.
Demonstratie.In triunghiul AB; M, avem: tg(<B;AM,) = %A%b = fgfé = tgw

(unde Kaeste proiectia lui K pe AC), deci <B1AC este egal cu unghiul lui Brocard,

adicd A1 B, B1C,C1 A sunt ceviene ce determing unul din punctele lui Brocard. O

Observatia 1109 Dacia {Q} = A1BNB1CNCLA, atunci {Q'} = Ay BN B1CNCLA;
daca {Q} = A1BN B1C N C1A, atunci {Q'} = AiBN B1C N CLA.

Teorema 1110 Dreptele AA1, BB1,CCq sunt concurente.

Demonstratie.Fie {B'} = KA1 NAC,{C'} = KA1 N AB, L mijlocul segmentului
OK. Deoarece punctele B’ gi C'sunt puncte pe al doilea cerc al lui Lemoine (cu centrul
in punctul L) rezultd c& proiectia lui L pe coarda B'C’este punctul A”- mijlocul acestui
segment (i). In triunghiul dreptunghic KOA;, (m(<KA;0) = 90°), LA" este linie
mijlocie, deci A” este gi mijlocul segmentului K A; (ii). Din relatiile (i) si (ii) obtinem
cd C'K = A1 B’, deci dreapta AA; este dreapta izotomicd simedianei AK. Analog
se arata ca BBy si CCy sunt izotomicele simedianelor concurente in punctul izotomic
punctului lui Lemoine Q. O

Observatia 1111

i) Punctul de concurenta al dreptelor AA;, BBy, CCy se numeste al treilea punct
al lui Brocard corespunzitor triunghiului ABC.

ii) Din cele prezentate mai sus se poate spune ca primul triunghi al lui Brocard
A1 B1C este triomologic cu triunghiul ABC, centrele de omologie fiind punctele lui
Brocard 2, si izotomicul punctului lui Lemoine (al treilea punct al lui Brocard Q).

iii) Q' se numeste dreapta lui Brocard.

Consecinta 1112 Vaérfurile primului triunghi ol lui Brocard A1B1C1 se gdsesc pe
dreptele izotomice ale simedianelor triunghiului ABC.

Teorema 1113 Primul triunghi Brocard A1B1C1 ol triunghiului ABC' este asemenea
cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Avem m(<AQB) = 180° —m(<(B) (vezi ,Punctele lui Brocard”),
deci m(<C1241) = m(<C1B1 A1) = m(<B) (i); m(<«BQC) = 180°—m(<C), de unde:

m({BlgAl) = m(<iBlClA1) = m(<ZC) (ii)
Din relatiile (i) si (ii) rezultd c& triunghiurile ABC' si A; B1C1 sunt asemenea. O

Teorema 1114 Primul triunghi al lut Brocard al unui triunght ABC, triunghiul QQ'Q"
gt triunghiul ABC au acelasi centru de greutate.

Demonstratie. Vezi [12, § ITI1.21]. O

Teorema 1115 Cercul lui Brocard trece prin punctele Brocard Q2 si Q' ale triunghiulus
ABC.
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Figura 3.35: Punctele lui Brocard

Demonstratie. Din proprietatea 1106 rezultd ca triunghiul Ay M,C si B1MpyA
sunt asemenea, astfel

<M, A1C = <MyB1A= <IOBlQ,,

deci patrulaterul A10B1Q este inscriptibil. Atunci, ' apartine cercului lui Brocard.
Analog, se arata ca §2 apartine cercului lui Brocard. O

Teorema 1116 Punctele lui Brocard 2 i Q' ale triunghiului ABC' sunt simetrice fati
de diametrul OK.

Demonstratie. Avem

—

m(<QOK) = m(<QB, K) — %m(KAQQ)

si deoarece KBy || AC rezultd m(<QB1K) = m(<QCA) = w, deci m(<QOK) = w
(Figura 3.35). Analog, m(<QYOK) = m(<Q? A1 K) = m(<€Q'CB) = w, deci <QOK =
<V OK, adica punctele Q gi €’ sunt simetrice fatd de dreapta OK. O

Teorema 1117 Raza cercului lui Brocard este egald cu

R\/1 —4sin?w

2cosw

R, =
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Demonstratie. In triunghiul dreptunghic KQO avem:

0 V1 — 4sin?
KO — O :R sin w:QRw,
cos w CoS W

R\/1—4sin2w‘ 0

de unde raza cercului Brocard este egala cu R, = D con

Teorema 1118 Raza cercului lui Brocard este egald cu

1 3a2b%c?
R, == R2— 27
2¢ (a2 + b2 + ¢2)2

. 212 .2 . . .
Demonstratie. Deoarece OK? = R? — % (vezi ,Punctul lui Lemoine”),
5 — 1 /p2 _ _3a%b%2 _
rezulta R, = 5 \/R (@21 |

Teorema 1119 Fie H ortocentrul triunghiului ABC si Q" al treilea punct al lui Bro-
card al triunghiului ABC. Atunci, HQ" || OK.

Demonstratie. Fie{Z} = QO' N OK (Figura 3.35). Deoarece G este centrul de

greutate al triunghiurilor ABC si QQ'Q” rezulta % = % si % = %, de unde obtinem

HQ' || OK. O

Teorema 1120 Fie H ortocentrul triunghiului ABC gi Q" al treilea punct al lui Bro-
card al triunghiului ABC'. Atunci,

HQ" = 2RcoswV 1 — 4sin?w.

Demonstratie. Fie{Z} = QQ'NOK. Din triunghiul OQZ rezultd OZ = OQ cosw =

Rcoswy/'1 —4sin?w, deci HQ' = 20Z = 2R cosw/1 — 4sin® w. O

Teorema 1121 Ortocentrul primului triunghi Brocard apartine dreptei HQ.

Demonstratie.Fie L centrul cercului lui Brocard si {H1} = LGN HQ". Deoarece
L este centrul cercului circumscris triunghiului A1 B1Cy ¢i G centrul sdu de greutate
rezultd cd dreapta LG este dreapta lui Euler a primului triunghi Brocard. Cum

oG 1 LG

GH 2 GH;
rezultd cd Hy este ortocentrul primului triunghi al lui Brocard A1 B,1C;. U

Consecinta 1122 Patrulaterul KOH1H este paralelogram.

Demonstratie. Deoarece HH; || OK si HH; = 2L0O = OK rezultd c8 KOH H
este paralelogram. O

Consecinta 1123 Centrul cercului lui Fuler al triunghiului ABC apartine dreaptei
KH,.
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Demonstratie.Deoarece intr-un paralelogram diagonalele se injumatatesc rezulta
concluzia. 0

Teorema 1124 Punctul lui Tarry, centrul de greutate si centrul cercului lui Brocard
corespunzator unui triunghi ABC sunt coliniare.

Demonstratie. Din aseménarea poligoanelor TACSB si OA1C1 K By (vezi ,,Punc-
tul lui Tarry”), punctele G, O, T se corespund cu punctele G, L, respectiv O si de aici

rezultd OGT = LGO, deci punctele T, L, G sunt coliniare. O

Teorema 1125 Fie L centrul cercului lui Brocard, G centrul de greutate, T punctul
lui Tarry gi O centrul cercului circumscris unui triunghi ABC. Atunci,

0G? = GL - GT.

Demonstratie. Deoarece punctele G, O, T respectiv G, L, O formeaza figuri omoloage,
rezulta g—g = %, de unde OG? = GL - GT. O

Teorema 1126 Fie L centrul cercului lui Brocard, G centrul de greutate, T punctul
lui Tarry gi O centrul cercului circumscris unui triunghi ABC. Atunci,

Rcosw

Gl = —————— - GO.

V1 — 4gin?w

Demonstratie. Din asemanarea triunghiurilor GLO ¢i GOT rezulta
GO_GL _10 _R.
GI GO OT R’

deci GT = 7 - GO = &2 — . GO. O

Teorema 1127 Al treilea punct Brocard € apartine dreptei ce uneste punctele lui
Steiner gi Tarry corespunzatoare unui triunghi ABC.

Demonstratie. Fie H; ortocentrul primului triunghi al lui Brocard si {Z} =
Q' NOK (Figura 3.35). Atunci,

Hi Q' HG
ZL  GL

2,
iar
/L = 0OZ-0L
V1 —4sin?
= RcoswV 1 — 4sin? —R St @
2cosw
RV1—4sin?w

= cos 2w
2 cosw
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si de aici H1Q" = 2LZ. Avem:

H\T TG+2GL
LT GT-1G’

. GT _ R? o
din &7 = RZ: rezulta

TG +2GL _ R®>+2R?

L R
si
TG-GL R*-R?
GL R
de unde ) )
mT R°+2R
T = RQ—RU?:U = 2 cos 2w.
Dar Hng” = 2cos 2w, deci Hngn = L & cum H1Q" || LO rezultd ca Q" apartine
dreptei T'O. (]

Teorema 1128 Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC si Q" al treilea
punct al lui Brocard al triunghiului ABC. Atunci, OQ" = R(2cos2w — 1).

Demonstratie. Din asemanarea triunghiurilor Q”H T si OLT rezulta 7}%/ =

ML — 2 cos 2w si de aici :m;igfo = 2cos2w — 1 sau 0" = R(2cos2w — 1). O

Teorema 1129 Dreapta OS2 este tangenta cercului circumscris triunghiului SQQ”,
unde S este punctul lui Steiner corespunzator triunghiului ABC.

Demonstratie. Din O - OS = R?(2cos 2w — 1) = ON?, rezultd concluzia. [

Teorema 1130 Dreapta OV este tangenta cercului circumscris triunghiului SQ'Q”,
unde S este punctul lui Steiner corespunzator triunghiului ABC.

Demonstratie. Din O)” - OS = R?(2cos 2w — 1) = O rezulti concluzia. [0

Teorema 1131 Punctele As, Ba, Cy apartin cercurilor circumscrise triunghiurilor BOC,
COA, AOB.

Demonstratie. Deoarece doua simediane exterioare si o simediana interioard ale
unui triunghi sunt concurente (vezi ,Simediana exterioard”), atunci simediana AK si
tangentele in B, respectiv C' la cercul circumscris triunghiului ABC' sunt concurente in
punctul T4 (Figura 3.36). Deoarece m(<<OCTy) = 90° rezulta ca OT 4 este diametru in
cercul circumscris triunghiului BOC'. Deoarece O Ay L AT'4 rezulta m(<<OA2T4) = 90°,
adica Ag este punct pe cercul circumscris triunghiului BOC'. Analog se arata cd Ba si
C5 sunt pe cercurile circumscrise triunghiurilor COA, respectiv AOB. O

Observatia 1132 Un cerc care trece prin doud varfuri ale unui triunghi gi este tan-
gent la una din laturile triunghivlui se numeste cerc adjunct.
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Figura 3.36: Cerc adjunct

Teorema 1133 Punctul As se afld la intersectia cercurilor adjuncte varfului A.

Demonstratie. Deoarece <BAsT4 = <BCTy = <BAC rezultd c& cercul cir-
cumscris triunghiului BAs A este tangent in A laturii AC. Analog, cercul circumscris
triunghiului C'As A este tangent in A laturii AB. (]

Observatia 1134 Punctele By si Co se afla la intersectia cercurilor adjuncte vdr-
furilor B, respectiv C. Varfurile celui de-al doilea triunghi Brocard al triunghiului
ABC sunt intersectiile dintre cercurile adjuncte corespunzatoare varfurilor A, B, C.

Teorema 1135 Coordonatele unghiulare ale varfurilor celui de al doilea triunghi Bro-
card AsBoCy sunt:

(180° — m(<tA), 2m(<tA), 180° — m(<A)),

((180° — m(«B), 180° — m(<«B), 2m(<B)),

(2m(«C),180° — m(«C), 180° — m(«(C)).
Demonstratie. Avem

m({BAQA) = 180° — m(<IBA2TA) = 180° — m(<IA),m(<IC’A2A)
= 180° — m(<TuAsC) = 180° — m(<tA),

iar m(<BA2C) = 360° — [m(<BA2A) + m(<CA3A)] = 2m(<tA). Analog se determina
coordonatele unghiulare ale varfurilor By gi Cj. (]

Teorema 1136 Cercul Brocard si primul cerc Lemoine sunt concentrice.

Demonstratie. Deoarece ambele cercuri au centrul in punctul L, mijlocul seg-
mentului OK, rezultd concluzia. O



