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3.15 CERCURILE TITEICA - CARNOT?22

,Geometria este limbajul omului... de la nagterea sa, omul nu a actionat decat pe fundamentul
geometriei, pe care a patruns-o cu atata claritate incdt putem admite ca ea este aceea care ne
conditioneazi.” - Charles le Corbusier??

Fie H ortocentrul triunghiului ABC si Og4, Oy, O, centrele cercurilor circumscrise
triunghiurilor BCH, ACH, ABH. AO,0,0. se numeste triunghiul Titeica- Carnot, iar
cercurile circumscrise triunghiurilor BHC, AHC, AH B se numesc cercurile Titeica-
Carnot - (14), (13), (T¢)-

Teorema 1137 Cercurile circumscrise triunghiurilor BHC, AHC ¢i AHB sunt con-
gruente cu cercul circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie A, B’,C’ mijloacele segmentelor AH, BH,CH, H,, Hy, H,

Tc Tb

Ta

Figura 3.37: Cercurile lui Titeica

picioarele tnaltimilor triunghiului ABC, O centrul cercului circumscris triunghiului

*?Lazare Carnot (1753-1823) — matematician si inginer francez
23 Charles le Corbusier (1877-1965) — arhitect, pictor francez de origine elvetiana
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ABC si O, simetricul lui O fati de BC' (Figura 3.37). Atunci, AH = 00, si AH || 0O,
de unde rezultd ci patrulaterul OO, HA este paralelogram. Deci, HO, = OA(= R)
(i) si cum OCO,B este romb rezulta ca

0.,C =0,B=0C=0B(=R). (ii)
Din relatiile (i) si (ii) rezultd ca
0.C =0,B=0,H(=R),

deci O; este centrul cercului circumscris triunghiului BHC, adica O; = O,. Ana-
log, Oy si O, sunt simetricele lui O in raport cu laturile AC, respectiv AB. Cercul
circumscris triunghiului BHC este congruent cu cercul circumscris ABC. Analog, cer-
curile circumscrise triunghiurilor AHC gi AH B sunt congruente cu cercul circumscris
triunghiului ABC. O

Observatia 1138

1) Laturile triunghiului Titeica-Carnot contin punctele lui Euler (4’ B’, C’) ale
triunghiului ABC.

2) Distantele de la centrul cercului circumscris triunghiului ABC la centrele Oy, Oy, O,
sunt egale cu AH, BH, respectiv CH.

3) Centrele cercurilor Titeica-Carnot sunt simetricele centrului cercului circumscris
(O) al triunghiului ABC fata de laturile triunghiului ABC.

4) Punctul H este centrul cercului circumscris triunghiului Titeica-Carnot.

Teorema 1139 Triunghiurile O,0p,0. si ABC sunt congruente.

Demonstratie. Cum BO,CO si AOCOy sunt romburi rezulta: BO, || OC || AO,
si BO, = OC = AO,(= R), deci patrulaterul ABO,O,, este paralelogram, adica
AB = 0,0y. Analog, AC = 0,0, si BC = O0,, triunghiurile O,0,0. si ABC sunt
congruente. O

Teorema 1140 Triunghiurile O,00. si ABC sunt omotetice.

Demonstratie. Solutia 1. Fie Og mijlocul segmentului OH. Atunci, triunghiul
0,040, se obtine prin omotetia de centru Og si raport -1, a triunghiului ABC.

Solutia 2. Deoarece O,O||AB,O0O.||BC si O,0||AC, iar triunghiul ABC' si
0,040, sunt congruente, rezultd ca triunghiurile sunt omotetice. Alegem un reper
complex cu originea in centrul cercului circumscris triunghiului ABC, O(0). Notdm cu
a,b,c, h,o1,02,03 09 afixele punctelor A, B,C, H, O, O, respectiv O.. Atunci, H(a +
b+ ¢), iar centrul cercului lui Euler Og (%b*c) Patrulaterele AO.HOy, BO,HO,,
COyHO, fiind paralelograme rezultd a + h = 03 + 02,b+ h = 01 + 03, c+ h = 01 + 02,
de unde 01 + 02 + 03 = 2(a + b+ ¢) = 4og, 01 = 4og — (a + 209) = 209 —a = b+ c,
09 =209 —b=a+c 03 =209 —c = a-+b. Deoarece ;‘;‘299 = —1 € R rezulta ca
punctele A, Og, O sunt coliniare. Analog, B, Og,Os si C, Og, O3 sunt coliniare, deci
centrul de omotetie dintre triunghiurile ABC, 010503 este centrul lui Euler. U
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Teorema 1141 Centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC este mijlocul seg-
mentelor AO,, BOy, CO..

Demonstratie. Din OZ;—OZQ = —1 rezultd |a — og| = |0, — 09| adicd AOg = OyO,.
Analog, BOg = 090y, si COg = OgO.. O

Teorema 1142 Triunghiurile 0,00, si ABC au acelagi cerc al lui Fuler si aceeagi
dreapta o lui Euler.

Demonstratie. In triunghiul O,0,0., O este ortocentrul siu, iar H este centrul
cercului circumscris, deci are aceeagi dreaptd Euler cu triunghiul ABC si evident
acelasi cerc al lui Euler. O

Teorema 1143 Cercurile lui Titeica-Carnot sunt simetrice cercului circumscris tri-
unghiului dat in raport cu laturile corespunzatoare.

Demonstratie. Deoarece H apartine cercului circumscris triunghiului BHC), si-
metricul lui H fata de BC' apartine cercului circumscris triunghiului ABC, iar cercurile
circumscrise triunghiurilor BHC' ¢i ABC' sunt congruente, rezulté ca cele doud cercuri
sunt simetrice fatd de BC. O

Teorema 1144 Fie Ay, B1,Cq punctele de intersectie dintre bisectoarele interioare
ale triunghiurilor A, B, respectiv C cu cercul circumscris triunghiului ABC. Triunghiul
010203, avdnd varfurile in centrele cercurilor Titeica- Carnot ale triunghiului A1 B1Cy
este omologic cu triunghiul ABC, centrul de omologie fiind un punct al lui Kariya al
triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Kariya”. ([

Teorema 1145 Fie H ortocentrul unui triunghi ABC,(74), (1), (T¢) cercurile Titeica-
Carnot corespunzatoare triunghiului ABC, iar Ay si A. al doilea punct de intersectie
dintre cercul (1,) cu laturile AC respectiv AB. Analog se definesc punctele B, si By,
respectiv Cy, si Cy, determinate de intersectiile cercurilor (Ty), respectiv (T.) cu laturile
corespunzatoare ale triunghiului ABC. Ortocentrul triunghiului ABC' este centrul cer-
curilor circumscrise triunghiurilor AAyAc,BB:.B,,CC,Cy.

Demonstratie.Avem
m(HAH,) = 90° — m(H.HA) = 90° — m(H,HC) = m(HCH,) (i)

In cercul (74),
m(BAH) = m(HCB) = %m(BH) (i)

Din relatiile (i) si (ii) rezultd HAB = AA.H , deci triunghiul AH A, este isoscel, de
unde AH = HA, (iii). Analog se aratd c& AH = HA,; (iv). Din relatiile (iii) si (iv)
rezultd

AH =HA.= HA,,

deci H este centrul cercului circumscris triunghiului AAA.. Analog, se aratd cad H
este centrul cercului circumscris triunghiurilor BB.B,, si CC,C}, (Figura 3.38). O
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Figura 3.38: H este centrul cercului circumscris triunghiului AAp A,

Teorema 1146 Fie O, centrul cercului Titeica-Carnot (14) si HoHyH. triunghiul
ortic al triunghiului ABC. Atunci: BO,1H,Hy $i CO,LH,H..

Demonstratie. Daca O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, atunci
OC1H,Hy (i) (vezi [12, § IIL.1]) (Figura 3.38). Patrulaterul BOCO, fiind un romb -
datoritd faptului ca O, este simetricul lui O fata de BC - rezultd BO, || OC (ii). Din
relatiile (i) si (ii) rezulta ca BO, L Hy,Hy. Analog, se arata CO, L H,H.. O

Observatia 1147 Analog se arata ca AOy L HyH,, COy,1LHyH., AO.1H.H,, BO.1H.Hy.

Teorema 1148 Tangentele duse in ortocentrul H al unui triunghi ABC la cercurile
Titeica-Carnot (14), (Tp), (Tc) intersecteaza laturile BC, CA, respectiv AB in trei puncte
coliniare.

Demonstratie. Fie A, B’, C’ punctele determinate de intersectiile dintre tangen-
tele i laturile triunghiului, iar A”, B”,C" al doilea punct de intersectie dintre dreptele
AH, BH, CH cu cercul circumscris triunghiului ABC' (Figura 3.39). Avem

1 ~~
m(<BCC") = m(«BB"C") = §m(BC")

gi cum A’H este tangentd cercului (Ca) rezultd m(<A’HB) = m(<HCB), de unde
<A'"HB = <C"B" B, deci dreptele A’H gi B”C" sunt paralele. Fie {M} = B"C"nBC.

Din asemanarea triunghiurilorA’BH cu MBB"si AHC cu MCC" rezulta: ]f}/f, =
BH

- A H
7157 S Mff, = HCQ,, de unde

A'B  BH HC"
AC~ HC HB"
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Figura 3.39: Tangente in H la cercurile lui Titeica

Analog, se arata ca

B'C CH HA" _ C'A AH HB"
BA_ HA HC" ¥ OB~ HB HA"

Y / ’ . ..
Atunci ﬁ,g . g,g . g,g =1, deci punctele A’, B’, C' sunt coliniare. O

Teorema 1149 Fie C,CyC.. triunghiul de contact al triunghiului ABC. Ortocentrele
triunghiurilor ACyC., BC,C., CC,Cy sunt centrele cercurilor Titeica-Carnot ale tri-
unghiului CyCpC.

Demonstratie. Fie C’CC; si CbC’l; inaltimi in triunghiul AC,C, si H1 ortocentrul
triunghiului AC,C,.. Atunci CCC; | ICy si C’bC,; | IC., deci patrulaterul ICyH1C, este
paralelogram (Figura 3.40). Cum IC. = ICj rezulta ca patrulaterul IC,H,C, este
romb, deci H; este simetricul centrului cercului circumscris triunghiului de contact
fata de latura CyC,, ceea ce aratd ca H;p este centrul cercului Carnot corespunzator
laturii CpC.. Analog, se aratd ca ortocentrele triunghiurilor BC,C, si CC,C} sunt
centrele cercurilor Titeica-Carnot corespunzatoare laturilor C,C., respectiv C,C,. O

Teorema 1150 Fie H ortocentrul unui triunghi ABC, HyHyH . triunghiul ortic { H1} =
AHaﬁHbHc,{HQ} = BHbﬂHch,{H;g} =CH.NH,Hy. Dreptele HyHs, H3Hy, H1Ho
sunt azele radicale dintre cercul lui FEuler al triunghiului ABC i respectiv cercurile
Titeica-Carnot (14), (Tp), (Tc).

Demonstratie. Vezi ,Dreapta lui Euler”. O
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Figura 3.40: Centrele cercurilor Titeica-Carnot ale triunghiului C,C}C..

Teorema 1151 Triunghiul avind varfurile in centrele cercurilor Titeica-Carnot i
triunghiurile avdnd varfurile tn punctele unde tnaltimea triunghivlui dat intersecteaza
cercul sau circumscris sunt omologice, centrul de omologie apartindnd acestui cerc
CISCUMSCTLS.

Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Kariya”. ([

Teorema 1152 Fie I centrul cercului inscris intr-un triunghi ABC si H,HyH, tri-
unghiul sau ortic. Centrele cercurilor inscrise in triunghiurile AHyH., BH.H,, CH,H,
sunt centrele cercurilor Titeica-Carnot corespunzatoare triunghiului de contact C,CyC.
al triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie M proiectia lui B pe bisectoarea CI si {A1} = H.M N Al
Avem: )
AH.H, = ACB si MH.A= MCB(= §m(ACB))

(deoarece patrulaterele H.H,CB si H.MCB sunt inscriptibile) (Figura 3.41) de unde
rezulta ca )
m(AH.A1) =m(AH.M) = im(AHch),

deci H.A1 este bisectoarea unghiului ATICT{b. Cum AA; este bisectoarea unghiului A,
rezultd cd Aj este centrul cercului inscris in triunghiul AH.Hjy.Dar

m(TAG ) = m( Ay ATL) + m (A HoA) = %mm) + %m@)
si

m(WTAy) = m(FTA) = m(TAC) + m(ICA) = sm(A) + Lm(C)

de unde rezulta ca o
TAIM = MIA;.
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B C, ¢

Figura 3.41: Centrele cercurilor Titeica-Carnot corespunzatoare triunghiului C,CC.

Ardtdm ca punctul M apartine dreptei C.Cy. Fie {M;} = CI N C.Cyp. Avem:

m(BIM) = 3m(B) + m(C)

(ca unghi exterior triunghiului BIC), m(B/I_\]Wl) =90°— %m(fl) Patrulaterul IC.AC
este inscriptibil, deci m(I/CCE,) = %m(fl), de unde m(Bml) =90°+ %m(/l) Astfel,
m(BC.M;) +m(MIB) = 180°,

adicd patrulaterul BC. M1 este inscriptibil, deci
m(BMI) = m(BC.I) = 90°,

de unde rezultd cd M este proiectia lui B pe bisectoarea C1, adica M; = M. Deoarece
Al1CYCey M € CyC, si triunghiul M Aq1 este isoscel, rezulta ca punctele Ay si I sunt
simetrice fatd de latura C.Cj, deci A1 este centrul cercului Titeica-Carnot corespun-
zator laturii C.Cp a triunghiului de contact. (|



