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3.15 CERCURILE ŢIŢEICA - CARNOT22

�Geometria este limbajul omului... de la naşterea sa, omul nu a açtionat decât pe fundamentul
geometriei, pe care a p¼atruns-o cu atâta claritate încât putem admite c¼a ea este aceea care ne
condi̧tioneaz¼a.�- Charles le Corbusier23

Fie H ortocentrul triunghiului ABC şi Oa; Ob; Oc centrele cercurilor circumscrise
triunghiurilor BCH;ACH;ABH. �OaObOc se numeşte triunghiul Ţiţeica-Carnot, iar
cercurile circumscrise triunghiurilor BHC;AHC;AHB se numesc cercurile Ţiţeica-
Carnot - (�a), (� b), (� c).

Teorema 1137 Cercurile circumscrise triunghiurilor BHC, AHC şi AHB sunt con-
gruente cu cercul circumscris triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Fie A0; B0; C 0 mijloacele segmentelor AH;BH;CH;Ha;Hb;Hc

Figura 3.37: Cercurile lui Ţi̧teica

picioarele înaļtimilor triunghiului ABC; O centrul cercului circumscris triunghiului
22Lazare Carnot (1753-1823) �matematician şi inginer francez
23Charles le Corbusier (1877-1965) �arhitect, pictor francez de origine elveţian¼a
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ABC şi O
0
a simetricul lui O fa̧t¼a de BC (Figura 3.37): Atunci, AH � OO0

a şi AH k OO0
a

de unde rezult¼a c¼a patrulaterul OOaHA este paralelogram. Deci, HO
0
a � OA(= R)

(i) şi cum OCOaB este romb rezult¼a c¼a

O
0
aC = O

0
aB = OC = OB(= R): (ii)

Din relaţiile (i) şi (ii) rezult¼a c¼a

O
0
aC = O

0
aB = O

0
aH (= R);

deci O
0
a este centrul cercului circumscris triunghiului BHC, adic¼a O

0
a � Oa. Ana-

log, Ob şi Oc sunt simetricele lui O în raport cu laturile AC, respectiv AB. Cercul
circumscris triunghiului BHC este congruent cu cercul circumscris ABC. Analog, cer-
curile circumscrise triunghiurilor AHC şi AHB sunt congruente cu cercul circumscris
triunghiului ABC. �

Observa̧tia 1138

1) Laturile triunghiului Ţi̧teica-Carnot conţin punctele lui Euler (A0; B0; C 0) ale
triunghiului ABC.

2) Distanţele de la centrul cercului circumscris triunghiuluiABC la centreleOa; Ob; Oc
sunt egale cu AH;BH; respectiv CH.

3) Centrele cercurilor Ţi̧teica-Carnot sunt simetricele centrului cercului circumscris
(O) al triunghiului ABC faţ¼a de laturile triunghiului ABC.

4) Punctul H este centrul cercului circumscris triunghiului Ţi̧teica-Carnot.

Teorema 1139 Triunghiurile OaObOc şi ABC sunt congruente.

Demonstra̧tie. Cum BOaCO şi AOCOb sunt romburi rezult¼a: BOa k OC k AOb
şi BOa = OC = AOb(= R), deci patrulaterul ABOaOb este paralelogram, adic¼a
AB = OaOb: Analog, AC = OaOc şi BC = ObOc, triunghiurile OaObOc şi ABC sunt
congruente. �

Teorema 1140 Triunghiurile OaObOc şi ABC sunt omotetice.

Demonstra̧tie. Soluţia 1. Fie O9 mijlocul segmentului OH. Atunci, triunghiul
OaObOc se obţine prin omotetia de centru O9 şi raport -1, a triunghiului ABC:

Soluţia 2. Deoarece OaObjjAB;ObOcjjBC şi OaOcjjAC, iar triunghiul ABC şi
OaObOc sunt congruente, rezult¼a c¼a triunghiurile sunt omotetice. Alegem un reper
complex cu originea în centrul cercului circumscris triunghiului ABC, O(0). Not¼am cu
a; b; c; h; o1; o2; o3;o9 a�xele punctelor A;B;C;H;Oa; Ob; respectiv Oc: Atunci, H(a +
b + c), iar centrul cercului lui Euler O9

�
a+b+c
2

�
. Patrulaterele AOcHOb; BOaHOc;

CObHOa �ind paralelograme rezult¼a a+ h = o3 + o2; b+ h = o1 + o3; c+ h = o1 + o2,
de unde o1 + o2 + o3 = 2(a + b + c) = 4o9, o1 = 4o9 � (a+ 2o9) = 2o9 � a = b + c,
o2 = 2o9 � b = a + c, o3 = 2o9 � c = a + b. Deoarece a�o9

o1�o9 = �1 2 R rezult¼a ca
punctele A;O9; O1 sunt coliniare. Analog, B;O9; O2 şi C;O9; O3 sunt coliniare, deci
centrul de omotetie dintre triunghiurile ABC, O1O2O3 este centrul lui Euler. �
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Teorema 1141 Centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC este mijlocul seg-
mentelor AOa; BOb; COc.

Demonstra̧tie. Din a�o9
oa1�o9 = �1 rezult¼a ja� o9j = joa � o9j adic¼a AO9 � O9Oa.

Analog, BO9 � O9Ob şi CO9 � O9Oc: �

Teorema 1142 Triunghiurile OaObOc şi ABC au acelaşi cerc al lui Euler şi aceeaşi
dreapt¼a a lui Euler.

Demonstra̧tie. În triunghiul OaObOc, O este ortocentrul s¼au, iar H este centrul
cercului circumscris, deci are aceeaşi dreapt¼a Euler cu triunghiul ABC şi evident
acelaşi cerc al lui Euler. �

Teorema 1143 Cercurile lui Ţiţeica-Carnot sunt simetrice cercului circumscris tri-
unghiului dat în raport cu laturile corespunzatoare.

Demonstra̧tie. Deoarece H apaŗtine cercului circumscris triunghiului BHC; si-
metricul luiH fa̧t¼a de BC apaŗtine cercului circumscris triunghiului ABC; iar cercurile
circumscrise triunghiurilor BHC şi ABC sunt congruente, rezult¼a c¼a cele dou¼a cercuri
sunt simetrice faţ¼a de BC: �

Teorema 1144 Fie A1; B1; C1 punctele de intersecţie dintre bisectoarele interioare
ale triunghiurilor A, B, respectiv C cu cercul circumscris triunghiului ABC. Triunghiul
O1O2O3, având vârfurile în centrele cercurilor Ţiţeica-Carnot ale triunghiului A1B1C1
este omologic cu triunghiul ABC, centrul de omologie �ind un punct al lui Kariya al
triunghiului ABC.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Kariya�. �

Teorema 1145 Fie H ortocentrul unui triunghi ABC,(�a); (� b); (� c) cercurile Ţiţeica-
Carnot corespunz¼atoare triunghiului ABC, iar Ab şi Ac al doilea punct de intersecţie
dintre cercul (�a) cu laturile AC respectiv AB. Analog se de�nesc punctele Bc şi Ba,
respectiv Ca şi Cb determinate de intersecţiile cercurilor (� b); respectiv (� c) cu laturile
corespunzatoare ale triunghiului ABC. Ortocentrul triunghiului ABC este centrul cer-
curilor circumscrise triunghiurilor AAbAc,BBcBa,CCaCb.

Demonstra̧tie.Avem

m(\HAHc) = 90� �m(\HcHA) = 90� �m(\HaHC) = m(\HCHa) (i)

În cercul (�a);

m(\BAcH) = m(\HCB) =
1

2
m(

_
BH) (ii)

Din relaţiile (i) şi (ii) rezult¼a \HAB � \AAcH, deci triunghiul AHAc este isoscel, de
unde AH � HAc (iii). Analog se arat¼a c¼a AH � HAb (iv). Din relatiile (iii) şi (iv)
rezult¼a

AH � HAc � HAb;
deci H este centrul cercului circumscris triunghiului AAbAc. Analog, se arat¼a c¼a H
este centrul cercului circumscris triunghiurilor BBcBa şi CCaCb (Figura 3.38). �
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Figura 3.38: H este centrul cercului circumscris triunghiului AAbAc

Teorema 1146 Fie Oa centrul cercului Ţiţeica-Carnot (�a) şi HaHbHc triunghiul
ortic al triunghiului ABC. Atunci: BOa?HaHb şi COa?HaHc.

Demonstra̧tie. Dac¼a O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, atunci
OC?HaHb (i) (vezi [12, § III.1]) (Figura 3.38). Patrulaterul BOCOa �ind un romb -
datorit¼a faptului c¼a Oa este simetricul lui O fa̧t¼a de BC - rezult¼a BOa k OC (ii). Din
relaţiile (i) şi (ii) rezult¼a c¼a BOa?HaHb. Analog, se arat¼a COa?HaHc. �

Observa̧tia 1147 Analog se arat¼a c¼a AOb?HbHa, COb?HbHc, AOc?HcHa, BOc?HcHb.

Teorema 1148 Tangentele duse în ortocentrul H al unui triunghi ABC la cercurile
Ţiţeica-Carnot (�a); (� b); (� c) intersecteaz¼a laturile BC, CA, respectiv AB în trei puncte
coliniare.

Demonstra̧tie. Fie A0; B0; C 0 punctele determinate de interseçtiile dintre tangen-
tele şi laturile triunghiului, iar A00; B00; C 00 al doilea punct de interseçtie dintre dreptele
AH; BH; CH cu cercul circumscris triunghiului ABC (Figura 3.39). Avem

m(^BCC 00) = m(^BB00C 00) = 1

2
m(

_

BC 00)

şi cum A0H este tangent¼a cercului (Ca) rezult¼a m(^A0HB) = m(^HCB), de unde
^A0HB � ^C 00B00B, deci dreptele A0H şi B00C 00 sunt paralele. Fie fMg = B00C 00\BC.
Din asemanarea triunghiurilorA0BH cu MBB00şi A0HC cu MCC 00 rezult¼a: A0B

MA0 =
BH
HB00 şi

A0C
MA0 =

HC
HC00 , de unde

A0B

A0C
=
BH

HC
� HC

00

HB00
:
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Figura 3.39: Tangente în H la cercurile lui Ţi̧teica

Analog, se arat¼a c¼a

B0C

B0A
=
CH

HA
� HA

00

HC 00
şi
C 0A

C 0B
=
AH

HB
� HB

00

HA00
:

Atunci A
0B

A0C �
B0C
B0A �

C0A
C0B = 1, deci punctele A

0; B0; C 0 sunt coliniare. �

Teorema 1149 Fie CaCbCc triunghiul de contact al triunghiului ABC. Ortocentrele
triunghiurilor ACbCc, BCaCc, CCaCb sunt centrele cercurilor Ţiţeica-Carnot ale tri-
unghiului CaCbCc.

Demonstra̧tie. Fie CcC
0
c şi CbC

0
b înaļtimi în triunghiul ACbCc şi H1 ortocentrul

triunghiului ACbCc. Atunci CcC
0
c k ICb şi CbC

0
b k ICc, deci patrulaterul ICbH1Cc este

paralelogram (Figura 3.40). Cum ICc � ICb rezult¼a c¼a patrulaterul ICbH1Cc este
romb, deci H1 este simetricul centrului cercului circumscris triunghiului de contact
faţ¼a de latura CbCc, ceea ce arat¼a c¼a H1 este centrul cercului Carnot corespunzator
laturii CbCc. Analog, se arat¼a c¼a ortocentrele triunghiurilor BCaCc şi CCaCb sunt
centrele cercurilor Ţi̧teica-Carnot corespunzatoare laturilor CaCc; respectiv CbCa. �

Teorema 1150 Fie H ortocentrul unui triunghi ABC, HaHbHc triunghiul ortic fH1g =
AHa\HbHc,fH2g = BHb\HaHc,fH3g = CHc\HaHb. Dreptele H2H3;H3H1; H1H2
sunt axele radicale dintre cercul lui Euler al triunghiului ABC şi respectiv cercurile
Ţiţeica-Carnot (�a); (� b); (� c):

Demonstra̧tie. Vezi �Dreapta lui Euler�. �
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Figura 3.40: Centrele cercurilor Ţi̧teica-Carnot ale triunghiului CaCbCc.

Teorema 1151 Triunghiul având vârfurile în centrele cercurilor Ţiţeica-Carnot şi
triunghiurile având vârfurile în punctele unde în¼alţimea triunghiului dat intersecteaz¼a
cercul s¼au circumscris sunt omologice, centrul de omologie aparţinând acestui cerc
ciscumscris.

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Kariya�. �

Teorema 1152 Fie I centrul cercului înscris într-un triunghi ABC şi HaHbHc tri-
unghiul s¼au ortic. Centrele cercurilor înscrise în triunghiurile AHbHc, BHcHa, CHaHb
sunt centrele cercurilor Ţiţeica-Carnot corespunz¼atoare triunghiului de contact CaCbCc
al triunghiului ABC:

Demonstra̧tie. Fie M proieçtia lui B pe bisectoarea CI şi fA1g = HcM \ AI.
Avem:

\AHcHb �\ACB şi \MHcA � \MCB(=
1

2
m(\ACB))

(deoarece patrulaterele HcHbCB şi HcMCB sunt inscriptibile) (Figura 3.41) de unde
rezult¼a c¼a

m( \AHcA1) = m(\AHcM) =
1

2
m( \AHcHb);

deci HcA1 este bisectoarea unghiului \AHcHb. Cum AA1 este bisectoarea unghiului A,
rezult¼a c¼a A1 este centrul cercului înscris în triunghiul AHcHb:Dar

m(\IA1M) = m( \A1AHc) +m( \A1HcA) =
1

2
m(Â) +

1

2
m(Ĉ)

şi

m(\MIA1) = m(\MIA) = m([IAC) +m([ICA) =
1

2
m(Â) +

1

2
m(Ĉ);

de unde rezult¼a c¼a
\IA1M � \MIA1:
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Figura 3.41: Centrele cercurilor Ţi̧teica-Carnot corespunz¼atoare triunghiului CaCbCc

Ar¼at¼am c¼a punctul M apaŗtine dreptei CcCb: Fie fM1g = CI \ CcCb: Avem:

m(\BIM1) =
1

2
[m( bB) +m( bC)]

(ca unghi exterior triunghiului BIC), m(\BIM1) = 90
�� 1

2m(Â). Patrulaterul ICcACb
este inscriptibil, deci m(\ICcCb) = 1

2m(Â), de unde m( \BCcM1) = 90
�+ 1

2m(Â): Astfel,

m( \BCcM1) +m(\MIB) = 180�;

adic¼a patrulaterul BCcM1I este inscriptibil, deci

m(\BM1I) = m(\BCcI) = 90�;

de unde rezult¼a c¼aM1 este proieçtia lui B pe bisectoarea C1, adic¼aM1 �M: Deoarece
AI?CbCc, M 2 CbCc şi triunghiul MA1I este isoscel, rezult¼a c¼a punctele A1 şi I sunt
simetrice faţ¼a de latura CcCb, deci A1 este centrul cercului Ţi̧teica-Carnot corespun-
z¼ator laturii CcCb a triunghiului de contact. �


