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3.16 CERCURILE LUI LUCAS*

,2Matematica reprezinta in sine o colectie de rezultate, care pot fi aplicate la orice.” - Bertrand
Russell?®

Pe latura BC a triunghiului ABC' in exterior se construieste patratul BC'C1Bj.
Fie {M} = AB1NBC si {N} = AC; N BC. Fie P si @ punctele de intersectie dintre
perpendicularele ridicate din N si M pe latura BC si laturile AC, respectiv AB.

Teorema 1153 Patrulaterul MNPQ este patrat.

Demonstratie. Din asemaénarile triunghiurilor AQM siABB;1; APN gi ACCh;

B, c,

Figura 3.42: Cercul lui Lucas

APN si AB1C1 rezulta:
AM  MQ AQ AN NP AP MN AM AN

AB, BB, AB’ AC, CC, AC’ BiCi AB, ACY ®
de unde g—g = év—gl si cum BBy = CCY, rezultda M@Q = NP (Figura 3.42). Deoarece

MQ || NP si MQLBC, NP 1BC rezulta ca patrulaterul M N PQ este dreptunghi.
Atunci, PQ || BC si PQ = MN (ii). Din relatiile (i) si (ii) rezultd

AQ QP _MN QM

AB  BC BC BB
(si cum BC = BBy), de unde MN = QM, deci patrulaterul M N PQ este patrat. [

*Francois Lucas (1842-1891) — mathematician francez, contributii in teoria numerelor
*Bertrand Russell (1872 - 1970) - filosof, logician si matematician englez, laureat al Premiului
Nobel pentru literatura
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Observatia 1154 Cercul circumscris triunghiului APQ se numeste A — Lucas. Ana-
log, se definesc cercurile B — Lucas si C — Lucas. Fie L, L, Lo centrele cer-
curtlor Lucas. Triunghiul LaLgLc se numeste triunghiul lut Lucas.

Teorema 1155 Fie a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiului ABC si R raza cercului
circumscris acestui triunghi. Patratul MNPQ are latura de lungime egala cu

a
2aR

Demonstratie. Fie A’ piciorul inaltimii duse din A. Din aseménarea triunghi-

urilor AQP gi ABC rezulta:
AQ _ AP _ QP

c b a’
de unde AQ = ¢, AP (PQ = l), iar din asemanarea triunghiurilor BQM si
BAA’ rezulta E—Q é si de aici
- a- hg
a4+ hg
Dar h, = 2AABCl _ 2abe _ de unde rezultd | = —%—x O
a a adR 2R’ 1+2§f .

Teorema 1156 Razele cercurilor A — Lucas, B — Lucas i C — Lucas sunt egale cu:
Ry = Rp = H%—R’ respectiv Ro =

_R _R
2aR 2cR *
1+ be ’ ac 1+ ab
Demonstratie. Deoarece triunghiurile APQ si ABC sunt omotetice, centrul omotetiei

fiind punctul A si raportul de omotetie fiind egal cu é = 1+@ (conform proprietatii
be
Ra

precedente) rezulta ca g = é, de unde R4 =

H_%. Analog se determina lungimile
be
celorlalte doua raze. ]

Teorema 1157 Cercul circumscris triunghiului ABC si cercurile lui Lucas sunt tan-
gente interior.

Demonstratie. Deoarece triunghiurile AQP si ABC sunt omotetice, prin omote-

tia de centru A si raport 2o ZaR rezultd ca cercurile circumscrise acestor doua tri-

unghiuri se corespund prin omotetia considerata, deci cercurile sunt tangente interior
(Figura 3.43). O

Observatia 1158 Raportul de omotetie poate fi considerat §i sub forma 4. Analog

se aratd ca cercurile B — Lucas si C' — Lucas sunt tangente interior cercului czrcumscms
triunghiului ABC.

Teorema 1159 Cercurile lui Lucas sunt tangente doud cdte doud.
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Figura 3.43: C(O, R) si cercurile Lucas sunt tangente interior

Demonstratie. Avem: OLgp = OB — LgB = R— R, OLc = R — R¢ si
m(<BOC) = 2m(<BAC). Aplicand teorema cosinusului in triunghiul OLp L¢ rezulta:

LpL{ = OL% + OLE —20Lp - OL¢ - cos(<LEOLc).

Cum OLB:R—H%,OLc:R—H%§i

ab

cos(<LpOLc) = cos2A = 2cos? A — 1

2 2 2
_ b*+c a _q
2be

rezulta ( ) 2p)
2R(abc+b°R+c*R) - a
LpLc = =R R
BHC ™ "(ac + 2bR)(ab + 2¢R) B+ Heo,
deci cercurile B — Lucas gi C — Lucas sunt tangente. Analog, se aratd ca cercurile A —
Lucas si C — Lucas respectiv B — Lucas si A — Lucas sunt tangente. O

Teorema 1160 Laturile triunghiului Lucas au lungimile Ra+ Rp, R+ Rc, Ro+ Ra.
Demonstratie.Vezi teorema precedenta. O
Observatia 1161 Fie T4, T, Tc punctele de tangenia dintre cercurile lui Lucas. Tri-

unghiul TATgTo se numeste triunghiul tangentelor Lucas. Cercul circumscris
triunghiulut TaTpTo se numeste cercul radical al cercurilor Lucas.



