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1.4 ORTOCENTRUL UNUI TRIUNGHI

,Legile naturii sunt doar gandurile matematice ale lui Dumnezeu” - Euclid*

Fie H,, Hy, H. picioarele perpendicularelor duse din varfurile A, B, respectiv C pe
laturile BC, C'A, respectiv AB ale unui triunghi ABC. Segmentele AH,, BH; si CH.
se numesc naltimile triunghiului ABC. Triunghiul H, HyH, se numegte triunghiul
ortic corespunzator triunghiului ABC.

Teorema 70 Daca ABC este un triunghi ascutlitunghic, sunt adevarate egalitatile:
BH, tgC CH, tgA AH., tgB
H,C tgB' HyA tgC’H.B tgA’
Demonstratie. Din triunghiurile dreptunghice BH,A si CH,A rezulta BH, =

Figura 1.13: H € Int(AABC)

‘?g% si CH, = ‘?;és’ de unde gHC“ = g—g (Figura 1.13). Analog se arata si celelalte

egalitati. ([
Teorema 71 Intr-un triunghi inaltimile sunt concurente.

Demonstral;le Solug‘za 1. Fie {H} AH, ﬂBHb Deoarece AHJ_BC §1 BH1CA
rezulta AH BC’ 0 §1 BH CA 0. Atunci, AH BC—i— BH - CA = 0 sau
(AC+ CH) BC + (BC+ CH) CA= 0, de unde CH - (BC+ CA) —CH-BA= 0,
adica CH 1 BA.

Solutia 2. Fie ABC un triunghi ascutitunghic (demonstratia ce va urma suferd un-
ele modificari pentru triunghiul obtuzunghic). Utilizand teorema precedentd rezult:

BH, CHb AH, th’ tgA tgB
H,C H,A H,B  tgB th tgA
si din reciproca teoremei lui Menelaus rezultd ca inaltimile sunt concurente. O

Punctul de intersectie al inaltimilor unui triunghi se numeste ortocentrul tri-
unghiului (H). Daca triunghiul ABC este ascutitunghic, ortocentrul se afl in inte-
riorul triunghiului (Figura 1.13).

=1

*Euclid din Alexandria (330 — 275 i.e.n.) — matematician grec, contributii in geometrie
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Daca triunghiul ABC este dreptunghic m(m) = 90°, ortocentrul triunghiului
este punctul A (Figura 1.14). Daca triunghiul ABC' este obtuzunghic, ortocentrul se

Figura 1.14: H= A

afla in exteriorul triunghiului ABC (Figura 1.15).

B H C

Figura 1.15: H € Ext(AABC)

Teorema 72 Fie H ortocentrul unui triunghi nedreptunghic ABC gi H,HyH. tri-
unghiul sau ortic. Sunt adevarate egalitatile:

AH cos A BH cos B CH cos C

HH, cosB-cosC’HH, «cosC-cosA’ HH, cosA-cosB’

Demonstratie. Din teorema lui Van-Aubel rezults

AH  AH, AH. tgC  tgB cos A
HH, H,C H.B tgA tgA cosB-cosC’

O
Teorema 73 Pentru orice punct M din planul unui triunghi nedreptunghic ABC' este
adevaratda egalitatea:

— tgA — tgB — tgC —
MH = MA MB MC.
tgA + tgB + tgC + tgA + tgB + tgC + tgA + tgB + tgC
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AH _ tgC+tgB _. BH, _ tgC

Demonstratie. Din HH, = igd S H,& = igp avem:

— —
= MA + SSHIEMH,  4gA- MA + (t9C +tgB) - MH,

1+ 77596;;393 tgA +tgB + tgC
§i — 3 taC 73 —_— —_—
i MB+t£g]—BMC _tgB-MB +tgC - MC
a — t C - )
1+ tgiB tgB +tgC
de unde rezulta concluzia. O

Teorema 74 Coordonatele baricentrice absolute ale ortocentrului H al unui triunghi
ascutitunghic ABC sunt

tgA tgB tgC
tgA +tgB +tgC’ tgA +tgB +tgC’ tgA +tgB +tgC )~

Demonstratie. Din proprietatea precedenta rezultd cerinta. O
Observatia 75 Deoarece tgA +tgB +tgC = tgA - tgB - tgC' rezulta
H(ctgBctgC, ctgCetgA, ctgActgB).

Teorema 76 Fie z4,zp,2¢ afizele varfurilor triunghiului ABC. Afizul ortocentrului
H al triunghiului ABC' este egal cu

tgA n tgB n tgC
2 = z z zc.
B = 39A+tgB +tgC ™" " tgA+tgB +tgC " ° " 1gA+tgB + tgC "
Demonstratie. Proceddnd analog ca in teorema 73 obtinem concluzia. (]

Teorema 77 Coordop\atele unghiulare ale ortocentrului unwi triunghi ascutitunghic
ABC' sunt 180° — m(A),180° — m(B),180° — m(C).

Demonstratie. Avem: m(B/.FR') = m(HT.FﬁIC) = 180° — m(ﬁ) (deoarece patru-
laterul AH.H H,, este inscriptibil). Analog, m(CHA) = 180° —m(B) si m(AHB) =
180° — m(C). O

Teorema 78 Distantele de la ortocentrul unui triunghi ABC' la varfurile acestuia
sunt egale cu 2R cos A,2R cos B,2R cos C.

Demonstratie. Deoarece patrulaterul BH, H H, este inscriptibil rezulta m(m) =

B C G T HA — «in B — HeA _ AH. _ bcosA _
m(B), atunci sin HLHA = sin B = 557, de unde AH = 2755 = 258 = 2Rcos A.

Analog se aratd ¢cd BH =2Rcos B si CH =2RcosC. (]
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Teorema 79 Este adevaratd relatia: AH + BH + CH = 2(R+ ).

Demonstratie. Avem:

A B
AH + BH + CH = 2R(cos A+ cos B + cosC) = 2R (1+4sin2sin28in§) ,

dar%:4sinésin§sin%, deci AH + BH +CH =2(R+ ). O

Teorema 80 Distantele de la ortocentrul unui triunghi ABC' la laturile acestuia sunt
egale cu 2R cos B cos C,2R cos C cos A, 2R cos A cos B.

Demonstratie. Din triunghiul dreptunghic BH H, rezultd HH, = BH cosC =
2Rcos BcosC. Analog, HHy = 2RcosC cos A si HH, = 2R cos Acos B. O

Teorema 81 Ortocentrul H al triunghiului ABC apartine dreptei lui Euler a triunghi-
ului ABC.

Demonstratie. Vezi ,Dreapta lui Euler®. O

Teorema 82 Dacid H este ortocentrul triunghiului ABC, O centrul cercului circum-
scris triunghiulut si G centrul de greutate al triunghiului ABC, atunci HG = 2GO i
HO =3GO0.

Demonstratie. Vezi ,Dreapta lui Euler®. U

Teorema 83 Daca H este ortocentrul triunghiului ABC, O centrul cercului circum-
scris triunghiului acestui triunghi, atunci

HO? = R?(1 — 8cos Acos Bcos C).
Demonstratie. Vezi ,,Centrul cercului circumscris unui triunghi”. O

Teorema 84 Ortocentrul H, centrul cercului circumscris O gi punctul lui Longchamps
L sunt coliniare i HO = OL gi LH = 20H.

Demonstratie. Vezi ,Punctului lui Longchamps”. ([

Teorema 85 Daci G este centrul de greutate al unui triunghi ABC, atunci HO =
3

2LG.

4

Demonstratie. Vezi ,Punctului lui Longchamps”. ([
Teorema 86 Intr-un triunghi ABC  fie H ortocentrul siu, O centrul cercului cir-
cumscris, 1 centrul cercului inscris triunghiului, N punctul lui Nagel al triunghiului

ABC. Atunci, HN =201 gi HN || OI.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Nagel”. O



PUNCTE REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 22

Teorema 87 Segmentele HI si ON sunt congruente.
Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Nagel”. ([

Teorema 88 Intr-un triunghi ABC fie H ortocentrul sdu, O centrul cercului cir-
cumscris, I centrul cercului inscris triunghiului, S, punctul lui Spieker al triunghiului
ABC. Dreptele IH si S,O sunt paralele si HI = 25,0.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Nagel”. U

Teorema 89 Ortocentrul H al unui triunghi ABC' gi centrul cercului circumscris O
al triunghiului ABC sunt puncte izogonal conjugate.

Demonstratie. Vezi ,Puncte izogonale “. O

Teorema 90 Simetricul ortocentrului H al triunghivlui ABC' fata de mijlocul unei
laturi se afla pe cercul circumscris triunghiulus.

Demonstratie. Fie M, mijlocul laturii BC si A’ punctul diametral opus lui A
(Figura 1.16). Deoarece BH 1 AC si A’C LAC rezultda BH || CA’. Analog, rezultd

Figura 1.16: Simetricul ortocentrului H fata de mijlocul unei laturi

BH || CA’, deci patrulaterul BHC A’ este paralelogram, deci simetricul lui H fata de
M, este situat pe cercul circumscris triunghiului ABC. O

Teorema 91 Simetricul ortocentrului H ol triunghiului ABC' fata de una din laturile
triunghiului se afla pe cercul circumscris triunghiului .

Demonstratie. Fie A; punctul de intersectie dintre inaltimea AH, si cercul
circumscris triunghiului ABC. Deoarece

m(HBH,) = 90° — m(BCA) = 90° — m(BA;A) = m(A, BH,)

rezulta ca indltimea B H, este gi bisectoarea unghiului @1, adica triunghiul H BA;
este isoscel, deci HH, = H,A;. O
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Observatia 92 Fie By si Cq simetricele ortocentrului H fata de laturile AC, respec-
tiv AB. Triunghiul A1B1C1 se numeste triunghiul circumpedal al ortocentrului
triunghiului ABC.

Teorema 93 Daca H,HyH, este triunghiul ortic §i H ortocentrul unui triunghi ABC,
atunci AH,- HH, = BH, - CH,, BH,- HH, = AH,-CH,,CH.- HH. = BH. - AH..

Demonstratie. Vezi , Triunghiul ortic”. ([

Teorema 94 Fie H ortocentrul unui triunghi dat ABC' gi o cercul circumscris tri-
unghiului ABC'. Sd se arate cd in cercul p se pot inscrie o infinitate de triunghiuri
care sa-l aiba pe H drept ortocentru.

Demonstratie. Fie ortocentrul H este situat in interiorul cercului p (Figura 1.17).
Prin H ducem o coardd oarecare M N gi fie N’ simetricul segmentului HN. Prin N’

A

Figura 1.17: Triunghiuri ce-1 au pe H drept ortocentru

ducem coarda A’ B’ perpendiculard pe M N. Deoarece M N'1 A’ B’ si N’ este simetricul
lui H fatd de A’B’ rezulta cd H este ortocentrul triunghiului M A’B’. Cum coarda
MN a fost consideratd arbitrard, rezultd cd sunt o infinitate de triunghiuri care au
punctul H drept ortocentru. Daca H este situat in extreriorul cercului, atunci una
din perpendicularele duse prin mijlocul sementelor H M sau HN intersecteaza cercul
dupi coarda A'B’. O

Teorema 95 Fie A, B,C, D patru puncte conciclice. Ortocentrele triunghiurilor ABC,

BCD, CDA, DAB sunt vdrfurile unui patrulater congruent si invers omotetic cu
ABCD.

Demonstratie. Fie Hy, Ho, H3, Hy ortocentrele ABC, BCD,CDA respectiv DAB,
A" mijlocul laturii BC gi O centrul cercului circumscris triunghiului ABC (Figura
1.18). Avem:
AHy; = DHy =20A" si AH,||DHo
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Figura 1.18: Hl,Hg, Hg, H4

(deoarece AH, 1 BC si DHy 1 BC), deci patrulaterul AH;HoD este paralelogram, de
unde rezultd AD = Hy Hj i AD||Hy Hy. Analog se aratd c8 AB = HoHs, BC = HsHy,
CD = H4H, si AB||H2H3, BC||HsHy, CD||HyH,. Deoarece patrulaterele ABCD si
HiHyHsHy cu laturile egale si paralele doua cate doud rezulta ca ele sunt congruente
si omotetice, omotetia fiind inversa deoarece centrul de sustinere se afla intre varfurile
omoloage. O

Teorema 96 Laturile unui triunghi determindg de doud transversale ortogonale, care
trec prin ortocentru, segmente propotionale.

Demonstratie. Fie A’ — B’ —C" si A” — B" — C" cele doua transversale ortogonale
si H ortocentrul triunghiului ABC (Figura 1.19). Triunghiurile A’HB si HAB",
respectiv BH A”si AB'H sunt asemenea, avand laturile perpendiculare doud cate doud,

de unde:
A'H BH A'B

B'H  AB"  AH

si
BH BA" B HA"

AB' AH B'H’
iar de aici rezulta gﬁ,l, = % (i). Din teorema lui Menelaus aplicata in triunghiurile
CA'B' si CB"A” tiiate de transversala AB rezulta:
BA" C'B" AC .
. . =1 (ii)
BC C'A AB’

BA// C//B// AC
BC C"A" AB" =1 (iii)
Impartind relatiile (ii) si (iii) membru cu membru rezulti:
BA/ C/B/ C//A// AB//
BA" C'A" C'"B" AB’

=1 (iv)
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Figura 1.19: Transversale ortogonale care trec prin ortocentrul H

. .. . . . o el el o o el 1Al
Din relatiile (i) si (iv) rezulta % = %. Analog se arata ca % = %, de
A/ ! B/ ! B/A/
unde A”g” = B//g// = BIAT- U

Teorema 97 Fie H ortocentrul unui triunghi ABC. Cercurile circumscrise triunghi-
urilor BOCH, ACH i ABH sunt congruente cu cercul circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie A’ al patrulea varf al paralelogramului ABA'C' (Figura 1.20).

Figura 1.20: Cercurile circumscrise triunghiurilor BCH, ACH si ABH

Evident, triunghiurile ABC si A’C B sunt congruente, deci cercurile circumscrise aces-
tor doud triunghiuri sunt congruente. Deoarece m(BHC) = m(HyHH.) = 180° —
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m(z/4\’) rezultd cd patrulaterul BHCA’ este inscriptibil, deci cercul circumscris tri-
unghiului BCH este tocmai cercul circumscris triunghiului A’C'B. Analog se arata
pentru triunghiurile ACH si ABH. O

Teorema 98 Daca L este proiectia ortocentrului triunghiului ABC pe mediana AM,
st L1 este simetricul lui L fatd de My, atunci L1 apartine cercului circumscris tri-

unghiului ABC.

Demonstratie. Fie H, piciorul indltimii duse din A pe BC'. Avem LM, = M,
(Figura 1.21). Deoarece patrulaterul H H,M,L este inscriptibil, din puterea punctului

A

L,

Figura 1.21: Proiectia ortocentrului pe mediana

A fata de cercul circumscris acestui patrulater rezulta:
AMy(AM, — M,L) = AH, - AH.

Dar 2 ) )
+c _a,AHa 2.5 b-c
2bc a 2-R

AH =2-R-cosA, cosA=

rezulta: S )
b _
AH, - AH = # — AM,(AM, — M,I) Q)
Fie {L'} = ALNp, p fiind cercul circumscris triunghiului ABC'. Analog, AM,-M,L" =
BM, - M,C = ‘2—2. Dar AM?2 = W, de unde rezults ca

b2 1 2 _ g2
AM,(AM, — ML) = # (i)
Din relatiile (i) si (ii) rezultd M,L = M,L’, deci M, L1 = M,L' sau Ly = L', de unde
rezulta concluzia. g
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Teorema 99 Fie M un punct situat pe cercul circumscris al unui triunghi ABC.
Ortocentrul H al triunghiului ABC' apartine dreptei lui Steiner corespunzatoare tri-
unghiulus.

Demonstratie. Vezi ,Dreapta lui Steiner”. U

Teorema 100 Dreptele lui Steiner ale simetricelor ortocentrului H al triunghiului
ABC fata de laturile triunghiului sunt paralele cu laturile triunghiului ortic al tri-

unghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,Dreapta lui Steiner”. ([

Teorema 101 Triunghiul ce are varfurile oricare trei puncte dintre centrele cercurilor
tritangente, are drept ortocentru pe cel de-al patrulea punct din cele de mai sus.

Demonstratie. Vezi ,,Cercuri exinscrise”. ([

Teorema 102 Fie o drepta d ce contine ortocentrul H al triunghiului ABC. Simet-
ricele dreptei d fata de laturile triunghiului ABC sunt concurente intr-un punct de pe
cercul circumscris triunghiului.

Demonstratie. Vezi ,,Punctul antisteiner”. U



