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3.17 CERCUL LUI FUHRMANN

,2Dacd cineva vrea si determine cu un cuvant laconic gi expresiv despre esenta matematicii,
26

acela trebuie sd spund, ci este o stiintad despre infinit.” - Henri Poincaré
Fie (C) cercul circumscris triunghiului ABC. Triunghiul lui Fuhrmann al
trlunghlulul ABC’ este trlunghlul F4FpFe ale carui varfuri sunt simetricele mijloacelor

arcelor BC CA respectiv AB considerate in cercul (C), fatd de laturile triunghiu-
lui ABC (Figura 3.44). Cercul circumscris triunghiului lui Fuhrmann se numeste

Figura 3.44: Cercul lui Fuhrmann

cercul lui Fuhrmann. Centrul cercului lui Fuhrmann (F) se numeste p'u,nctul lui

Fuhrmann (F). Fie A, B', C' mijloacele arcelor BC’ C’A respectiv AB si My, My,
M, mijloacele laturilor triunghiului ABC, iar O centrul cercului circumscris triunghi-
ului ABC.

Teorema 1162 Dreptele A'Fy, B'Fg,C'Fo sunt concurente in centrul cercului cir-
cumscris triunghiului ABC.

Demonstratie. Deoarece OA’ | BC rezulta cd F4 A’ L BC, deci O € A'F4. Analog,
O € B'FgsiOelFe. O

26Henri Poincaré ( 1854 -1912) — matamatician si fizician francez, contributii importante in toate
ramurile matematicii
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Teorema 1163 Triunghiul ABC si triunghiul Fuhrmann FaFpFo ol triunghiulu
ABC' sunt ortologice.

Demonstratie. Deoarece FyA' L BC, FgB' L AC si FoC' 1L ABiar FAA', FgB', FcC'
sunt concurente in centrul cercului circumscris triunghiului ABC, rezulta ca triunghiul
FAFpFe este ortologic cu triunghiul ABC. O

Teorema 1164 Perpendicularele duse din A, B i C pe laturile FgFo, FaFo respectiv
FpF4 ale triunghiului Fuhrmann sunt concurente.

Demonstratie. Deoarece relatia de ortologie dintre doua triunghiuri este simet-
ricd, rezultd (conform proprietatii precedente) cd triunghiul ABC' este ortologic cu
triunghiul Fuhrmann, deci perpendicularele duse din A, B si C pe laturile FgFp,
F4Fe, respectiv FgFy sunt concurente intr-un punct P. [l

Teorema 1165 Cercurile avand centrele in varfurile Fa, Fp, Fo si trec prin punctele
B si C, Csi A, respectiv A si B sunt concurente in punctul P.

Demonstratie. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC. Fie (,,(, ¢,

Figura 3.45: Cercurile avand centrele in varfurile Fa, Fig, Fo



CERCURI REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 87

cercurile circumscrise triunghiurilor BIC,CTA respectiv AIB, iar (;, C;), C; cercurile
avand centrele in punctele Fla, Fig, Fo si trec prin punctele B gi C, C si A, respectiv
A si B (Figura 3. 45) Conform teoremei lui Catalan, centrele cercurilor ¢, (3, (. sunt

mijloacele arcelor BC’ C’A respectiv AB ale cerculu1 circumscris triunghiului ABC.
Cercurlle C, sl C ., sunt simetrice fata de BC'; (, si C , sunt simetrice fata de CA Q B §1
C sunt simetrice fatd de AB. Atunci conform teoremei lui Schoute cercurile C s C by C c
sunt concurente intr-un punct @, linia centrelor fiind perpendicularad pe axa radicala a
cercurilor; rezultd ca FoFp, FaFo, FaFp sunt mediatoarele segmentelor AQ, BQ, CQ
si conform proprietatii 1164, rezulta ca punctele P i () coincid, deci cercurile C;, C;,, C;
sunt concurente in punctul P. O

Teorema 1166 Fie I, centrul cercului A -exinscris corespunzator triunghiului ABC,
I; simetricul lui I, fata de BC. Daca P este punctul de concurentd al cercurilor
C;, C,b, C; (avdnd centrele in varfurile triunghiului Fuhrmann si trec prin punctele (B, C),
(C, A) respectiv (A, B)), atunci punctele P, A gi I(; sunt coliniare.

Demonstratie. Fie A’ mijlocul arcului BC' al cercului circumscris triunghiului
ABC i I centrul cercului inscris in triunghiul ABC. Punctele A, I, A’ gi I, sunt
coliniare (vezi “Cercurile exinscrise”) iar A’ este centrul cercului circumscris patru-
laterului BICI, (adici cercul ¢, (Figura 3.45). Cum cercurile ¢, si ¢,sunt simetrice
fata de latura BC' rezulta ca punctul [ ; apartine cercului (; Fie H4 si Ho ortocen-
trele triunghiurilor IBC, respectiv IAB, iar A” al doilea punct de intersectie dintre
cercul CIC si dreapta BC'. Conform proprietatii prin care simetricele ortocentrului unui
triunghi fata de laturile acestuia apartin cercului circumscris triunghiului (vezi ,,Orto-
centrul unui triunghi”) rezulta ca simetricul lui Hy4 fatd de BC apartine lui ¢, si deci
H 4 apartine lui C;. Analog H, € C;. Evident I este ortocentrul triunghiului AH.B.
Simetricul sau fata de AB apartine cercului CIC. Avem:

" 1 —_ =
<AH.B =<AA B (— 2m(APB)) , (1)
iar unghiurile <AH.B si <AIB sunt suplementare ([ fiind ortocentrul lui AH.B).
Datoritd simetriei rezultd <, CB = <BC1I,, iar in (, avem:
<BCI, = <«BII,, (i)

de unde <BCI, = <«BII,. Cum m(<AH.B) + m(<AIB) = 180° si m(<«BIA) +
m(<BII,) = 180° rezultd m(<AH.B) = m(<BI1,), adica

<AH,.B = «BII, (iii)

Din relatiile (i), (ii) si (iii) rezultd <AA” B = <BCI,, adici AA” || CI,, relatie care
aratd cd punctele P, A si [ ; sunt coliniare (deoarece in C; si (; avem

m(<BPA) = 180° —m(<BA”A)
= 180° — m(<«BCI,)
— m(<BPIL),

cum A il ; se afld in acelagi semiplan fatd de PB rezultd P, A si I; coliniare). O



CERCURI REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 88

Observatia 1167 Analog se aratd ca simetricele I; gt I; ale centrelor cercurilor B-
exinscris, respectiv C- exinscris fata de CA gi AB sunt coliniare cu punctele P gi B,
respectiv P gi C.

Teorema 1168 (Teorema lui Stevanovic) Ortocentrul triunghiului lui Fuhrmann cores
punzdtor triunghiului ABC' este centrul cercului inscris in triunghiul ABC'.

Demonstratie.Pastrand notatiile de mai sus, fie {A;} = Al, N BC, M, mijlocul
laturii BC' si {Dy} = I,I, N BC (Figura 3.45). Datoritd simetriei fati de BC, rezult
ci punctele Ay, Fyusi I, sunt coliniare. Dar IM, || AD, (vezi ,Punctul lui Gergonne”-
teorema lui Poncelet) si M,F4 || Dl ; Din reciproca teoremei lui Desargues aplicata
triunghiurilor IF4M, si AI;DG avand centrul de omologie A; - rezulta AI(; | IF7.
Conform proprietétii 1164 rezulta PI;J_FBFC, adicd IF4 L FgF¢, analog IFp 1l FoF(,
deci I este ortocentrul triunghiului lui Fuhrmann. ([

Teorema 1169 Dacd afizul cercului circumscris triunghiului ABC' este in originea
reperului complex , atunci afixul punctului lui Fuhrmann este egal cu
24(2p — a) + 25(2p — b) + zc(2p — ¢)

Zp = o .

Demonstratie.Notadm cu zx afixul punctului X. Afixul centrului cercului A-

exinscris este
o cla+b)ze+ (b—a)laza + bzp] )
fo ™ @+b)(b+c—a)

(vezi [12, § IIL.5]), iar afixul centrului cercului inscris in triunghiul ABC este

azg + bzg + czo
a+b+c

(i)

zr =

Deoarece A’ este mijlocul segmentului 71, (vezi ,Cercurile exinscrise”) rezultd

21 + 21,

5 (iii)

ZA =

Cum M, este mijlocul segmentului A’F4 rezultd

21 + 21,

ZFAZQZMA—ZA/:ZB—I-Zc— 5

Analog se determina afixele punctelor Fp si Fo, de unde rezultd afixul centrului de
greutate al triunghiului FoFpFc:

ZF, T 2Zrg + 2Fq
3
za(4p — a) + zp(4p — b) + zo(4p — ¢)
6p '

2Gp =

Deoarece I este ortocentrul triunghiului F4 FpFo rezultd IGr = 2GpF (unde F este
centrul cercului lui Fuhrmann), deci zq, = %, de unde rezulta concluzia. O
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Teorema 1170 Centrul cercului lui Fuhrmann corespunzator unui triunghi ABC' este
mijlocul segmentului HN, unde H si N sunt ortocentrul, respectiv punctul lui Nagel
al triunghiului ABC.

Demonstratie. Alegem un reper complex cu originea in centrul cercului circum-
scris triunghiului ABC'. Atunci,

ZH = Z2A+zB+Zc,
e — z4(2p —a) + zB(2p — b) + 20 (2p — 0)7
2p
oy = A= a)+2pp-b)+a0lp-c)
p
Deoarece w = zp rezultd concluzia. O

Teorema 1171 Punctul lui Nagel si ortocentrul unui triunghi ABC apartin cercului
lui Fuhrmann corespunzator triunghiului ABC'.

Demonstratie.Deoarece
|zg — 2F| = [on — 2P| = |27 — 2R,/
adici HF = NF = FFy, rezulta cd H gi N apartin cercului lui Fuhrmann. U
Observatia 1172 Punctele H gi N sunt diametral opuse in cercul lur Fuhrmann.

Teorema 1173 Raza cercului lui Fuhrmann corespunzator triunghiului ABC are lungimea
egald cu lungimea segmentului OI, unde O si I sunt centrele cercurilor circumscris,
respectiv inscris in triunghiul ABC.

Demonstratie. Deoarece HN || OI si HN = 201 (vezi,Punctul lui Nagel”),

rezultd 1
Rp = §HN =0I =+vVR?—-2Rr.

Consecinta 1174 Patrulaterul IONF' este paralelogram.

Teorema 1175 Centrele cercurilor lui Euler ale triunghiului ABC' i triunghiului lui
Fuhrmann coincid.

Demonstratie.Alegem un reper complex cu originea in centrul cercului circum-
scris triunghiului ABC |, deci zp = 0. Atunci, afixul centrului cercului lui Euler al
triunghiului ABC este
zg+zo0 zZa+tzp+zZc

2 2 '

Afixul centrului lui Euler al triunghiului lui Fuhrmann este

209 =

21 +2F  zZA+ 2B+ ZC
2 2 '
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Consecinta 1176 Raza cercului lui Euler a triunghiului lui Fuhrmann este egald cu
jumdatate din lungimea segmentului O1.

Teorema 1177 Fie FoFpFco triunghiul lui Fuhrmann corespunzator unui triunghi
ABC'. Cercurile circumscrise triunghiurilor FaBC, FgCA, FcAB, FaFpFo sunt

concurente in ortocentrul triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie H; simetricul ortocentrului H fatd de BC (Figura 3.46);

Figura 3.46: Cercuri concurente in H

punctul H; apartine cercului circumscris triunghiului ABC. Deoarece patrulaterele
BHF4C si BH;A'C sunt congruente, iar BH A’C' este inscriptibil rezulta ca si patru-
laterul BH F4C' este inscriptibil, H apartine cercului circumscris triunghiului £4BC.
Analog se aratd c& H apartine cercurilor circumscrise triunghiurilor FgCA si FoAB.
Cum H apartine gi triunghiului F4 FgFe, rezultd concluzia. (]

Teorema 1178 Simetricul centrului cercului circumscris unui triunghi ABC' fata de
punctul lui Spieker al triunghiului ABC' este punctul lui Furhmann.

Demonstratie.Vezi ,Punctul lui Spieker”. O



