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1.5 PUNCTUL LUI GERGONNE

,Dacd natura n-ar fi atdt de minunati nici n-ar merita s o cunoastem, iar viata n-ar merita
sd fie traitd. Am in vedere nu frumusetea care iti sare in ochi, ci acea frumusete profunda
care se dezvolta in armonia componentelor sale si este accesibila numai ratiunii. Frumusetea

intelectualil oferst satisfactie prin sine insisi.” — Henri Poincaré®

Teorema 103 Intr-un triunghi ABC dreptele care unesc varfurile triunghiului cu
punctele de contact ale cercului inscris cu laturile opuse sunt concurente.

Demonstratie. Fie C,, Cy, C. punctele de tangentd dintre cercul inscris in tri-
unghiul ABC si laturile BC, AC respectiv AB (Figura 1.22). Cum BC, = BC,,

A

Figura 1.22: Punctul lui Gergonne

CC, =CCysi ACy = AC,, avem: gzg . % . gzg = 1, iar din reciproca teoremei lui
Ceva rezulta ca dreptele AC,, BCj si CC. sunt concurente. O
Punctul T' de concurenta al dreptelor AC,, BCy si CC. se numeste punctul lui

Gergonne®.

Teorema 104 Daca (T') este punctul lui Gergonne al triunghiului ABC, iar C,ChC.
triunghiul sau de contact, atunci

A'  alp—a) BI'  b(p—0b) Cl'  clp—c
ICo  (p=b)p—c)TC,  (p—c)p—a)'TC. (p—a)(p—b)
Demonstratie. Din teorema lui Van-Aubel rezulta

AL _AC.  AG, _p-a p-a__alp—q
IC. CB GC p=b p-c (p-b-0o

Analog se demonstreaza si celelalte doua egalitati. U

SHenri Poincaré (1854 -1912) — matamatician si fizician francez, contributii importante in toate
ramurile matematicii

% Joseph Gegonne (1771-1859) — matematician francez, fondator al revistei Annales de Mathéma-
tiques in 1810
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Teorema 105 Este adevirati relatia: 2L . BL . CI — 4R
TC, ' TG,

FCC - r
Demonstratie. Solutia este imediatd tindnd cont de teorema precedenta si de
formulele Apape) = /p(p—a)(p—b)(p—¢) = ?LIE%C — pr. 0

Teorema 106 Daca (T') este punctul lui Gergonne al triunghiului ABC, atunci pentru
orice punct M din planul triunghiului ABC' este adevdratd egalitatea:

— 1 1 — 1 — 1 —
MF-( MA+ —MB + MC’>,
s\p—a p—2b p—c
undeszﬁ—i-p%b+p%c.
Demonstratie. Din FA—CFG = % rezulti
— —_—
_, MA+ 2, '
MT = T wa) , (i)
(p—b)(p—c)
dar JgaCOa = p%g, de unde

W MB + 222 C _ (p—c)MB + (p—b)MC
1—}—570 a ’

Din relatiile (i) si (ii) rezultd concluzia. O

Teorema 107 Coordonatele baricentrice relative ale punctului lui Gergonne sunt:

F( 1 ’ 1 , 1 )
p—a p—b p—c

Demonstratie. Solutia rezultd din proprietatea precedenta. O

Teorema 108 Flie z4,zp, zc sunt afizele varfurilor A, B, C ale triunghiului ABC de
laturi a,b, c. Afixul punctului lui Gergonne corespunzitor triunghiului ABC' este egal
cu

p—a A —I— ZB + 720

Z[‘:

Demonstratie. Procedand la fel ca in teorema 106, rezulta concluzia. U

Teorema 109 Punctul lui Gergonne (I') al triunghiului ABC' este punctul simedian
al triunghiului de contact al triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie C,C,C, triunghiul de contact al triunghiului ABC si {I'} =
AC, N BCyNCC.. Deoarece simediana dintr-un varf al unui triunghi contine punctul
de intersectie al tangentelor la cercul circumscris duse in celelalte doua varfuri ale tri-
unghiului (vezi ,,Simediane”), rezultd cd C, A, Cy, B i C.C sunt simediane in triunghiul
Co.CpCe, deci punctul lor de intersectie I', este punctul lui Lemoine al triunghiului de

contact C,CpC.. O
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Teorema 110 Punctele lui Gergonne (I') gi Nagel (N) ale triunghiului ABC sunt
puncte izotomice.

Demonstratie.Fie C,CyC, triunghiul de contact al triunghiului ABC si D,, Ey,
F. punctele de tangentd ale cercurilor exinscrise cu laturile BC, C'A, respectiv AB.
Deoarece BD, = CC, = p — ¢, rezultd cd punctele D, si C, sunt simetrice fatd de
mijlocul laturii BC. Analog, punctele Ej si Cy, respectiv F, si C, sunt simetrice fata
de mijloacele laturilor AC, respectiv AB. Deci punctele de concurenta ale dreptelor
(AC,, BCy, CC,) si (AD,, BEy, CF,) — adica punctul lui Gergonne, respectiv punctul

lui Nagel — sunt izotomice. U

Teorema 111 Fie ABC un triunghi neisoscel, C,CyC, triunghiul sau de contact,{ A’} =
CyC.NBC{B'} = C,C.NAC{C"} = C,CyNAB. Punctele A’, B', C' sunt coliniare.

Demonstratie. Teorema lui Menelaus aplicata in triunghiul ABC' (Figura 1.23)

Figura 1.23: Dreapta lui Gergonne

pentru transversalele (4’, C., Cy), (B', C., C,), respectiv (C’, C,, Cp) da:

A'B C.A CC ] B'C C,B C.A . C'A C,B CC 1
. . = . . fr— 1 . . =
AC C.B CyA "BA C,C C.B Y OB C.C CA
/ ! ! 2
de unde rezulta ca ﬁ,—g . % . g,g = (gzg . gl’j—é . gzi) = 1. Din reciproca teoremei

lui Menelaus rezulta cd punctele A’, B’, C’ sunt coliniare. O
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Observatia 112 Dreapta ce contine punctele A’, B', C' se numeste dreapta lui
Gergonne.

Teorema 113 Dreapta lui Gergonne a triunghiului ABC' este polara triliniara a punc-
tului lui Gergonne.

Demonstratie. Din proprietatea precedentd, triunghiurile C,C,C. si ABC' fiind
omologice, rezulta concluzia. U

Teorema 114 Punctul lui Gergonne, punctul lui Nagel gi retrocentrul unui triunghi
sunt coliniare.

Demonstratie. Vezi ,Retrocentrul unui triunghi”. U

Teorema 115 Punctul lui Gergonne I' al triunghiului ABC' este propriul sau punct
ciclocevian.

Demonstratie. Vezi ,Puncte cicloceviene”. U

Teorema 116 (Teorema lui Poncelet) Dreptele care unesc mijloacele laturilor unui
triunghi ABC cu respectiv mijloacele cevienelor corespunzatoare punctului lui Ger-
gonne sunt concurente in centrul cercului inscris in triunghiul ABC.

Demonstratie. Fie M, mijlocul laturii BC, C, si D, proiectiile centrului cer-
cului inscris I, respectiv a punctului I, centrului cercului A—exinscris pe BC, iar P
punctul diametral opus lui C, in cercul inscris in triunghiul ABC (Figura 1.24). Prin

A

Figura 1.24: Teorema lui Poncelet

omotetia de centru A si raport i[f , punctul P se transforma in punctul D,, deci
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punctele A, P si D, sunt coliniare. Cum I M, este linie mijlocie in triunghiul C,PD,
rezultd IM, || AD,, deci I M, trece si prin mijlocul segmentului AC,. Analog se arata
ca si celelalte doua segmente ce unesc mijloacele laturilor triunghiului cu mijloacele
cevienelor punctului lui Gergonne trec prin 1. O

Teorema 117 Punctul lui Gergonne al triunghiului ortic corespunzator unui triunghi
ABC este punctul de intdlnire al dreptelor ce unesc picioarele tnaltimilor triunghiulus
ABC' cu proiectiile ortocentrului pe laturile triunghiului ortic.

Demonstratie. Iniltimile AH,, BHy, C H, sunt bisectoarele unghiurilor triunghi-
ului ortic H,HyH, (vezi ,Triunghiul ortic”), deci H este centrul cercului inscris in

Figura 1.25: Punctul lui Gergonne al triunghiului ortic

triunghiul ortic, iar Hy, Ha, Hsz - proiectiile lui H pe laturile triunghiului ortic —
sunt punctele de contact ale cercului inscris cu laturile triunghiului ortic, deci dreptele
H,H:,, HyHs si H.H3 sunt concurente in punctul lui Gergonne al triunghiului ortic
H,HyH,. (Figura 1.25). O

Teorema 118 Dreptele care unesc varfurile unwi triunghi ABC' cu punctele de con-
tact dintre un cerc exinscris gi dreptele AB, BC,CA sunt concurente.

Demonstratie. Fie Ay, B1,C; punctele de contact dintre cercul A- exinscris si
dreptele BC,CA, respectiv AB (Figura 1.26). Cum AB; = AC;,BA; = BC; si

CA, = CBj rezulta:
A1B BiC CiA

A,C BiA CiB
si din reciproca teoremei lui Ceva rezulta ca dreptele AA;1, BBy gi CC sunt concurente

intr-un punct I'y. Analog, se obtin punctele I'y si I'.. Punctele I'y, I, ' se numesc
adjunctele punctului Gergonne. ([

1
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Figura 1.26: Adjunctele punctului Gergonne.

Teorema 119 Punctele adjuncte ale lui Gergonne 'y, I'y, I'. sunt pe cevienele punc-
tului lui Nagel.

Demonstratie. Solutia rezultd din constructie. ([

Teorema 120 Cevienele punctelor adjuncte ale lui Gergonne sunt concurente in punc-
tul lui Nagel.

Demonstratie. Solutia este evidentd datoritd constructiei. U

Teorema 121 Triunghiul ABC i triunghiul I';I'y I sunt omologice, centrul de omolo-
gie fiind punctul lui Nagel (N) al triunghiului ABC.

Demonstratie. Din proprietatile precedente rezulta concluzia. U

Teorema 122 Triunghiul ABC gi triunghiul NoNyN., ale carui vdrfuri sunt ad-
junctele punctului lui Nagel ol triunghiului ABC sunt omologice, centrul de omologie
fiind punctul lui Gergonne (I') al triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi proprietatile precedente. O
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Teorema 123 Coordonatele baricentrice ale adjunctelor punctului Gergonne sunt:

r ( 1 1 1 >

“\a+b+c —a—b+c —a+b—c)’

F[;( 1 1 1 >
—a—-—b+ca+b+c’a-b—c)’

I 1 1 1
‘Na—b—c —a+b—ca+b+c)’

Demonstratie. Solutie analoaga cu cea din teorema 106. O

Teorema 124 Triunghiul NoNyN. - avdand varfurile in punctele adjuncte ale lui Nagel
- g1 triunghiul I',I'yI'. - avdnd vdrfurile in punctele adjuncte ale lui Gergonne - sunt
omologice, centrul de omologie apartindnd dreptei NI' (unde N este punctul lui Nagel
g1 T este punctul lui Gergonne al triunghiului ABC).

Demonstratie. Triunghiul ABC' este omologic cu triunghiul N, Ny N, iar {I'y} =
BN.NCNy, {T'y} = AN.NCN,, {I':} = AN, N BN,. Conform teoremei lui Voronése
(vezi [12, § TI1.21]), triunghiurile N, Ny N, si ', I, sunt omologice, centrul de omologie
apartinand dreptei ce unegte centrele de omologie ale triunghiului ABC cu triunghi-
urile N,NyN,, respectiv I';I'yI'.- adica dreptei I'V. O

Teorema 125 Intr-un triunghi, paralelele duse prin mijloacele laturilor la cevienele
punctului lui Gergonne ale varfurilor opuse trec prin centrele cercurilor exinscrise re-
spective.

Demonstratie. Fie M, mijlocul laturii BC' a triunghiului ABC si @ punctul
diametral opus lui D, in cercul A — exinscris, iar C, punctul de contact al cercului
inscris cu latura BC. Punctele A, C, si @ sunt coliniare (vezi ,Punctul lui Nagel”).
Atunci M,1, este linie mijlocie in triunghiul D,C,Q, adica M1, || C,Q, deci AT ||
M,1,. O

Teorema 126 Fie Ay, B1,C1 proiectiile centrului cercului A—ezinscris (I,) al tri-
unghiului ABC' pe mediatoarele corespunzatoare laturilor triunghiului ABC. Triunghi-
urile A1 B1C1 $i ABC' sunt omologice, centrul de omologie fiind punctul lui Gergonne
(T) al triunghiului ABC.

Demonstratie. In notatiile propriet&tii precedente, fie A; punctul de intersectie
dintre mediatoarea segmentului BC cu dreapta AQ. Deoarece M, este gi mijlocul seg-
mentului C, D, iar Q D, 1 BC rezultd ca A; este mijlocul ipotenuzei C, @ a triunghiului
CoD,Q, deci patrulaterul M,D,I,A; este dreptunghi. Am aratat ca proiectia lui I,
pe mediatoarea laturii BC apartine cevienei din A a punctului lui Gergonne. Analog,
se arata ca Bj si C1 apartin cevienelor din B, respectiv C' ale punctului lui Gergonne,
adica triunghiurile A1 B1C1 si ABC sunt omologice, centrul de omologie fiind punctul
lui Gergonne al triunghiului ABC. O

Teorema 127 Fie T punctul de contact dintre tangenta dusda din punctul Mg,— mi-
Jlocul laturii BC' a triunghiului ABC' - (diferita de BC) la cercul A—exinscris. Punctul
T apartine cevienei AT (T' fiind punctul lui Gergonne al triunghiului ABC).
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Demonstratie. Fie D, punctul de contact al cercului A—exinscris cu latura BC),
C, punctul de contact al cercului inscris cu latura BC' si @) punctul diametral opus
lui D, in cercul A-exinscris (Figura 1.27). Punctele A, C, si @ sunt coliniare (vezi

Figura 1.27: T apartine cevienei AT’

yPunctul lui Nagel”). Fie T} primul punct de intersectie dintre ceviana AT' cu cercul
A-exinscris. Deoarece m(m) = %m(m) = 90°, rezultd m(Cﬁl\Da) = 90°, iar
cum punctele C, si D, sungz\otomiceﬂﬂté cé/TiJa este medianéjl\triunghiul
dreptunghic C, 11D, deci M, 71D, = M,D,T) = T1QD,, de unde: m(M,T1,) = 90°,
adica Ty =1T. O

Teorema 128 In triunghiul ABC, fie U € (AB) i V € (AC). Punctul lui Gergonne
(T') al triunghiului ABC' apartine dreptei M N daca gi numai daca:

vB 1 ve 1 _
UA p—b VA p—c p—a’

unde a,b,c sunt lungimile laturilor BC,CA respectiv AB, iar p este semiperimetrul
triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie C,C,C,. triunghiul de contact al triunghiului ABC (Figura
1.28). Deoarece dreapta UV trece prin punctul lui Gergonne atunci

UB C,C | VC BC,_TC, 0
UA BC "VA BC _ AC, !
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Figura 1.28: 'e M N

(vezi [12, § TL15)). Dar, AL = % jar C,C = p — ¢, BC, = p — b, relatia (i)
devenind: UB VC ( ) b)
p _ C . p J—
UB . 1 _ 1 O

de unde rezulta = b+VA e = pa

Teorema 129 In triunghiul ABC, fie U € (AB) si V € (AC). Punctul lui Gergonne
(T') al triunghiului ABC' apartine dreptei M N daca §i numai daca :

v B VvC ¢ _,A4
UA Wy Ty Yy Ty

Demonstratie. Din teorema 128 avem:

UB 1(p— )(p—0)+V70.}(p—a)(P—b):}(p—b)(p—c)
be '

UA b ab VA ¢ ab

S|

Tinand cont de sin? % = % si de relatiile analoage precum si de teorema si-

nusurilor obtinem:

UB sin2 g N VC sin? % B sm2’;l
UA sinB VA sinC sin A’

dem— th—i—“;g tg2 = g%. O

Teorema 130 Intr-un triunghi ABC, punctul lui Gergonne ("), punctul lui Nagel
(N) si centrul antibisector (Z) sunt coliniare.

Demonstratie. Fie U € (AB) §i V € (AC) astfel incat I gi N apartin dreptei
UV. Deoarece I' € UV, atunci

UB 45+ Ve 1€ = tgé (i)
UA 2 VA 2 2
iar cum N € UV rezulta:
UB B VC C A ..
TA cth + VA ctg§ = ctg§ (ii)
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(vezi ,Punctul lui Nagel”). Din relatiile (i) si (ii) rezulta:

UB sin? g + cos? g VO sin® % + cos? % sin2 é + cos? é

’ - B B - C c - <A A
UA  sinscoss Vv sin § cos & sin 4 cos §
ey UB . _1 ve 1 1 g ;o UB 1, VC 1 _ 1 ;
a‘dl?a‘ UA " sinB + ﬁ “SnC — sm4a ¥ de aici UA b + VA ¢ a (VeZ1 »Centrul
antibisector”) relatie care arata ca punctul Z € UV. O

Teorema 131 Fie a,b,c lungimile laturilor BC,CA, respectiv AB ale triunghiului
ABC. Daca dreapta ce uneste punctul lui Gergonne (I') cu punctul lui Nagel (N) al
a’+b?
a+b *

triunghiului ABC' este paraleld cu latura AB, atunci ¢ =

Demonstratie. Fie I'y, Iy, . si N, Ny, N, picioarele cevienelor determinate de
punctul lui Gergonne, respectiv punctul lui Nagel cu laturile triunghiului ABC' (Figura
1.29). Din teorema lui Van — Aubel rezulta:

Figura 1.29: T N||AB

cr cr, cr — — .
_ b_P-c p-c (i
p—b p—a

IT., TI.B * A

si
CN CN, CN, —b —
_ a + b _ p + p a. (11)
NN, N,B NyA p—c p-—c

Deoarece ' N||AB rezulta % = % (iii). Din relatiile (i), (ii) si (iii) rezultd ¢ = aiif'
O

Teorema 132 Daca Ajapcy, Arrpey, Aracys Ajrap) sunt ariile triunghivlui ABC, T'BC,
T'AC, respectiv ’AB, unde I' este punctul lui Gergonne al triunghiului ABC, atunci:

Aapo)  Ause)  Aube) et et
Arsc) Arac)  Aras T
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—

B A" C c

A A A
. . A4lABc] [ABC] [ABC]
Figura 1.30: Arse) T Apac) T Aran

Demonstratie. Fie C,C,C. triunghiul de contact al triunghiului ABC (Figura
1.30). Dacd p = a+3+c, atunci ACy, = AC. =p—a,BC.=BC,=p—-bCC, =CCy =
p — c. Daca A” si T sunt proiectiile punctelor A si I' pe latura BC obtinem:

Aupe)  AA.BC  AA"  AC,

Arrpey rr T rc,
. . . . AF — _ - — c
Din relatia lui Van Aubel avem: {5 = p—_z + Z_ZL = % + ¢ de unde
AlaBc 14 AT 1y rotTe  TatTetTe
A[FBC} INOM Ta Ta
si analog
Alapo)  ra+ry+re Alape)  ra T+ Te
Arpe rn  Arpg Te
prin sumarea relatiilor precedente si tindnd seama ca % = % + % + % rezulta concluzia.

0

Teorema 133 Daca doud ceviene Gergonne ale unui triunghi ABC au lungimile
egale, atunct triunghiul este isoscel.

Demonstratie. Solutia 1. Fie BCj si CC. cevienele Gergonne congruente (Figura
1.31). Aplicand teorema cosinusului in triunghiurile ABCjy, respectiv ACC,. rezulta:
BC?} =%+ (p—a)®> —2¢(p — a) cos A,CC?* = b + (p — a)? — 2b(p — a) cos A,
unde p = %”*C si de aici rezulta ca:
2(b—c)(p—a)cos A — (b —c?) =0
egalitate echivalenta cu

—a b2+ 2 —a?
(b |22t gg;* ) 4ol =0,
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Figura 1.31: Ceviene Gergonne egale

Egalitatea (7a+b+c)2(gf+627a2) —(b+c) = 0, echivalentd cu a?(b+c—a)+b*(c+a—b)+
c?(a+b— c) = 0 nu poate avea loc datoritd inegalititii triunghiului, de unde rezulti
cd b = ¢, adica triunghiul ABC este isoscel.

Solutia 2. Fie{P} = BCyNCC,. Construim paralelogramul B@Eb (Figura 1.32).

Daci AB # AC, fie AB < AC (¢ < b), de unde p—c > p—bsi m(C,BC) > m(C.CB),

A

B c
Figura 1.32: Ceviene egale

deci CP > BP. Dacid CC, = BCy, rezultd C.P < PCj (i). In triunghiurile ABC si
AC.C avem: ACy, = AC’ =p—a /Cg BC, sl am presupus cd AB < AC. Urmeaza
ca: m(ACbB) < m(AC C) si m(BG,C) > m(BC C) de unde rezulta ca

m(PCbC’) > m(PC’CB) (ii)
Din triunghiurile BC.P gi PC,C cu B/P\CC = C/bP\C' si relatia (ii) rezulta:
m(C.BP) > m(PCCy) (i)
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Cum triunghiul C.PQ este isoscel rezulta: CTQ\C = C@ de unde
m(CeQCh) + m(GyQC) = m(PCCy) + m(GyCQ).

Rezulta m(C/bQ\C) > m(CT,C\Q) si de aici C,C < CpQ, adicd p — ¢ < p — b de unde
b < ¢, ceea ce contrazice presupunerea facutd. Analog se trateazi cazul in care b > c.
Atunci b = ¢, deci triunghiul ABC' este isoscel. ]

Teorema 134 [Barbu, C., Patrascu, I. [16]] Bisectoarele interioare ale unghiurilor B
gi C ale triunghiului ABC' intdlnesc ceviana Gergonne AC, in D, respectiv E. Daca
BD = CFE, atunci triunghiul ABC' este isoscel.

Demonstratie. Presupunem AB # AC,/ﬁ\eAB < AC\Atunci, b>cp—b<
p—csi D e (EC,) (Figura 1.33). Din m(ABC) > m(ACB) rezultda m(DBC,) >

A

8 < c
Figura 1.33: Ceviana Gergonne intersectata de céatre bisectoare
m(E/C’?a) > M/CEI), dﬁi\DC > BD, adica DC > CFE (i) (deoarece BD =
CE).Cum m(AC,C) = m(EC,C) > 90° rezulta ca
m(EDC) = m(DC,C) + m(DCCy) > 90°
si m(D/E\C) < 90°, de unde CD < CFE (ii). Din relatiile (i) si (ii) obtinem o con-

tradictie. Analog, daca AB > AC se ajunge la o contradictie. Urmeaza ca AB = AC.
O
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Teorema 135 (Sastry [80]) Bisectoarele exterioare ale unghiurilor ZABC si ZACB
ale unwi triunghi ABC intersecteazd dreapta suport a cevianei Gergonne AD (segmentul
ce uneste un varf al triunghivlui cu punctul de tangenta dintre cercul inscris si latura
opusa) in punctele E, respectiv F. Daci BE = CF, atunci ABC' este un triunghi
isoscel.

Demonstratie. Avem, BD =p—b i CD = p — ¢ (Figura 1.34). Din S[ABE] =

Figura 1.34: Ceviana Gergonne

S[ABD] + S[BDE], avem

B B
BE-c-sin<90°—|—2):c-(s—b)sinB+BE-(3—b)-sin<90°—2)
o B B B B
BE -c¢-cos— =2c-(s—b)sin —cos— + BE - (s —b) - cos —
2 2 2 2
si de aici
BE — 20-(5—b)sing
b+c—s
2¢-(s—b) (s—a)(s—c)
~ btc—s ac '
Analog,
2 - (s — _ _
OF — b-(s—¢c) [(s—a)(s—b)

b+c—s ab

Din egalitatea segmentelor BE si CF rezultd /(s — b)c = /(s — ¢)b, de unde obtinem
b=c.




