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1.6 PUNCTUL LUI NAGEL

»3e poate vorbi de un umanism modern, de un sistem complet de cunogtinte capabil s& formeze
omul, bazat insd pe matematica? Sunt convins c& da.” - Ton Barbu’

Fie 74,7y, Tc punctele de contact dintre cercurile A — exinscris, B — exinscris,
respectiv C' — exinscris cu laturile BC, C'A, respectiv AB ale triunghiului ABC (Figura
1.35).

Figura 1.35: Punctul lui Nagel

Teorema 136 (Teorema lui Nagel) Dreptele Ay, BTy, OT. sunt concurente.

Demonstratie. Solutia 1. Fie a,b,c lungimile laturilor triunghiului ABC si p
semiperimetrul siu. Fie Br, = x ¢i 7,C = y. Atunci, c+y=asic+c=y+bde

o . o : 7¢B _ p—cC C _ p—a . 7,A _ p—b
unde x =p—csiy=p—>, deci = o Analog, A= pe S TB = pa de unde
rezulta
ToB TC T A 1
7C THA T.B

si din reciproca teoremei lui Ceva rezultd cd dreptele At,, B1p, CT. sunt concurente.

Solutia 2. Din :“g = g%z rezultd ca afixul punctului 7, este

2B+ 55 %0 _ (p—b)zp+(p—c)zc
1+ 5= a

Zr, =

"Ton Barbu (1895-1961) — matematician romén, profesor la Universitatea din Bucuresti, contributii
in algebra si geometrie
8Christian von Nagel (1803-1882) — matematician german, contributii in geometria triunghiului
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AP

si analog se obtin relatii similare pentru punctele 7, si 7.. Dacid P € (A7,) si k = Yo

. k o
atunci zp = % de unde rezulta:

1 1 k k
zp=——|——Mm@—-a)za+—-(p—b)zB+ —(p—c)zc]| .
PE T p_a(p Jeat —(p—=b)zp+ _(p—c)zc
Se obtine o form& simetrica pentru relatia din paranteza daca %a = %, adica pentru

k= p%a si fie N punctul corespunzator acestei valori a lui k. Obtinem un punct ce

va avea afixul zy = %[(p —a)za + (p—b)zp + (p — ¢)z¢]. Simetria relatiei precedente
aratd ca punctul N apartine si dreptelor B7y, respectiv Cte. O

Consecinta 137 Afizul punctul lui Nagel (N) al triunghiului ABC' este:
1
ZN = ];[(p —a)za+ (p—0b)zp + (p — ¢)zc].

Observatia 138 Punctul de concurentd al dreptelor At,, BTy, CT. se numeste punc-
tul lui Nagel. Triunghiul 7,7y7. se numeste triunghiul lui Nagel (sau triunghiul
cotangentic). Triunghiul cotangentic T,TyT. este triunghiul cevian al punctului lui
Nagel.

Teorema 139 Dacia N este punctul lui Nagel al triunghiului ABC, atunci pentru
orice punct M din planul triunghiului este adevarata egalitatea:

— —

MN = ;[(P— a)m—i— (p— b)]\ﬁ—i— (p—c)MC].

Demonstratie. Din teorema precedenta rezultd concluzia. O

Teorema 140 Coordonatele baricentrice absolute ale punctului lui Nagel sunt:

N(p—ajp—b’p—c>.
b b p

Demonstratie. Vezi teorema 139. U

Teorema 141 Punctul lui Nagel este centrul de omologie dintre triunghiul neisoscel
ABC i triunghiul sdu cotangentic ToTyTe.

Demonstratie. Triunghiurile ABC si 7,77 sunt omologice, centrul de omologie
fiind punctul lui Nagel al triunghiului ABC' (ca o consecinta a teoremei lui Desargues).
]
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Teorema 142 Intr-un triunghi ABC, punctul lui Nagel (N), centrul de greutate (G)
g1 centrul cercului inscris (I) sunt coliniare i GN = 2G1.

Demonstratie. Solutia 1. Fie A’ piciorul bisectoarei din A (Figura 1.36). Din

Figura 1.36: GN = 2GI

teorema bisectoarei rezulté fl% = ¢ i de aici: A'B = ZT"'E Teorema, bisectoarei
aplicatd in triunghiul ABA’ ne da:
IA c b+c .
A" ABT o W
de unde: %{, = %. Daca M, este mijlocul segmentului BC' iar 7, si 7 punctele de

tangenta al cercurilor A— exinscris i B — exinscris cu latura BC, respectiv AC, atunci

a b—c a ac a(b—c)
Muta = 7 — —b) = 7A/Ma:7_ = ’
Ta=5 -t =3 2 btc 20b+o)
de unde
Mr, b+c (i)
MA o
Din relatiile (i) si (ii) rezultd IM, || AT, si de aici:
IM, IA
A, AAT (i)

Fie {G} = AM,NIN. Cum IM || AN rezulta GG—]\‘/Z = IA]\Z = % (iv). Din relatiile
GA NA AA

(iii) si (iv) rezulta G- = 47 - 747 (v). Teorema lui Menelaus aplicata in triunghiul
AT,C i transversala 7, N, B ne da:

A BC N1,
7,C Br, NA

L
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. _a  Nrtgq _ : --N‘r,l_p NTa_7 ; ;
e e NA = 1lsideaic T = , adica 7 Atunci, relatia (v)

devine c?z\? =05 22 — 2 de unde GA = 2GM (vi), adicd G este centrul de greutate
al triunghiului ABC’ deci punctele N, G si I sunt coliniare. Din relatiile (iv) si (vi)
rezultd GN = 2G1.

Solutia 2. Afixele centrului de greutate G al centrului cercului inscris I sunt si al
punctului lui Nagel sunt: zg = ZA*zptzc o — aZA”LbQZ;JFCZC respectiv

3
on = ;Kp —a)sa+ (p—b)zp + (p — ©)z¢).

Atunci, Z¢—L = 3 € R deci punctele G, I si N sunt coliniare si |2y — 2¢| = 2 |2¢ — 21],
adica: NG = 2G1. O

Observatia 143 Dreapta IN se numeste dreapta lui Nagel.

Teorema 144 Intr-un triunghi ABC fie O centrul cercului circumscris, H ortocentrul

sau, I centrul cercului inscris triunghivlui, N punctul lui Nagel al triunghiului ABC.
Atunci HN =201 si HN || OI.

Demonstratie. Solutia 1. Fie H ortocentrul triunghiuluiABC. Atunci, HG =
2GO (dreapta lui Euler) si N G = 2GI. Din aseménarea triunghiurilor OGI si HGN
(deoarece <NGH = <OGI si $8 = €0 rezultd ca HN || OI si HN = 201

Solutia 2. Alegem un reper cartezian cu originea in O, centrul cercului circumscris
triunghiului ABC. Atunci, zg = z4 + zp + z¢ si

M =—-2cR
21 — 20
adicd NH || OI si |zny — zg| =2 |21 — 20|, adicd NH = 201. O

Teorema 145 Intr-un triunghi ABC fie O centrul cercului circumseris, H ortocentrul
sau, I centrul cercului inscris triunghiului, N punctul lui Nagel al triunghiului ABC.
Patrulaterul HNOI este trapez.

Demonstratie. Vezi teorema 144. U

Teorema 146 In triunghiul ABC fie O centrul cercului circumscris, I centrul cercului
inscris, N punctul lui Nagel si Og centrul cercului lur Euler. Dreapta care uneste
mijloacele segmentelor N1 i NO contine punctul Og.

Demonstratie. In triunghiul NOI, dreapta (d) care unegte mijloacele laturilor
NO si NI este paraleli cu dreapta OI, deci paraleld si cu HN (Figura 1.37). In
triunghiul NOH, dreapta d fiind paraleld cu NH rezultd ca trece si prin mijlocul lui
OH, adica prin Og - centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC. O
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P

H

Figura 1.37: Og € d

Teorema 147 Punctul lui Spieker, centrul cercului inscris in triunghiul median al
triunghiului ABC, este mijlocul segmentului IN.

Demonstratie. Solutia 1. Fie M, MyM, triunghiul median al triunghiului ABC
(Figura 1.38). Dacd IG = 2z, atunci, conform aplicatiei precedente, GN = 4z,

Figura 1.38: Sp este mijlocul segmentului IN

IN = 6z. Fie Sp mijlocul segmentului IN. Avem: ISp = 3z = S,N si GSp = z.
Deoarece G € I1Sp si IG = 2z = 2GSp, iar AG = 2G M, rezulta
AG IG

GM,  GSp 2

si cum <UGA = <SpGM, avem cd triunghiurile AGI si M,GSp sunt asemenea,
deci Al || SpM,. Dar AB || M M, AC || MqyM,, iar Al este bisectoarea unghiului
BAC, deci si M,S), este bisectoarea unghiului M.M,M);. Analog se aratd ca punctul
Sp apartine bisectoarelor unghiurilor M, MM, si MyM_.M,, deci punctul lui Spieker
(Sp) este mijlocul segmentului IN.

Solutia 2. Atunci MyM, = §, MM, = g,MaMb = § sl p' = £ unde p este semi-
perimetrul triunghiului median. Atunci afixul centrului cercului inscris in triunghiul
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median este:

1 |a b c
ZSP — 27])/ §.ZME+§.ZMIJ+§.ZMC
1 ja zptzc b zc+za ¢ zatzp
2|2 2 2 2 2 2
1
= @[(IH—C)zA—l—(c+a)zB+(a+b)zC]. (i)

Dacd S este mijlocul segmentului IN,, atunci rezulta

O 21 + 2N
ST T
1(1 1
= 3 2—(@2,4 +bzp+czo)+=[(p—a)za+ (p—b)zp + (p — ¢)2¢]
D p
1
= @ [(b+c)za+ (c+a)zp+ (a+b)zc]. (ii)
Din relatiile (i) i (ii) rezulta zs, = zg, adica Sp = S. O

Teorema 148 Dreptele IH si S,0 sunt paralele si HI = 25,0.

Demonstratie. Vezi teorema 147. (]
Observatia 149 Cercul inscris in triunghiul median se numeste cercul lui Spieker.
Teorema 150 Punctele I,G, Sy, N sunt coliniare si

12GS, = 6GI =415, =3NG = 2N 1.

Demonstratie. O prima solutie rezultd din proprietétile precedente. Coliniari-
tatea punctelor o mai putem demonstra si prin utilizarea coordonatelor baricentrice.
Astfel, G(1,1,1),I(a,b,c), N(p —a,p — b,p — ¢), S(b+ ¢,c + a,a + b). Deoarece

1 1 1
a b c =0
p—a p—b p—c
1 1 1
si a b c = 0, rezulta ca punctele G, I, N, respectiv G, I, S sunt col-
b+c c+a a+bd
iniare, adica punctele G, I, N, S sunt coliniare. O

Observatia 151 Punctele I, G, Sy, N apartin dreptei lui Nagel.

Teorema 152 Punctele lui Nagel si Gergonne ale unui triunghi sunt izotomic conju-
gate.
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Demonstratie. Fie C,C,C. triunghiul de contact al triunghiului ABC, G, - punc-
tul lui Gergonne si 74,7y, 7. punctele de tangentd ale cercurilor exinscrise cu seg-
mentele BC, C A, respectiv AB. Deoarece BT, = CC, = p — ¢ rezultd cd punctele 7,
si C, sunt simetrice fatd de mijlocul laturii BC. Analog, punctele 7, si Cp, respectiv
T. si C, sunt simetrice fatd de mijloacele laturilor AC, respectiv AB. Cum dreptele
At,, BTy, C7. sunt concurente in punctul lui Nagel al triunghiului ABC, rezulta ca
punctele lui Nagel si Gergonne sunt izotomic conjugate. O

Teorema 153 Centrul cercului inscris in triunghiul ABC' este punctul lui Nagel al
triunghiului median.

Demonstratie. Solutia 1. Fie M,MyM,. si C,CyC, triunghiurile median, respec-
tiv de contact ale triunghiului ABC, {C,} = AN N BC, {P} = AN n M,M, si
{P'} = M,I N MM, (Figura 1.39). Deoarece AC,, || M,I rezultd AC, || M,P (vezi

Figura 1.39: I este punctul lui Nagel al triunghiului median

»Cercuri exinscrise”) si punctul M, este mijlocul segmentului CaC; atunci dreapta
M, I va contine mijlocul segmentului AC, - punct ce apartine liniei mijlocii MyM, -
deci punctul P’. Cum PP’ este linie mijlocie in triunghiul ACGC; rezulta ca mediana
AM, trece si prin mijlocul segmentului PP’, deci prin mijlocul segmentului M;,M,,
adicd punctele P si P’ sunt izotomice. Conform proprietitii precedente rezultd con-
cluzia.

Solutia 2. Fie N’ punctul lui Nagel al triunghiului median M, M, M.. Atunci, afixul
lui N’ este:

1
N = ];[(p’ —a)zm, + (0 = V)zn, + () = )2
1
= %(azA +bzp + czo) = 21,
de unde rezultd ca N’ = I. O

Teorema 154 Punctul lui Nagel al triunghiului ABC' este centrul cercului inscris in
triunghiul anticomplementar al sdu.
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Demonstratie. Se aplica proprietatea precedenta, ludnd triunghiul median in
rolul triunghiului ABC. O

Teorema 155 Intr-un triunghi ABC, distanta de la punctul lui Nagel (N) la centrul
cercului circumscris (O) este egald cu diferenta dintre raza acestui cerc si diametrul
cercului inscris.

Demonstratie. Cercul circumscris triunghiului ABC este cercul lui Euler al tri-
unghiului anticomplementar A’ B’C’ avand raza R. Cercul inscris in triunghiul A’B’C’
are centrul in punctul lui Nagel — conform proprietétii precedente — deci, aceste doua
cercuri sunt tangente in ¢’ - punctul lui Feuerbach al triunghiului anticomplementar.
Astfel,

ON =0¢' — N¢' = R —2r,

r fiind raza cercului inscris in triunghiul ABC. (]

Teorema 156 Punctele lui Nagel (N), Bevan (V') si Longchamps (L) sunt coliniare,
tar NV =V L.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Bevan”. ([

Teorema 157 Punctul lui Nagel (N), punctul lui Gergonne (I"), centrul antibisector
(Z) si retrocentrul (R) unui triunghi ABC' sunt coliniare.

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Gergonne” si ,Retrocentrul unui triunghi”. [

Teorema 158 Intr-un triunghi cevienele punctului lui Nagel (N) trec prin punctele
diametral opuse punctelor de contact ale cercului inscris, iar cevienele punctului lui
Gergonne (I') trec prin punctele diametral opuse ale punctelor de contact ale cercurilor
exinscrise respective.

Demonstratie. Fie P si ) punctele diametral opuse lui C, si D, in cercurile
inscris, respectiv. A — exinscris (Figura 1.40). Din PC,1BC si QD,LBC rezulta
PC, || @D,. Deoarece cercul inscris si cel A — exinscris sunt omotetice, omotetia fiind

de centru A si raport “¢, iar % = "= rezulta ca punctele D, si P se corespund prin
omotetia consideratd, deci P € AN. Analog, Q) € AT'. O

Teorema 159 Fie Aj, B1,Cy proiectiile centrului cercului inscris (I) al triunghiu-
lui ABC pe mediatoarele laturilor triunghiului. Triunghiurile ABC si A1B1Cy sunt
omologice, centrul de omologie fiind punctul lui Nagel.

Demonstratie. Fie P punctul diametral opus punctului de contact C, dintre
cercul inscris in triunghiul ABC si latura BC (Figura 1.40). Punctele A, P si D,
(punctul de tangentd dintre cercul A — exinscris gi BC') sunt coliniare. Deoarece
triunghiul PC,D, este dreptunghic, iar I este mijlocul catetei C, P, atunci I A} este
linie mijlocie in PC, D, (unde A} este mijlocul ipotenuzei PD,), deci A} M, va fi linie
mijlocie, de unde rezultd cd A} M, este mediatoarea segmentului Cy,D,, deci A} = A;.
Analog, se arata ca By si C; apartin cevienelor punctului lui Nagel. Deci triunghiurile
A1B;1C; si ABC sunt omologice, centrul de omologie fiind punctul lui Nagel (V).
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Q

Figura 1.40: P € AN

Teorema 160 Intr-un triunghi, paralelele duse prin mijlocul laturilor la cevienele
punctului lui Nagel sunt concurente in centrul cercului inscris.

Demonstratie. Fie M, mijlocul laturii BC' si P punctul diametral opus lui C, in
cercul inscris in triunghiul ABC' (Figura 1.40). Din proprietatea precedentd rezulta
ca punctele A, P si D, sunt coliniare. Atunci, I M, este linie mijlocie in triunghiul
PC,D,, deci PD, || IM,, adicd AD,, || IM,. O

Teorema 161 Punctul lui Nagel al triunghiului ABC' apartine cercului lui Fuhrmann
corespunzator triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi [12, § I11.40]. O

Teorema 162 Dreptele ce unesc punctul lui Nagel al unui triunghi ABC cu varfurile
acestuia contin punctele de contact dintre cercul lui Spiecker si triunghiul median al
triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie M, M, M, triunghiul median al triunghiului ABC, P punctul
de contact dintre cercul lui Spiecker al triunghiului ABC' si latura MyM,., {D} =
AN N BC, {Pi} = AP N BC (Figura 1.41). Deoarece laturile triunghiului median au
lungimile a/2,b/2,¢/2 si P este un punct de contact al cercului inscris in triunghiul
My MyM, rezulta M.P = B¢ = % (i) (D fiind punctul de tangenta dintre cercul
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Figura 1.41: P € AN

A — exinscris cu latura BC'). Dar M.P este linie mijlocie in triunghiul ABP;, deci
M.P = B (ii). Din (i) si (ii) rezultd BD = BP; si cum D, P; € [BC] rezulta D = P,
deci P € AN. O

Teorema 163 Fie Q4,Qp,Qc mijloacele segmentelor AN, BN, respectiv CN (unde
N este punctul lui Nagel al triunghivlui ABC). Triunghiul QAQpQc este circumscris
cercului Spieker al triunghiului ABC.

Demonstratie. Prin omotetia de centru N gi raport 1/2 triunghiul Q4QpQc
se transforma in triunghiul ABC, deci si cercul inscris in triunghiul Q4QpQc se
transforméa in cercul inscris in triunghiul ABC, iar NS = %N I (unde S gi I sunt
centrele cercurilor inscrise in triunghiurile Q4QpQc si ABC), relatie ce arata ca S
este punctul lui Spieker al triunghiului ABC. O

Teorema 164 Fie I si O centrele cercurilor inscris, respectiv circumscris ale unui
triunghi ABC, MM'1AI,M € AB,M' € AC,I € MM’'. Cercul tangent in M gi M’
laturilor AB, respectiv AC' este tangent si cercului circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie. Deoarece mediatoarele OB’ si OC’ sunt perpendiculare pe AC,

Figura 1.42: (O, O, P) este tangent cercului p(O, R)

respectiv AB (unde B',C’ € p(O, R)), rezultd OB’ || O,M' si OC" || O, M, unde O,
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este centrul crecului tangent laturilor AB gi AC in M, respectiv M’ (Figura 1.42).
Atunci, triunghiurile OB’C’ si O,M'M sunt omotetice; fie P centrul acestei omotetii
- {P} = C'"M n B’M’. Deoarece hexagonul PC'CABB’ are cinci varfuri pe cercul
circumscris triunghiului ABC' si ca laturile sale se intersectezd in punctele coliniare
M, I si M' rezulta — din teorema lui Pascal — c& punctul P apartine cercului circumscris
triunghiului ABC. Deoarece OC’ = OP, rezultd O,M = O,P, deci P apartine si
cercului tangent laturilor AB si AC' avand centrul in O,, deci cercul (Og, O, P) este
tangent cercului p(O, R) in P. O

Teorema 165 Fie MM' (M € AB,N € AC) perpendiculara in I — centrul cercului
inscris in triunghiul ABC — pe bisectoarea AI. Daca P este punctul de tangenia dintre
cercul circumscris triunghiului ABC' i cercul tangent in M gi M’ laturilor AB si AC,
atunci AP este izogonala cevianei AD, a punctului lui Nagel.

Demonstratie. Fie B; € (AC si C; € (AB astfel incat ABy = AB si ACy = AC.
Dreapta B1C1 este a doua tangentd comund cercurilor inscrise in triunghiul ABC' si
A — exinscris; C, si D, punctele de tangentd dintre cercul inscris si A — exinscris
cu dreapta BC (Figura 1.43). Atunci simetricele lor C), si D, fati de bisectoarea

Figura 1.43: Izogonala cevianei AD, a punctului lui Nagel

unghiului A vor fi punctele de tangenta dintre B1C1 cu cercurile inscris, respectiv A —
exinscris, ceea ce arata ca AD; si AC; sunt izogonalele dreptelor AD,, respectiv AC,.
Aratam ca punctul P € AD;. Prin inversiunea de centru A si raport AB - AC punctul
D; se transforma in punctul P, deci dreapta PD; trece prin punctul A. O
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Teorema 166 Fie A, B',C’ punctele de intersectie dintre bisectoarele interioare ale
unghiurilor unui triunghi ABC' gi cercul circumscris triunghiului ABC, iar C,CyC,
triunghiul de contact corespunzator triunghiului ABC. Dreptele A'Cy, B'Cy, C'C. sunt
concurente in izogonalul punctului lui Nagel.

Demonstratie. Fie {A"} = AB N B'C’ (Figura 1.44). Atunci, m(<AA"B’) =
$[m(<B) + m(<C)],de unde rezults c&

Figura 1.44: Izogonalul punctului lui Nagel

m(<AA"B') + m(< A" AA) = %[m(<{B) + m(<C) + m(<A)] = 90°,

deci AA’ 1 BB’, adicd bisectoarea AA” a unghiului A este indl{ime in triunghiul A’B’'C".
Analog , se arata cad BB’ gi CC’ sunt inaltimi in triunghiul A’B’'C’. Deoarece AI L C,C}
rezultd C.Cy || C'B’. Analog C,C. || A’/C',C,Cy || A’B’, deci triunghiurile C,CyC. si
A'B'C’ sunt omotetice. Fie {N'} = A'C, N B'Cy, N C'C. centrul acestei omotetii.
Conform problemei precedente punctul {P} = AN’ N (O, R) apartine izogonalei ce-
vienei AD, a punctului lui Nagel. Deoarece segmentele paralele B'C’, C,C. si MM’
(MM'LAI, I € MM') sunt omotetice, centrele de omotetie vor fi coliniare. Cum P,
este centrul de omotetie al segmentelor B'C’ gsi M M’, iar A centrul de omotetie al seg-
mentelor MM’ si C,C,. rezultd cd N’ centrul de omotetie dintre B'C’ si C,C,.. apartine
dreptei AP,, adica izogonalei cevianei AD, a punctului lui Nagel. Analog, se arata ca
punctul N’ apartine si izogonalelor cevianelor BEy, si C'F, ale punctului lui Nagel al
triunghiului ABC. O

Teorema 167 Izogonalul punctului lui Nagel apartine dreptei ce uneste centrul cer-
culut inscris (I) cu centrul cercului circumscris (O) al unui triunghi.

Demonstratie. Deoarece triunghiul de contact C,CyC. i triunghiul circumpedal
A'B'C’ al lui I sunt omotetice (conform proprietdtii precedente), punctul {N'} =
A'C, N B'Cy N C’'C, - izogonalul punctului lui Nagel — fiind centrul de omotetie (con-
form proprietatii precedente), rezulta cd centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor
CoCyC,. si ABC — adicd I si O — se corespund prin aceastd omotetie de centru N’ -
adicd punctele N', I si O sunt coliniare. O
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Teorema 168 Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC, H,HyH,. tri-
unghiul ortic al triunghiului ABC, {A'} = AON HyH,., {B'} = BONH.H,., {C'} =
CO N HyH,. Dreptele A'H,, B'Hy, C'H. sunt concurente in punctul lui Nagel al tri-
unghiului ortic H,HpH..

Demonstratie. Deoarece A, B, C' sunt centrele cercurilor exinscrise corespunza-
toare triunghiului ortic H, HyH., iar AO, BO, CO sunt perpendiculare pe H,H., H.-H,,
respectiv H, Hy, (vezi [12, § IT1.1]), rezultd c& A’, B', C’ sunt punctele de tangenta dintre
cercurile exinscrise triunghiului ortic cu laturile acestuia (Figura 1.45), deci dreptele
A'H,, B'Hy,, C'H,. sunt concurente in punctul lui Nagel al triunghiului ortic H, HyH.,.
O

Figura 1.45: Drepte concurente in punctul lui Nagel al triunghiului ortic

Teorema 169 In triunghiul ABC, fie U € (AB),V € (AC). Daci dreapta UV trece
prin punctul lui Nagel (N) al triunghiului ABC, atunci

UB Ve
ﬁ'(p—b)‘i'm'(p—c)—p—a-

Demonstratie. Fie punctele de tangenta ale cercurilor exinscrise cu laturile BC, C A,
respectiv AB (Figura 1.46). Deoarece N € UV, atunci % . CB“g + “;—g . %TC% = %,
Dfe = =% (vezi [12, § I1.15]). Atunci: Y& - pT_b + “f—g -2 = P22 de unde rezulta
concluzia. (|

Teorema 170 In triunghiul ABC, fie U € (AB),V € (AC). Daci dreapta UV trece
prin punctul lui Nagel (N) al triunghivlui ABC atunci:

UB LoB YC .6 _ g
UA 99 Ty 9y Ty

Demonstratie. Din proprietatea precedenta rezultd urmatoarea egalitate:

UB 1 plp=b) VC 1 plp—c) _1 plp—a)

UA b ac VA ¢ ab a be
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Figura 1.46: N e UV

Utilizand relatia p(pTZG’) = cos? A si analoagele precum si teorema sinusurilor avem:

UB cos2§+VC COSQ%_cosgé
UA sinB VA sinC  sind’

de unde rezulta concluzia. O

Teorema 171 Daca punctul lui Nagel al unui triunghi ABC apartine cercului inscris
in triunghiul ABC, atunci suma o doud laturi ale triunghiului este egald cu triplul celei
de a treia.

Demonstratie. Fie H,, C,, N, proiectiile punctelor A, I, respectiv N pe latura
BC (Figura 1.47). Din aseméanarea triunghiurilor 7, NN, si 7,AH, rezultd NN, =

A

C
B H, CaN,Ta

Figura 1.47: N apartine cercului inscris

ha : :Z]X =2r. 2 TaNa = TaHa Ll = (aerb?iCQ _p+b) = (b_C)(p_a)§i

a TaA T 2a p a
T4Cq = b — c. Deoarece punctul lui Nagel apartine cercului inscris in triunghiul ABC
_be)? —)2(2a—
rezultd 72 = (IC, — NN,)? + C,N2, sau r? = r?. (a=b=c)® | (b=9’Ca=p) o ypde

a a
rezulta concluzia. O
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Observatia 172 Segmentul ce uneste varful A al triunghiului ABC cu punctul de
tangenta dintre cercul A— exinscris i latura BC' se numeste ceviand Nagel.

Teorema 173 Daca doud ceviane Nagel sunt egale, atunci triunghiul ABC' este isos-
cel.

Demonstratie. Fie [B7y], [C7.| cevianele Nagel egale (Figura 1.47). Deoarece
Aty =p—csi AT, = p—b, aplicand teorema cosinusului in triunghiurile AB7,, ACT,
obtinem:

Bri = *+(p-c)?

Ct2 = b+ (p—b)? —2b(p — b) cos A.

c

—2¢(p—c)cos A,

Din egalitatea BT% = C72 obtinem

b—c)b+c—a)+2(b—c)(b+c—s)cos A =0,

de unde ) )
(b—c)(b+c—a)(b+;)bc_a:().
Cumb+c—a>0§iW>O,re2ultéb:a O

Observatia 174 Fie Ay si A punctele de tangenta dintre cercul A-exinscris cu dreptele
AC i AB. Segmentele [BAy] si [CA.] se numesc cevianele Nagel exterioare corespun-
zatoare cercului A-exinscris.

Teorema 175 Ceviana Nagel AD si cevianele Nagel exterioare corespunzatoare cer-
cului A-exinscris sunt concurente.

Demonstratie.Solutia este imediata utilizand reciproca teoremei lui Ceva (Figura
1.48). O

Figura 1.48: Ceviane Nagel exterioare
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Observatia 176 [Barbu, C., Patrascu, I. [16]] Apare intrebarea fireasca: daca doua
ceviane Nagel exterioare sunt egale, atunci triunghiul este isoscel?

Avem AA, = AA. = p. Aplicand teorema cosinusului in triunghiurile ABA; si
ACA, rezulta:

BA% = 2 +p®—2pcosA,
CA%2 = b®+p®—2bpcos A.

Din egalitatea segmentelor BAy si C'A. obtinem: (b—c)(b+c¢—2pcos A) = 0. Se obtin
cazurile:

(i) b — ¢ =0, deci ABC este isoscel,

(ii) b+ ¢ —2pcos A = 0 sau

a®+(b+c)a® = (VP +c*)a+ (b+c)[2oc— (B*+*)] =0

Fie f(z) =23+ (b+c)a? — (b + )z + (b+c) [2bc — (b? + )] . Avem f(b) =
c(20* —c?) si f(c) =b(2¢ = b?). Dacd 0 < b < —5» atunci f (b) < 0si f(c) >0, deci
exista xg € (b, c) astfel incat f (xp) = 0. Fie a = xg. Evident, b<a+csia <b+c.

Pentru a avea ¢ < a + b, este suficient ¢ < 2b.
Deci, pentru 0 < b < % < by/2, existd un triunghi ABC avand laturile b < a < ¢

astfel incat [BA] si [CA.] sunt egale.

Teorema 177 [Barbu, C., Patrascu, 1. [16]] Bisectoarele interioare ale unghiurilor

ABC $t ACB ale unui triunght ABC intersecteaza ceviana Nagel AD in E, respectiv
F. Daci BE = CF, atunci triunghiul ABC' este isoscel.

Demonstratie.Avem BE = %%E’rﬁ‘g-cos 5= 72(17;0)0\/”7(7;?) siCF = 72(7’;1’)27 p(f;gc)
(Figura 1.49).

Figura 1.49: Ceviana Nagel AD

Egalitatea BE = C'F este echivalenta cu

2(p—c)e [plp—b) _ 2(p—bb [p(p—-c)
D . ac N P ' ab

a—b—c

5 (b—c) = 0.
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Din inegalitatea triunghiului rezulta b = c. U

Teorema 178 [Barbu, C., Patrascu, 1. [16]] Fie E si F proiectiile punctelor B, re-
spectiv C' pe ceviana Nagel AD. Daci BE = CF, atunci triunghiul ABC' este isoscel.

Demonstratie. Din congruenta triunghiurilor BED si CF D (Figura 1.50), rezulta
BD =CD,sau. p—c=p—>b, deci b=c. O

Figura 1.50: Proiectii egale pe ceviana Nagel

Teorema 179 [Barbu, C., Patrascu, I. [16]] Daca doud segmente ce unesc varfurile
unui triunghi ABC cu punctul lui Nagel sunt egale, atunci triunghiul ABC' este isoscel
sau are laturile in progresie aritmetica.

Demonstratie. Fie BN = CN. Teorema lui Menelaus aplicata in triunghirile
ABE si ACF cu transversalele F — N —C gsi FE— N — B da: NB = g - BE si
NC = $-CF. Din BN = CN si teorema cosinusului rezulta:

A

O 4
@)
(@]

Figura 1.51: BN =CN

V[ 4 (s —¢)? —2¢(s —c)cos A] = 2[b* + (s — b)* — 2b(s — b) cos A]
s(b—c)s(b+c)+a*—(b+c)?] = s*b—c)(2a—b—c)=0

deundeb:csaua:bi;. O



