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1.7 PUNCTELE LUI NAGEL ADJUNCTE

"Multe capitole ale matematicii mi-au fost dragi. Matematica e una." - Grigore Moisil?

Fie s, R, 7,714, 13, 7 Tespectiv semiperimetrul, raza cercului circumscris, raza cercu-
lui inscris si razele cercurilor exinscrise corespunzatoare triunghiului ABC.

N

a

Figura 1.52: Punctele adjuncte ale lui Nagel

Teorema 180 Fie C,CyC, triunghiul de contact al triunghiului ABC' si (Dq, Eq, F),
(Dy, Ey, Fy), (D, E., F¢) punctele de tangenta dintre cercurile A, B, C'— exinscrise core-
spunzatoare triunghiului ABC cu laturile BC, C A respectiv AB. Dreptele AC,, BE., C'F,
sunt concurente.

Demonstratie. Fie a,b,c lungimile laturilor BC,CA, respectiv AB si p semi-
perimetrul triunghiului ABC. Avem BC, =p—0b, CC, =p—c, AF, =p—c, BF, = p,
CE.=p, AE. =p—b (vezi ,Cercuri exinscrise”) de unde

BC, KA EC
cc, F,B E.A

9 Grigore Moisil (1906-1973) — matematician roman, contributii in informatica.

L
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adicd dreptele AC,, BE, si CF}, sunt concurente intr-un punct N,. O

Observatia 181 Analog, cevienele BCy, CF, si AD. sunt concurente intr-un punct
Ny, iar cevienele CC., ADy, BE, sunt concurente intr-un punct N.. Punctele Ny, Ny, N,
se numesc punctele adjuncte ale punctului lui Nagel [10].

Teorema 182 [Andrica, D., Barbu, C. [7] Afizul punctului N, este egal cu:

szpa—(s—c)zp — (s — b)zc
s—a '

ZNa =

Demonstratie. Vezi [9].

Teorema 183 ON, = R+ 2r,,ONy, = R + 21y, §i ON. = R + 2r. (unde Ng, Ny, N,
sunt punctele adjuncte ale lui Nagel, tar rq, p, 7 lungimile razelor cercurilor exinscrise
triunghiului ABC').

Demonstratie. Se procedeaza la fel ca in teorema 155. O demonstratie utilizand
numerele complexe se poate vedea in [10]. O

Teorema 184 Intr-un triunghi ABC, punctul adjunct al lui Nagel (Ng), centrul de
greutate (G) si centrul cercului A— exinscris (I,) sunt coliniare §i GN, = 2G1,.

Demonstratie. Afixele centrului de greutate G gi al centrului cercului A— exin-

scris I, sunt: zg = W’ 21, = W.
Atunci,
ZG — ZN,
26 ENa _ 9 e R,
21, — 2G

deci punctele G, I si N sunt coliniare si |zn, — z¢| = 2 |zq — 21, , adicd: GN, = 2G1,.
g

Observatia 185 Analog, punctele Ny, G, Iy, respectiv N., G, I, sunt coliniare si GNy =
2G1y,,GN, = 2G|..

Teorema 186 Triunghiul NoNyN. - avdand varfurile in punctele adjuncte ale lui Nagel
- g1 triunghiul T',I'yI'. - avdnd vdrfurile in punctele adjuncte ale lui Gergonne - sunt
omologice, centrul de omologie apartindnd dreptei NI' (unde N este punctul lui Nagel
g1 T este punctul lui Gergonne al triunghiului ABC).

Demonstratie. Vezi ,Punctul lui Gegonne”. U

Teorema 187 [Andrica, D., Barbu, C. [7]] Urmatoarea relatie este adevarata:

R? —3Rr, — 12—«

cos Ia/OWa = )
(R + 2r4)VR? + 2Rr,

2 2 2
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Demonstratie. Aplicand relatia lui Stewart in triunghiul 1,0 N,, obtinem:
ON?.GI, +OI* N,G — OG? - N,I, = GI, - GN, - NoI,,

sau
ON?.GI, + OI%-2GI, — OG? - 3GI, = 6GI2,

relatie echivalentd cu

ON? +2.0I? —3-0G? = 6GI2.
Deoarece N, I, = 3G1, rezulta

I,N? = 9GI? = 5 3
2 b2 2
= % +12Rr, + 612

= 2a+ 12Rr, + 672

3 2 b2 2
° (M 4 8Rrq + 4r§>

Aplicand teorema cosinusului in triunghiul I,ON, obtinem:

ON2 + OI2 — N,I?

cos[,ON, = 50N, - OL,
R+ 2Rrg+ (R+2rq)? — NoI?
- (R+2r,)VR® + 2Rr,
- R? - 3Rr, —r} -«
~ (R+2r)VR2+2Rr,
Relatii analoge se pot da pentru 7 si 7. O

Teorema 188 [Andrica, D., Barbu, C. [7] (Forma duala a inegalitatii lui Blundon)
Urmatoarele inegalitali sunt adevarate:

a? +b% + 2 9 9
0< — < R*—3Rr, — 15+ (R+ 2ry)\/R?>+ 2Rr,. (*)

Demonstratie. Inegalitatea din stanga este evidentd. Deoarece —1 < cos Ia/OFa <
1, rezulta

R?—3Rr,—12—(R+2r4)VR2 +2Rr, < a < R*—3Rr, —r> 4 (R+2r,)\/ R% 4 2Rr,,

unde o = W. Inegalitatea din dreapta a rezultd imediat utilizdnd teorema

precedenta. O

Observatia 189 [Andrica, D., Barbu, C. [7)] Notam cu T(R,ry) familia triunghi-
urilor avind aceeasi raza a cercului circumscris R §i aceeast exrazd ro. Inegalitatea
(*) ne da intervalul exact in care se "misca" a pentru toate triunghiurile din familia
T(R,r,). Avem aumin = 0 §i Gmaz = R%2 — 3Rry — 12 4+ (R + 2r,)VR% + 2Rr,. Daci
fizam punctele O si I, astfel incat OI, = v/ R? + 2Rr,, atunci triunghirile din familia

T(R,r,) ce au valoarea o minima degenereaza intr-un punct gi se corespund punctelor
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Namax

Figura 1.53: Forma duala a inegalitatii lui Blundon

de intersectie dintre cercurile C(O; R) §i C(Iq;74). In Figura 1.53 aceste puncte sunt
notate cu Al . si A”. . De asemenea, triunghiul din familia T (R,r,) pentru care val-
oarea lui o este maxima, corespunde cazului COSIa/OW = —1, ceea ce inseamna ca
punctele I,, O, N, sunt coliniare, iar O este situat intre I, si N,. In Figura 1.58 acest
triunghi este notat cu AmaxBmaxCmax. Utilizdnd dreapta lui Euler rezulta ca triunghiul
Apmax BmaxCmax €ste isoscel. In concordanta cu teorema de inchidere exterioard a lui
Poncelet, triunghiurile familiei T (R,r,) sunt "situate” intre aceste doud cazuri ex-

treme.

Observatia 190 Din Teorema 188 rezultd o cale naturala de constructie a unui tri-
unghi ABC' in care se dau centrul cercului exinscris I, centrul cercului circumscris
O si punctul lui Nagel adjunct N,. Tindnd cont de faptul ca punctele 1,, G, Ny sunt
coliniare, gasim centrul de greutate G pe segmentul 1,N, astfel incdit 1,G = %IaNa.
Apot, utilizand faptul ca punctele O, G, H sunt coliniare, determinam ortocentrul H
pe raza (OG astfel incat OH = 30G. Am redus astfel constructia ceruta la faimoasa
problema o lui Euler de constructie a unui triunghi in care stim I, O si H.

Observatia 191 Din Teorema 188 apare intrebarea fireascd: care este expresia lui o
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in functie de p, R,r,? Pentru a raspunde la aceasta intrebare vom ardata mai intdi ca:

8+ ra(4R + 3ry)s* + r2(3r2 — 16 R?)s? +1r3(r, — 4R)
(82 +72)2.

ab+ bc+ ca =

Deoarece tan % = %, putem scrie

) A A QSinécosg 2tan§ 2% 2rq4p
sin A = 2sin — cos — = — 5 A 1= a1 = 3 =3 R
2 2 sin §+c0525 tan2§—|—1 ;—g—|—1 rg +Dp

st de aict
4
a=2R-sinA = 2%}?2.
TE+ D
Daca K este aria triunghiului ABC, din Z—ZE =K = (p— a)rg, obtinem
Ap —
e — Mp—a)fra 5o (2-1)
a a

7"2 + p2 —4Rr,

— 4Rr, -
fer ARr,

= rg + p? — 4Rr,.
Combindnd aceste rezultate rezulta

ab+bc+ca = a(b+c)+bc=a(2p—a)+bc
4ryp 4rys 9 9
= A 2p— —4R
r2 4 p? <p rg+s2>+r"+p e

PO+ 7a(4R + 3ry)p* +1r2(3r2 — 16R?)p? + r2(ry — 4R)

02 + 12 |
iar de aici obtinem
4o = a?>+b0* 4+ =(a+b+c)?—2(ab+be+ ca)
_ 42 o P° + ra(4R + 3ro)p* + r2(3r2 — 16R?)p* + ri(ry — 4R)
02 + 122
2[p° — ra(4R — ra)p* + 12 (16R? — r3)p? — 15 (ra — 4R)] .
- (P2 + 12)2 - (i)

Formula (i) ne di o expresie complicatd a lui o in functie de p, R,7q. Din a®+b*+c? =
2(p? — 1% — 4Rr), gasim p? = 2a + 4Rr + 12, de unde:

2R?> + 10Rr — r2 — p?

2(R — 2r)v/RZ — 2Rr

2R? + 10Rr — r2 — 2a — 4Rr — 12
2(R —2r)VR? — 2Rr

R2+3Rr—r’—«

= (R 2R (i)

COS I/()]\V =
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Consecinta 192 [Andrica, D., Barbu, C. [7]] In orice triunghi avand semiperimetrul
p urmatoarele inegalitati au loc:

—2(R+2r,)V/R2 4 2Rr, < p*—(2R? + r? + 4Rr — 6Rr, — 2r2) < 2(R+2r,)\/ R2 + 2Rr,.
(iii)
Demonstratie. Deoarece a? + b% + c? = 2(p? — r? — 4Rr), din relatia (ii) rezulta

concluzia. Expresii similare se pot obtine pentru 7 si re. (]

Observatia 193 Utilizand faptul ca r < r, i inegalitatea din dreapta a relatiei (iii)
obtinem

2R? + 1% + 4Rr — 6Rr, — 2r2 + 2(R + 2r,)\/ R2 + 2Rr,

2R + 12 + 4Rr, — 6Rry — 2r2 + 2(R + 2r)\/ R? + 2Rr,

2R? — 2Rr, — 2 + 2(R + 2r,)\/R? + 2Rr,

A A

sau

p?> < 2R? — 2Rr, — 2 + 2(R + 2r,)v/ R2 + 2Rr,. (iv)

Teorema 194 [Andrica, D., Barbu, C. [7)] In orice triunghi avind semiperimetrul p
urmatoarele inegalitati au loc:

p? < min{4R* 4+ 4Rr, + 3r2,AR% + 4Rry, + 3r2 AR* + 4Rr. + 3r2}. (3.3.3)

Demonstratie. Utilizand relatia (iv) putem scrie

P> < 2R?—2Rr, — 124+ 2(R+2r,)V R2 +2Rr,

< 2R? —2Rr, — 12+ 2(R+2r.)(R+1,)
= 4R? 4 4Rr, + 3r2.

Expresii similare se pot obtine pentru 7y si 7. O

Consecinta 195 [Andrica, D., Barbu, C. [7)] In orice triunghi urmitoarele inegalititi
au loc:
a? + % + 2 < min{8R? + 4r2 8R? + 4r2 8R? + 4r2}.

Demonstratie. Din Teorema 188 obtinem

a?+b% +c2 9 9
e < R*—3Rr, —r;+ (R+2r,)\V/R?>+2Rr,

< R?>—=3Rry —ri+ (R+2rq)(R+7,) = 2R* + 1,

de unde rezulta concluzia. Expresii similare se pot obtine pentru ry si 7. O

Teorema 196 [Andrica, D., Barbu, C. [7)] In orice triunghi este adevirati inegali-
tatea:
P2 < 2V2(2R + 741,
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Demonstratie. Avem

p? <AR? +4Rr, +3r2 = (2R 4 1r4)* 4+ 2r2 < 2/ (2R + 14)2 - 2r2,
de unde rezulta concluzia. O

Observatia 197 Analog se obtin inegalitatile: i) p?> < 2v/2(2R + )Ty §i00) p? <
2v2(2R + r.)r,.

Teorema 198 [Andrica, D., Barbu, C. [7]] In orice triunghi este adeviratd inegali-
tatea:

p? < 2V3R(R + 2r,).
Demonstratie. Avem
p® <4R? + 4Rr, + 3r2 <4AR* + 4Rr, + 4r2 = 3R* + (R + 2r,)?,

de unde

p? <3R2+ (R+2ry)? < 2¢/3R2- (R + 2rq)? = 2V3(R? + 2Rr,).

Analog se obtin inegalititile: p? < 2v/3R(R + 213) si p? < 2v3R(R + 2r,).

Observatia 199 Deoarece O1? = R?+2Rr,, inegalitatea din teorema precedentd poate
fi rescrisi astfel: p? < 2v/3012 sau p < V1201,.

Teorema 200 [Andrica, D., Barbu, C. [7]] In orice triunghi este adevirati inegali-
tatea: p <2-01,.

Demonstratie. Avem p < v/1201, < 201,. O
Teorema 201 [Andrica, D., Barbu, C. [7)] In orice triunghi este adevirati inegali-
tatea:

p*> < min{12Rr,, 12Rry, 12Rr.}.
Demonstratie. Avem

p* <4(R*+ Rrq +12) < 123/R2- Rro - 12 = 12Rr,

sau p < 2v/3Rr,. O



