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1.7 PUNCTELE LUI NAGEL ADJUNCTE

"Multe capitole ale matematicii mi-au fost dragi. Matematica e una." - Grigore Moisil9

Fie s;R; r; ra; rb; rc respectiv semiperimetrul, raza cercului circumscris, raza cercu-
lui înscris şi razele cercurilor exînscrise corespunz¼atoare triunghiului ABC.

Figura 1.52: Punctele adjuncte ale lui Nagel

Teorema 180 Fie CaCbCc triunghiul de contact al triunghiului ABC şi (Da; Ea; Fa);
(Db; Eb; Fb); (Dc; Ec; Fc) punctele de tangenţ¼a dintre cercurile A;B;C� exînscrise core-
spunz¼atoare triunghiului ABC cu laturile BC;CA respectiv AB: Dreptele ACa; BEc; CFb
sunt concurente.

Demonstra̧tie. Fie a; b;c lungimile laturilor BC;CA; respectiv AB şi p semi-
perimetrul triunghiului ABC. Avem BCa = p�b; CCa = p�c; AFb = p�c; BFb = p;
CEc = p; AEc = p� b (vezi �Cercuri exînscrise�) de unde

BCa

CCa
� FbA
FbB

� EcC
EcA

= 1;

9Grigore Moisil (1906-1973) � matematician român, contribuţii în informatic¼a.
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adic¼a dreptele ACa; BEc şi CFb sunt concurente într-un punct Na. �

Observa̧tia 181 Analog, cevienele BCb; CFa şi ADc sunt concurente într-un punct
Nb; iar cevienele CCc; ADb; BEa sunt concurente într-un punct Nc: Punctele Na; Nb; Nc
se numesc punctele adjuncte ale punctului lui Nagel [10].

Teorema 182 [Andrica, D., Barbu, C. [7]] A�xul punctului Na este egal cu:

zNa =
szA � (s� c)zB � (s� b)zC

s� a :

Demonstra̧tie. Vezi [9].

Teorema 183 ONa = R + 2ra; ONb = R + 2rb şi ONc = R + 2rc (unde Na; Nb; Nc
sunt punctele adjuncte ale lui Nagel, iar ra; rb; rc lungimile razelor cercurilor exînscrise
triunghiului ABC):

Demonstra̧tie. Se procedeaz¼a la fel ca în teorema 155. O demonstra̧tie utilizând
numerele complexe se poate vedea în [10]. �

Teorema 184 Într-un triunghi ABC, punctul adjunct al lui Nagel (Na), centrul de
greutate (G) şi centrul cercului A� exînscris (Ia) sunt coliniare şi GNa = 2GIa:

Demonstra̧tie. A�xele centrului de greutate G şi al centrului cercului A� exîn-
scris Ia sunt: zG =

zA+zB+zC
3 ; zIa =

�azA+bzB+czC
2(s�a) .

Atunci,
zG � zNa
zIa � zG

= 2 2 R,

deci punctele G; I şi N sunt coliniare şi jzNa � zGj = 2 jzG � zIa j ; adic¼a: GNa = 2GIa:
�

Observa̧tia 185 Analog, punctele Nb; G; Ib respectiv Nc; G; Ic sunt coliniare şi GNb =
2GIb; GNc = 2GIc:

Teorema 186 Triunghiul NaNbNc - având vârfurile în punctele adjuncte ale lui Nagel
- şi triunghiul �a�b�c - având vârfurile în punctele adjuncte ale lui Gergonne - sunt
omologice, centrul de omologie aparţinând dreptei N� (unde N este punctul lui Nagel
şi � este punctul lui Gergonne al triunghiului ABC):

Demonstra̧tie. Vezi �Punctul lui Gegonne�. �

Teorema 187 [Andrica, D., Barbu, C. [7]] Urm¼atoarea relaţie este adev¼arat¼a:

cos \IaONa =
R2 � 3Rra � r2a � �
(R+ 2ra)

p
R2 + 2Rra

;

unde � = a2+b2+c2

4 .
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Demonstra̧tie. Aplicând relaţia lui Stewart în triunghiul IaONa, obţinem:

ON2
a �GIa +OI2a �NaG�OG2 �NaIa = GIa �GNa �NaIa;

sau
ON2

a �GIa +OI2a � 2GIa �OG2 � 3GIa = 6GI3a ;
relaţie echivalent¼a cu

ON2
a + 2 �OI2a � 3 �OG2a = 6GI2a :

Deoarece NaIa = 3GIa rezult¼a

IaN
2
a = 9GI2a =

3

2

�
a2 + b2 + c2

3
+ 8Rra + 4r

2
a

�

=
a2 + b2 + c2

2
+ 12Rra + 6r

2
a

= 2�+ 12Rra + 6r
2
a:

Aplicând teorema cosinusului în triunghiul IaONa obţinem:

cos \IaONa =
ON2

a +OI
2
a �NaI2a

2ONa �OIa

=
R2 + 2Rra + (R+ 2ra)

2 �NaI2a
(R+ 2ra)

p
R2 + 2Rra

=
R2 � 3Rra � r2a � �
(R+ 2ra)

p
R2 + 2Rra

:

Relaţii analoge se pot da pentru rb şi rc: �

Teorema 188 [Andrica, D., Barbu, C. [7]] (Forma dual¼a a inegalit¼aţii lui Blundon)
Urm¼atoarele inegalit¼aţi sunt adev¼arate:

0 � a2 + b2 + c2

4
� R2 � 3Rra � r2a + (R+ 2ra)

p
R2 + 2Rra: (*)

Demonstra̧tie. Inegalitatea din stânga este evident¼a. Deoarece�1 � cos \IaONa �
1; rezult¼a

R2�3Rra�r2a�(R+2ra)
p
R2 + 2Rra � � � R2�3Rra�r2a+(R+2ra)

p
R2 + 2Rra;

unde � = a2+b2+c2

4 . Inegalitatea din dreapta a rezult¼a imediat utilizând teorema
precedent¼a. �

Observa̧tia 189 [Andrica, D., Barbu, C. [7]] Not¼am cu T (R; ra) familia triunghi-
urilor având aceeaşi raz¼a a cercului circumscris R şi aceeaşi exraz¼a ra. Inegalitatea
(*) ne d¼a intervalul exact în care se "mişc¼a" � pentru toate triunghiurile din familia
T (R; ra). Avem �min = 0 şi �max = R2 � 3Rra � r2a + (R + 2ra)

p
R2 + 2Rra. Dac¼a

�x¼am punctele O şi Ia astfel încât OIa =
p
R2 + 2Rra, atunci triunghirile din familia

T (R; ra) ce au valoarea � minim¼a degenereaz¼a într-un punct şi se corespund punctelor
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Figura 1.53: Forma dual¼a a inegalit¼aţii lui Blundon

de intersecţie dintre cercurile C(O;R) şi C(Ia; ra): În Figura 1.53 aceste puncte sunt
notate cu A0min şi A

00

min: De asemenea, triunghiul din familia T (R; ra) pentru care val-
oarea lui � este maxim¼a, corespunde cazului cos \IaONa = �1, ceea ce înseamn¼a c¼a
punctele Ia; O;Na sunt coliniare, iar O este situat între Ia şi Na. În Figura 1.53 acest
triunghi este notat cu AmaxBmaxCmax: Utilizând dreapta lui Euler rezult¼a c¼a triunghiul
AmaxBmaxCmax este isoscel. În concordanţa cu teorema de închidere exterioar¼a a lui
Poncelet, triunghiurile familiei T (R; ra) sunt "situate" între aceste dou¼a cazuri ex-
treme.

Observa̧tia 190 Din Teorema 188 rezult¼a o cale natural¼a de construcţie a unui tri-
unghi ABC în care se dau centrul cercului exînscris Ia, centrul cercului circumscris
O şi punctul lui Nagel adjunct Na. Ţinând cont de faptul c¼a punctele Ia; G;Na sunt
coliniare, g¼asim centrul de greutate G pe segmentul IaNa astfel încât IaG = 1

3IaNa.
Apoi, utilizând faptul c¼a punctele O;G;H sunt coliniare, determin¼am ortocentrul H
pe raza (OG astfel încât OH = 3OG. Am redus astfel construcţia cerut¼a la faimoasa
problem¼a a lui Euler de construcţie a unui triunghi în care ştim I, O şi H.

Observa̧tia 191 Din Teorema 188 apare întrebarea �reasc¼a: care este expresia lui �
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în funcţie de p;R; ra? Pentru a r¼aspunde la aceast¼a întrebare vom ar¼ata mai întâi c¼a:

ab+ bc+ ca =
s6 + ra(4R+ 3ra)s

4 + r2a(3r
2
a � 16R2)s2 + r5a(ra � 4R)

(s2 + r2a)
2:

Deoarece tan A2 =
ra
p
, putem scrie

sinA = 2 sin
A

2
cos

A

2
=

2 sin A2 cos
A
2

sin2 A2 + cos
2 A
2

=
2 tan A2
tan2 A2 + 1

=
2 ra
p

r2a
p2
+ 1

=
2rap

r2a + p
2
:

şi de aici

a = 2R � sinA = 4rap

r2a + p
2
:

Dac¼a K este aria triunghiului ABC, din abc
4R = K = (p� a)ra, obţinem

bc =
4(p� a)Rra

a
= 4Rra �

�p
a
� 1

�

= 4Rra �
r2a + p

2 � 4Rra
4Rra

= r2a + p
2 � 4Rra:

Combinând aceste rezultate rezult¼a

ab+ bc+ ca = a(b+ c) + bc = a(2p� a) + bc

=
4rap

r2a + p
2
�
�
2p� 4ras

r2a + s
2

�
+ r2a + p

2 � 4Rra

=
p6 + ra(4R+ 3ra)p

4 + r2a(3r
2
a � 16R2)p2 + r5a(ra � 4R)

(p2 + r2a)
2

:

iar de aici obţinem

4� = a2 + b2 + c2 = (a+ b+ c)2 � 2(ab+ bc+ ca)

= 4p2 � 2 � p
6 + ra(4R+ 3ra)p

4 + r2a(3r
2
a � 16R2)p2 + r5a(ra � 4R)

(p2 + r2a)
2

=
2[p6 � ra(4R� ra)p4 + r2a(16R2 � r2a)p2 � r5a(ra � 4R)]

(p2 + r2a)
2

: (i)

Formula (i) ne d¼a o expresie complicat¼a a lui � în funcţie de p;R; ra. Din a2+b2+c2 =
2(p2 � r2 � 4Rr); g¼asim p2 = 2�+ 4Rr + r2; de unde:

cos[ION =
2R2 + 10Rr � r2 � p2
2(R� 2r)

p
R2 � 2Rr

=
2R2 + 10Rr � r2 � 2�� 4Rr � r2

2(R� 2r)
p
R2 � 2Rr

=
R2 + 3Rr � r2 � �
(R� 2r)

p
R2 � 2Rr

: (ii)
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Consecinţa 192 [Andrica, D., Barbu, C. [7]] În orice triunghi având semiperimetrul
p urm¼atoarele inegalit¼aţi au loc:

�2(R+2ra)
p
R2 + 2Rra � p2�

�
2R2 + r2 + 4Rr � 6Rra � 2r2a

�
� 2(R+2ra)

p
R2 + 2Rra:

(iii)

Demonstra̧tie. Deoarece a2 + b2 + c2 = 2(p2 � r2 � 4Rr); din relaţia (ii) rezult¼a
concluzia. Expresii similare se pot obţine pentru rb şi rc. �

Observa̧tia 193 Utilizând faptul c¼a r < ra şi inegalitatea din dreapta a relaţiei (iii)
obţinem

p2 � 2R2 + r2 + 4Rr � 6Rra � 2r2a + 2(R+ 2ra)
p
R2 + 2Rra

< 2R2 + r2a + 4Rra � 6Rra � 2r2a + 2(R+ 2ra)
p
R2 + 2Rra

= 2R2 � 2Rra � r2a + 2(R+ 2ra)
p
R2 + 2Rra

sau
p2 < 2R2 � 2Rra � r2a + 2(R+ 2ra)

p
R2 + 2Rra: (iv)

Teorema 194 [Andrica, D., Barbu, C. [7]] În orice triunghi având semiperimetrul p
urm¼atoarele inegalit¼aţi au loc:

p2 < minf4R2 + 4Rra + 3r2a; 4R2 + 4Rrb + 3r2b ; 4R2 + 4Rrc + 3r2cg: (3.3.3)

Demonstra̧tie. Utilizând relaţia (iv) putem scrie

p2 < 2R2 � 2Rra � r2a + 2(R+ 2ra)
p
R2 + 2Rra

< 2R2 � 2Rra � r2a + 2(R+ 2ra)(R+ ra)
= 4R2 + 4Rra + 3r

2
a:

Expresii similare se pot obţine pentru rb şi rc. �

Consecinţa 195 [Andrica, D., Barbu, C. [7]] În orice triunghi urm¼atoarele inegalit¼aţi
au loc:

a2 + b2 + c2 < minf8R2 + 4r2a; 8R2 + 4r2b ; 8R2 + 4r2cg:

Demonstra̧tie. Din Teorema 188 obţinem

� =
a2 + b2 + c2

4
� R2 � 3Rra � r2a + (R+ 2ra)

p
R2 + 2Rra

< R2 � 3Rra � r2a + (R+ 2ra)(R+ ra) = 2R2 + r2a;
de unde rezult¼a concluzia. Expresii similare se pot obţine pentru rb şi rc. �

Teorema 196 [Andrica, D., Barbu, C. [7]] În orice triunghi este adev¼arat¼a inegali-
tatea:

p2 � 2
p
2(2R+ ra)ra
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Demonstra̧tie. Avem

p2 � 4R2 + 4Rra + 3r2a = (2R+ ra)2 + 2r2a � 2
p
(2R+ ra)2 � 2r2a;

de unde rezult¼a concluzia. �

Observa̧tia 197 Analog se obţin inegalit¼aţile: i) p2 � 2
p
2(2R + rb)rb şi ii) p

2 �
2
p
2(2R+ rc)rc:

Teorema 198 [Andrica, D., Barbu, C. [7]] În orice triunghi este adev¼arat¼a inegali-
tatea:

p2 � 2
p
3R(R+ 2ra):

Demonstra̧tie. Avem

p2 � 4R2 + 4Rra + 3r2a � 4R2 + 4Rra + 4r2a = 3R2 + (R+ 2ra)2;

de unde

p2 � 3R2 + (R+ 2ra)2 � 2
p
3R2 � (R+ 2ra)2 = 2

p
3(R2 + 2Rra):

�

Analog se obţin inegalit¼aţile: p2 � 2
p
3R(R+ 2rb) şi p

2 � 2
p
3R(R+ 2rc):

Observa̧tia 199 Deoarece OI2a = R
2+2Rra, inegalitatea din teorema precedent¼a poate

� rescris¼a astfel: p2 � 2
p
3OI2a sau p � 4

p
12OIa.

Teorema 200 [Andrica, D., Barbu, C. [7]] În orice triunghi este adev¼arat¼a inegali-
tatea: p � 2 �OIa.

Demonstra̧tie. Avem p � 4
p
12OIa � 2OIa. �

Teorema 201 [Andrica, D., Barbu, C. [7]] În orice triunghi este adev¼arat¼a inegali-
tatea:

p2 � minf12Rra; 12Rrb; 12Rrcg:

Demonstra̧tie. Avem

p2 � 4(R2 +Rra + r2a) � 12 3
p
R2 �Rra � r2a = 12Rra

sau p � 2
p
3Rra. �


