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1.11 PUNCTELE LUI BROCARD

,2lmaginatia este mai importantd decit cunoasterea; cunoasterea este limitata pe cand imagi-
natia imbratiseaza intreaga lume.” — A. Einstein'®

Teorema 239 In orice triunghi ABC existd punctele Q si ) si unghiurile w §i W'
astfel incat m(BAQ) = m(CBQ) = m(ACQ) = w gi m(ABSY) = m(CBY) =
m(CAQ) = w'.

Demonstratie. Presupunand cunoscut unghiul w trasim semidreaptele (A€ si

Figura 1.62: Punctele lui Brocard

(BS, determinand punctul lor de intersectie €. Fie C, Cs si Cs cercurile circumscrise
triunghiurilor CQA, AQB, respectiv BQC. Daca BAQ = CBQ = ACQ = w, atunci
cercul (' este tangent in A laAB, cercul Cs este tangent in B la BC' si cercul Cs este
tangent in C' la C'A (Figura 1.62). Tinand cont si de faptul ca Cy trece si prin C, Cy
trece si prin A, Cj trece si prin B, rezulta ca cercurile C1,C5 si C'5 sunt determinate
1ndepende/nt\ de w. Fie © punctul _comun cerc cercurilor Cy si Cg Din ¢ Q) €C; rezulta
QAB = QCA; din Q €C5 rezultda BAQ = QBC de unde QCA = QBC’ adica cercul
ce trece prin punctele B,Q,C trecand prin B si tangent in C' la C A (datorita ultimei
congruente), coincide cu Cs, deci Q €C5. Analog, considerand cercurile: C] ce trece
prin A si este tangent in C la BC, C) ce trece prin B si este tangent in A la AC si
C4 ce trece prin C si este tangent in B la AB, vom determina punctul €. O

5 Albert Einstein (1879-1955) — fizician german, profesor universitar la Berlin si Princeton, laureat
al Premiului Nobel
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Observatia 240

1) Punctele © si Q' se numesc primul, respectiv al doilea punct al lui Bro-
card'S.

2) Cercurile C1,C9,C5 se numesc cercurile Brocard directe.

3) Cercurile C1,C%,CY% se numesc cercurile Brocard retrograde.

4) Un cerc ce trece prin doud varfuri ale unui triunghi si este tangent la una din
laturile triunghiului se numeste cerc adjunct.

5) Fiecare triunghi are gase cercuri adjuncte.

6) Notam cercul adjunct ce trece prin C si este tangent in A la AB cu CA. Atunci,
cercurile adjuncte CA,AB,BC trec prin primul punct al lui Brocard (f2), iar cercurile
BA,CB,AC trec prin al doilea punct al lui Brocard (Q').

Teorema 241 Coordonatele unghiulare ale punctelor lui Brocard sunt:

~ ~ -~

Q(180° — m(B), 180° — m(C), 180° — m(A)),
Q'(180° — m(A), 180° — m(B), 180° — m(C)).
Demonstratie. Avem:
m(AQB) = 180° — [m(QAB + m(QBA))|
= 180° — [m(QBC) + m(QBA] = 180° — m(B)

si analog, o R o R
m(BQC) = 180° — m(C) si m(CQA) = 180° — m(A)

(Figura 1.63). Pentru punctul €' avem:

Figura 1.63: Coordonatele unghiulare ale punctelor lui Brocard

m(AVB) = 180° — [m(YAB) + m(QYBA)]
= 180° — [m(YAB) + m(SYAC)] = 180° — m(A)
si analog m(BQ'C) = 180° — m(B), m(CA) = 180° — m(C). O

Y Henri Brocard (1845-1922) — matematician francez, contributii importante in geometrie
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Observatia 242 Din cele de mai sus rezulta ca m(m) = m(A)+m/(C), m(B/Q\C) =

m(A) + m(B) si m(CQA) = m(B) + m(C).

Teorema 243 Daca ) este primul punct Brocard al triunghiului ABC, atunci dis-
tantele AQ, BQ), CQ sunt proportionale cu g, £, respectiv 2 (unde a, b, c sunt lungimile
laturilor BC, C A, respectiv AB).

Demonstratie. Din teorema sinusurilor in triunghiul AQC rezulta:

AQ AC

sinw  sin(180° — A)’

de unde . .

sin w )
oA a 2R sinw.
Analog, BY = 7 - 2Rsinw si CQ = £ - 2Rsinw, de unde

AQ=1b-

a0 _po_co
bla ¢/b ajc

O
Consecinta 244 Din egalitatile precedente rezulta:
AQ_b2 BQ_02 CQ_a2
BQ  ac’CQ  ba’ AQ b
Teorema 245 Daca ) este primul punct Brocard al triunghiului ABC, atunci
¥ 2 a?
AQ? + BO? + C0% = 4R%sin w <2 + =+ > :
a? b2 2
Demonstratie. Vezi teorema precedenta. ([

Teorema 246 Daca 2 este primul punct Brocard al triunghiului ABC si G centrul
sau de greutate, atunci

4 b2 2 2 1
GQ? = §R2 sin? <a2 + Z—Q + ;) - §(a2 + 0%+ ¢?).

Demonstratie. Din teorema lui Leibniz si teorema 245 rezulta concluzia. U

Teorema 247 Distantele de la primul punct Brocard al triunghiului la laturile AB,

BC, CA sunt proportionale cu numerele %,g respectiv .

Demonstratie. Fie z, y si z distantele de la  la laturile AB, BC, respectiv C A
(Figura 1.64). Atunci,

b
r=AQsinw = — - 2Rsinw
a

si analog y = 7 - 2Rsin?w, z = o 2R sin? w. (]
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Figura 1.64: Distantele de la € la laturile triunghiului

Teorema 248 Distantele de la cel de-al doilea punct Brocard Q' al triunghiului ABC
A . . b
la varfurile A, B,C sunt proportionale cu %, %, <.
Demonstratie. In triunghiul ABQY’ (Figura 1.65) teorema sinusurilor ne d& AQ' =
c- 80 adicd AQY = £.2Rsinw’. Analog, BY = ¢ -2Rsinw’ i CQ' = %-ZRsinw’. O

sin A

Consecinta 249
AQY be BQY  ca CQ ab

B~ a2’ CY T b2 AQ T 2

Teorema 250 Distantele de la al doilea punct Brocard al triunghiului ABC' la laturile
AB, BC, CA sunt proportionale cu %, respectiv g.

Demonstratie. Fie 2/,1/, 2’ distantele de la €' la laturile AB, BC, respectiv C A
(Figura 1.65). Atunci, 2/ = BQ'sinw’ = ¢ - 2Rsin*w’, ¢ = 2. 2Rsin?w’ i 2/ =
-2Rsin® W', O

(4
a

Figura 1.65: Distantele de la €' la laturile triunghiului

Teorema 251 Punctele lui Brocard sunt izogonal conjugate.

2 2 2

Demonstratie. Din teoremele 247 si 250 rezultd z-z’ = y-y' = z-2'%-sin® w-sin” W/,
ceea ce aratd cd punctele A gi ' sunt izogonale (vezi ,Drepte izogonale”). O
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Observatia 252 Din proprietatea precedenta rezultd cd w = w'. Unghiul w se numeste
unghiul lut Brocard.

Teorema 253 Daca ) si Q) sunt punctele lui Brocard ale triunghiului ABC, atunci
AQ-BQ-CQ = AQ - BQY - CQ.

Demonstratie. Din teoremele 243 si 248 rezultd AQ-BQ-CQ = AQ'-BQ -CQ =
8R3sin® w. U

Teorema 254 Triunghiurile podare ale punctelor lui Brocard Q gi Q' ale triunghiulus
ABC sunt congruente.

Demonstratie. Fie Q1203 si Q;Q;Qé triunghiurile podare ale punctelor lui

C

Figura 1.66: Triunghiurile podare ale punctelor lui Brocard

Brocard (Figura 1.66). Deoarece patrulaterul 2Q,CQq este inscriptibil, din teorema
sinusurilor rezulta

02199 = CQsinC = asinw.

Analog, Q22823 = bsinw gi 238); = csinw. Analog, Q;QIQ = bsinw,QIQQIS = csinw si
Q3] = asinw. Deci, triunghiurile Q03 si Q;0Q5Q; sunt congruente. g

Teorema 255 Triunghiurile podare ale punctelor lui Brocard al triunghiului ABC
sunt asemenea cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Din proprietatea 241 avem m(B/Q\C) = m(A) + m(B) (Figura

1.66). Deoarece patrulaterele B2;Q2Q3 si CQQQ sunt inscriptibile, rezulta Q3 BQ =
Q30219 (i) 51 QCQ = QQ1Qy (ii). Dar QBQ; = QCQs, deci

—_

m(B0 D) = m(QBQ) + m(Q00,)
= m(QBD) + m(QBQ) = m(ABC).

Analog, ng = §C'\A, deci triunghiurile 12203 si BC A sunt asemenea. Analog
se aratd c& Q) Q,Q;, triunghiul podar al lui ', este asemenea cu triunghiul CAB. O
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Teorema 256 Daca 2123 si Q;Q;Qé sunt triunghiurile podare ale punctelor lui
Brocard, atunci

Ai100) = Ay = S0 @ - Apaso):

A[919293] _

Demonstratie. Din aseménarea triunghiurilor €153 i BC' A rezulta Anpe =

2 . o .
(Qé—%) = sin? w, de unde rezultd concluzia. O

Teorema 257 Triunghiurile podare ale punctelor lui Brocard Q2 si Q' ale triunghiului
ABC sunt inscrise in acelagi cerc Tiicker avand centrul in mijlocul segmentului Q€Y.

Demonstratie. Deoarece punctele  si ' sunt izogonale atunci triunghiurile po-
dare - 210903 si QIIQIZQI3 - ale punctelor lui Brocard au varfurile pe acelasi cerc cu

centrul in mijlocul segmentului Q€' (vezi ,Drepte izogonale”). Deoarece m(Q5$€23) =
m(ACB) si
m(Q230,Q,) = m(Q300,) = §m(9392)

rezultd Q5020 = ACB, deci Q3Qs || BC. Atunci, 4% = 45 say

AQ cos(A —w) AB

AQcos(A —w)  AC’

o —
!’

deci % = ﬁ—g. Deoarece m(Q2,Q3825) = m(Q3Q7Q5) = m(@), rezultd cd dreapta

Q;Qg este antiparaleld cu BC, adica

AB  AQ, AQcosw  AQY

AC ~ AQs  AQcosw  AQ’

de unde rezulta concluzia. O

Teorema 258 Raza cercului circumscris triunghiurilor podare ale punctelor lui Bro-
card au lungimea egald cu Rsinw (unde R este raza cercului circumscris triunghiului
ABC).

Demonstratie. Din aseménarea triunghiurilor BCA gi 21053 rezulta: % =
% = as'i%, de unde rezulta cid R = Rsinw. O
Teorema 259 Daca 2,,82. este triunghiul pedal al primului punct al lui Brocard €

corespunzator unui triunghi ABC, Q, € (BC), 4, € (CA), Q. € (AB), atunci

BQ, (5>2 cQ, (g)z CAQ. (b’
0.C ~ \a) 40, ~\p/) ¥Ba, \c¢)

Demonstratie.  Teorema sinusurilor aplicatd triunghiurilor ABQ, si ACS,
(Figura 1.67) ne da:

AB BQ,

. ——— - .
sin AQ,B  Sllw
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Figura 1.67: Triunghiul pedal al primului punct al lui Brocard

si
AC Q.0
sin(180° — AQ,B)  sin(A —w)’
de unde )
BQ, _ sinw c Q)
QC  sin(A-w) b
. . . VN . . <. AQ cQ
Teorema sinusurilor aplicatd in triunghiul AQB da: = = i) de unde
sin w AQ be (if)
T i
sin(A—w) CQ  ad?
Din relatiile (i) si (ii) obtinem (B;gg = (§)2 Analog se arata si relatiile: i—g;’ = (%)2,
e - 1y :
BQ, c/

Teorema 260 Daca Q.. este triunghiul pedal al primului punct ol lui Brocard )
corespunzator unui triunghi ABC, atunci

2 3
ac a
By = 55,00 = 5 —5.
c“+a c“+a
. . . BQ, _ (c\2 . .s . o .
Demonstratie. Din relatia car = (a) prin proportii derivate rezulta concluzia.

0

Teorema 261 Daca Q;Q;}Q/C este triunghiul pedal al celui de-al doilea punct Brocard,
Q, € (BC), Q, € (CA), Q, € (AB), atunci

BQ;_(a>2CQ;,_ QQAQ'C_ 92
Q. \c¢J A \a) QB \c)

Demonstratie. Se procedeazi analog ca in teorema 259. (]

Teorema 262 Triunghiul circumpedal al unui punct ol lui Brocard ol triunghiului
ABC este congruent cu triunghiul ABC.
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Demonstratie. Vezi ,Triunghiul circumpedal”. U

Teorema 263 Fie K, Ky K, triunghiul pedal al punctului lur Lemoine al triunghiului
ABC si punctele Q4,Q, € (BC); %,Q, € (CA); Q0,2 € (AB) astfel incit K,Q, ||
AB, K, Q. | AC, Ky, || BA, KX, || BC, K. || BC si K., | AC. Dreptele

AQ, By, CQ. sunt concurente in primul punct Brocard €2, iar AQ;,BQb,C’Q/C sunt
concurente in cel de-al doilea punct Brocard €.

. . . . . BK, __ (c\2 _: .
Demonstratie. Din teorema lui Steiner avem: e = (5) si analoagele (Figura
BK, _ BQ. _

1.68). Din teorema lui Thales avem e = 0.4 = (%)2§i analoagele. Din reciproca

Figura 1.68: Drepte concurente in punctele lui Brocard
teoremei lui Ceva rezulta:
BQ, O AQ. (0)2 (a)2 AN .
2.C WA Q.B  \a b c)

deci dreptele AQ),, B, CQ. sunt concurente. Dacd {w,} = AQ N BC, atunci -
conform aplicatiei precedente -

Bw, _ ((:)2 _ BQ,

w,C a 0,C

si de aici rezulta
Bwg +w,C  BQg +Q,C

waC N Q.C
adica ai% = Si—%, de unde w,C = Q,C, ceea ce aratd ci w, = ;. Atunci, punc-
tul de concurentd al dreptelor AQ,,BQ;,CS. este 2. Analog se arata ca dreptele
AQ;,BQ;},C’Q/C sunt concurente in cel de-al doilea punct Brocard. O

Teorema 264 Daca w este unghiul lui Brocard al triunghiului ABC, atunci

a? + b + 2

ctgw =
g 4A14Bc
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Demonstratie. Teorema sinusurilor aplicatd in triunghiurile AQB gi AQC ne da:

BQ c AQ . AQ b
= = 1 =
sinw sinB  sin(B —w) ¥ Snw sin(180° — A)
de unde % = Sins(ifzw) = l;ziigi; din relatia precedentd, dezvoltand sin(B —w), obtinem
sin B
tgw — ctgB = ———— = ctgA tgC
tgw g sin A -sin B ctg A+ cty
si tindnd seama de egalitatea ctgA + ctgB + ctgC = % rezulta concluzia. ([

Observatia 265 Din cele de mai sus rezulti: ctgw = ctgA + ctgB + ctgC.

Teorema 266 Daca w este unghiul lui Brocard al triunghiului ABC', atunci

sin(A —w)  sin(B-w) sin(C —w) sinw

a? b? c? abc
. . osin(A-w) _ 0Q _ (a/c)2Rsinw _ a2 __ a&® _: -
Demonstratie. Avem: —/— = F5 = (b/a)2Rsnw = bc = abe B relatiile
analoage. O

Teorema 267 Daca w este unghiul lui Brocard al triunghiului ABC, atunci

sin(A+w)_b+c SiH(B+w)_E+g sin(C+w) _a | b

. ) . ) .
sin w c b sin w a c sinw b a

Demonstratie. Avem:

M _ sinAcosw.—i- sin w cos A — sin Actgw + cos A
sin w sinw
a a2+b2—|—62+52+c2_a2
2R 4AaBc Zbe
9 2, .2 2 2 2
a“+b°+c b*+c*—a b ¢
" — - 4c. (0)
2bc 2bc c b

Teorema 268 Unghiul lui Brocard w are masura mai mica sau egald cu 30°, egalitatea
avand loc pentru un triunghi echilateral.

Demonstratie. Inegalitatea m(w) < 30° este echivalentd cu ctgw > /3, sau

2 2 2
el S
4- Aapoy

de unde a? + b% + ¢? > 4\/?;A[ ABc) §i de aici rezulta

(a® +b° +¢®) > 4V3y/p(p —a)(p — b)(p — ©),
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p fiind semiperimetrul triunghiului ABC. Ridicand la patrat inegalitatea precedenta
obtinem:

at + b4+ > a?h? 4+ 02 + Pd?,
adica, inegalitatea evidenta:

(a2 _ b2)2 + (b2 _ C2)2 + (62 _ a2)2 > 0’

cu egalitate pentru a?> = b?> = ¢, adici a = b = ¢, deci cand triunghiul ABC este
echilateral. O
Teorema 269 In orice triunghi sinw < %

Demonstratie. Avem: Ajapc) = Ajaap) + Ajap) + Ajaqrp) relatie echivalenta
o 2A(aBoy=c- YA -sinw+a- QB -sinw+b-QC-sinw,

deci

4A[2ABC}

sin? w

= (<Y A+ aQ'B + b, (i)
iar din inegalitatea lui Cauchy — Bouniakowski - Schwarz rezulta
(cCYA+aQ¥B+bY)? < (a®+ 0>+ )(Q? + Q%+ Q7). (ii)
442

Din relaiile (i) si (i) rezultd —5%% < (a® + 0% + ¢2)(Q? 4+ 9 + Q) (iii). Aplicand
teorema cosinusului in triunghiurile AQ'B, BQ'C, respectiv CQ' A rezulta:

0? = Q%+ -2 QAcosw, (iv)
02 = Q%+ -2b-QCcosw,
02 = 0% +4®>—-2a-QBcosw.

Adunand relatiile (iv) si ridicAnd la patrat relatia obtinuta, se obtine:

(a? + b? + c2)?

o = (Y A+ bQ'C + aY B)?
cos? w
si conform relatiei (ii) rezultd
2 | p2 4 2)2
(a +b"+c ) < (a2 —|—b2 +C2)(Q/2 +Ql? _1_912). (V)

4 cos? w

Din inegalitatile (iii) si (iv) prin inmultire se obtine:

442 poy
— < (Q’2+Q/2—|—Q’2)2, (Vi)

sin”(2w)
Conform observatiei precedente rezultd 0 < 2w < I, deci sin?(2w) < 2 (vii). Din
relatiile (vi) si (vii) rezultd AQ? + BQ? + CQ? > %A[ABC]a cu egalitate pentru
triunghiul echilateral. O

ol



PUNCTE REMARCABILE ASOCIATE UNUI TRIUNGHI 87

Teorema 270 In orice triunghi ABC este adevirati relatia:

2 2 2
AQ? + BQ? +CO”? < R? <22 + Z—Q + ;) :

Demonstratie. Conform teoremei 248 avem: AQ = 2R2 sinw, BSY = 2R{sinw

si CQ' = 2R%sinw. Atunci:

a2 2
AQ? 4+ BQ? + CQ? = 4R? -sin®w - (2 + 5+ )
a c b2
si utilizdnd proprietatea (sinw < %) rezultd

2 2 2
AQ’2 +BQ/2 +CQ,2 S R2 (b2 4 % 4 C)
a c b2

(cu egalitate cand triunghiul ABC' este echilateral). (|

Teorema 271 In orice triunghi ABC este adevirati relatia:

4V3AaBcy <R b? L aj Lé c?
3 a? b2

Demonstratie. Vezi teorema precedenta. ([

Teorema 272 Intr-un triunghi isoscel, mediana §i simediana unghiurilor congruente
se intersecteazd intr-un punct al lui Brocard.

Demonstratie. Fie triunghiul ABC (AB = AC), BB’ simediana unghiului B si

A

@ L d 4

B A C

Figura 1.69: Q apartine unei mediane intr-un triunghi isoscel

CC’" mediana ce pleacd din C. Fie {Q} = BB’HCC’ si {A’} AQNBC (Flgura 1.69).
Deoarece CC” este mediand, BB’ simediana si ABC ACB rezultsd QCA QBC si

OBA = QCB. Din teorema lui Ceva, aplicata in triunghiul ABC rezulta
A'B B'C C'A
A'C B'A C'B
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de unde ﬁ,g = g:é si din reciproca teoremei lui Thales rezultd A'B’ || AB. Atunci,

BATA = BAA! si ABB' = @’, deci QB/A = @, adicd patrulaterul QB'C A’
este inscriptibil. Atunci QA'B = QCA, de unde ACQ = QAB = QBC, adica (2 este
un punct Brocard al triunghiului ABC. O

Observatia 273 Analog se arata ca mediana unghiului B gi simediana unghiului C
se intersecteazd in celdlalt punct Brocard.

Teorema 274 Daca mediana si simediana a doua unghiuri ale unui triunghi se in-
tersecteaza tntr-unul din punctele lui Brocard ale triunghiului, atunci triunghiul este
isoscel.

Demonstratie. Fie Q primul punct al lui Brocard, deci OAB = QBC = QCA.
Fie BB’ simediana §1 cc’ medlana iar {A’} AQOBC’ Din teorema lui Ceva rezulta

A'B' | AB, deci BAA = AA'B si ABB = BB’A’ Atun(:1 QA’B’ = QCB’ deci
patrulaterul QA’C' B’ este inscriptibil de unde QCA = OB'A' = B'BA.. Astfel,

m(B) = m(ABB') + m(B'BC) = m(C'CB) + m(C'CA) = m(C),
deci triunghiul ABC' este isoscel. (]

Teorema 275 Triunghiul OQSY este isoscel, unde O este centrul cercului circumscris
triunghiului ABC', iar Q si Q' punctele lui Brocard ale acestuia.

Demonstratie. Prin rotatia de centru Q i unghi 90° — w (in sens negativ)

W ¢
o

Figura 1.70: Triunghiul OQ€Y este isoscel

triunghiul 19203 se transformé in triunghiul B’A’C’ (B’ € BQ, A" € AQ,C’ € CQ).
Evident, triunghiurile Q223 si B’A’C’ sunt congruente (Figura 1.70). Deoarece

rezultd B'C’ || BC. Analog, A'C" || AC si A’B’ || AB. Centrul cercului circumscris
(Oq) al triunghiului ;0903 se transforma prin rotatia data in OI1 - centrul cercului
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o —

circumseris triunghiului A’B’C’, deci m(0120]) = 90° — w. Deoarece triunghiurile
A'B'C’" si ABC sunt omotetice, rezultd ci O] € (QO, deci m((fQ\O) = 90° — w.
Printr-o rotatie de centru €’ si unghi 90° —w in sens trigonometric se arata, procedand
ca mai sus, ci m(OT\Q’O) = 90° — w,deci triunghiul 0N este isoscel. O

Observatia 276 Din proprietatea precedentd rezulta: m(m) = 180° — 2(90° — w),
adica m(QOQ) = 2w.

Teorema 277 Daca Q si ' sunt punctele lui Brocard, atunci
00 =0 = RV1 — 4sinw.
Demonstratie. Avem, m(m) = m(g), 2:A10,0,04] = 21€22-0Q1Q3-sin Qg/Ql\Qg =
(CQsinC) - (OB - sin B) - sin 001 Q3 (i) si
m(D03) = m(BNQ) +m(Q295) = m(ABB;) + m(QCD)
= m(ACB) + m(QCQ) = m(QCH).

Teorema sinusurilor in triunghiul QCB; d& QC sin ng = QB;sin A (ii) (Figura
1.71). Din relatiile (i) si (ii) si tinand cont de puterea punctului Q fatd de cercul

Figura 1.71: OQ = O = R\/1 — 4sinw

circumscris triunghiului ABC' rezulta:

2- Ag,0,0,] = B -QBp-sinA-sinB-sinC
= (R*-QO0?) -sinA-sinB-sinC. (iii)

Conform teoremei 256 avem A[Qlﬂ293] = A[ABC} .sinZ w (iv) si
Ajapc) = 2R? -sin A -sin B - sin C. (v)

Din relatiile (iii), (iv) si (v) rezultd O0? = R?(1—4sin?w), de unde ONQ = Rv/1 — 4sin? w,
iar din Q0 = Q'O obtinem concluzia. O
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Teorema 278 Dacd Q si ) sunt punctele lui Brocard, atunci
Q0 = 2Rsinwy 1 — 4sin® w.
Demonstratie. Deoarece triunghiul OQ€Y este isoscel (Figura 1.72) si m(m) =

o]

Q T [0}
Figura 1.72: QQ' = 2Rsinw/1 — 4sin?w

2w avem sinw = % (unde T este mijlocul segmentului Q) si tindnd cont cd O =

RvV1 —4sin?w rezultd QY =2-0T =2 -sinw - O = 2Rsinwy/1 — 4sin? w. O

Teorema 279 Fie Q si Q' punctele lui Brocard, G centrul de greutate si K punctul
lui Lemoine al triunghiului ABC'. Tripletele de drepte (AQ2, BK,CG), (BQ,CK, AG),
(CQ, AK, BG), (AQ',CK, BG), (BQY,AK,CQG), (CQY, BK, AG) sunt concurente.

Demonstratie. Fie {Q,} = AQ N BC,{K;} = BK N AC si {M.} = CGN AB.

Figura 1.73: Tripletele de drepte concurente

Avem:

BQ, K,C M.A <c>2 (a)2
0.C KyA M.B

si din reciproca lui Ceva rezultd cd dreptele AQ), BK si CG sunt concurente (Figura

1.73). Analog, se aratd concurenta celorlalte triplete de drepte. O

= 1=1
a C

Observatia 280 Daca P este punctul de concurenta al dreptelor AQ, BK ,CG atunci
punctul de concurentd al dreptelor AQ' ,CK ,BG este izogonalul punctului P.
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Teorema 281 Fie Q primul punct al lui Brocard al unui triunghi ABC i R1, R, R3
razele cercurilor circumscrise triunghiurilor QC A, QAB, respectiv QBC. Atunci, RiRaR3 =
R3, unde R este raza cercului cercului circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie. Din teorema sinusurilor rezulta Ry = AC = AC =

AC BA AB BC 2sin AQC  2sin(r—A)
zanar 2= 75068 = mw B 18 = mamo

de unde obtinem

1 abe a b ¢ 3
Mbals = o G in BenC ~ 2smA 2smB 2smC

O

Teorema 282 Fie Q primul punct al lui Brocard al unui triunghi ABC gi O1, 02, O3
centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor QAC, QAB,QCB. Triunghiurile ABC
st 010203 sunt asemenea.

Demonstratie. Avem, m(<O20:03) = 180°—m(<AQC) = m(<A), m(<010203) =

A

N

oz
(0]

Figura 1.74: Triunghiuri asemenea

180° —m (< AQB) = m(<(B), deci triunghiurile O10203 si ABC sunt asemenea (Figura
1.74). O

Teorema 283 Fie Q' al doilea punct al lui Brocard si Oll, 0/2,0; centrele cercurilor
circumscrise triunghiurilor Q' AB, QY BC, respectiv V' C A. Triunghiurile ABC si 010503
sunt asemenea.

Demonstratie. Solutie analoagd cu precedenta. (]

Teorema 284 Fie ) primul punct al lui Brocard al triunghiului ABC ¢i O1, 0,03
centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor QAC, QAB, QCB. Centrul cercului cer-
cului circumscris triunghiului ABC' este primul punct al lui Brocard al triunghiului

01020s.

Demonstratie. Dreptele O0O1, 002, O0O3 sunt mediatoarele segmentelor AC, AB,
respectiv BC. Atunci, m(<00103) = m(<Q2CA) = w fiind unghiuri cu laturile per-
pendiculare doud cate doud. Analog, m(<O0103) = m(<00201) = m(<0O0303) =
w, de unde rezultd concluzia. O
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Teorema 285 Fie Q' al doilea punct al lui Brocard al triunghiului ABC' si Oll, 0,2, Oé
centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor Q' AB, QY BC, respectiv Q' CA. Centrul
cercului cercului circumscris triunghiului ABC este al doilea punct al lui Brocard al
triunghiului O]040.

Demonstratie. Solutie analoagid cu precedenta. ([

Teorema 286 Fie Q gi Q' punctele lui Brocard al triunghiului ABC, iar {A1} =
BONCY, {B1} = CQnNAQ, {C1} = AQ N BQ. Punctele Ay, B1,C1,Q,Q sunt

conciclice.

Demonstratie. Deoarece m(<QQAB) = m(<Q)' BA) = w, rezultd cd m(<AC1B) =

Figura 1.75: Puncte conciclice

180° — 2w. Dar m(<Y' A1Q) = 180° —m(<BA;1C) = 2w, deci patrulaterul Cy,Q’; A1,
este inscriptibil. Analog se arati cd patrulaterul B1QC1 este inscriptibil, deci
punctele Ay, By, C1,Q, Q' sunt conciclice (Figura 1.75). O

Teorema 287 Fie a,b,c lungimile laturilor triunghiului ABC. Numerele a?,b?,c?
sunt in progresie aritmetica dacd §i numai dacd ctgw = 3ctgB.

Demonstratie. Relatia ctgw = 3ctgB este echivalentd cu ctgA + ctgC = 2ctgB
(i). Tinand cont ca

si de relatiile analoage, relatia (i) devine 2b> = a? + 2, adici numerele a2, b?, ¢ sunt
in progresie aritmetica. (]



