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1.13 PUNCTELE LUI SODDY. PUNCTELE LUI EPP-
STEIN

»A rezolva o problemd inseamnd a gasi o iegire dintr-o dificultate, inseamna a gisi o cale
de a ocoli un obstacol, de a atinge un obiectiv care nu este direct accesibil. A gasi solutia
unei probleme este o performanta specificd inteligentei, iar inteligenta este apanajul distinctiv
al speciei umane; se poate spune ca, dintre toate indeletnicirile omenegti, cea de rezolvare a
problemelor este cea mai caracteristicd.” — George Polya!®

Fie triunghiul ABC avand lungimile laturilor a, b, respectiv ¢ gi C,CyC,. triunghiul
de contact al triunghiului ABC. Consideram cercurile C1(A,r1), Ca(B,r2), C3(C,13)
contindnd punctele C. si Cy, C, si C., respectiv Cy, si Cl,.

Teorema 295 Cercurile C1(A,r1), Ca(B,r2), C3(C,r3) sunt tangente doud cdte doua.
Demonstratie. Vezi ,,Teorema lui Descartes”. O

Teorema 296 Razele cercurilor C1(A,r1), Ca(B,r2), C3(C,r3) sunt egale cu p—a, p—
b, respectiv p — c.

Demonstratie. Vezi ,Teorema lui Descartes”. U
Observatia 297

1) Cercul tangent exterior cercurilor C1(A,71), Ca(B,12), C3(C,r3) aflat in interi-
orul triunghiului ABC' se numeste cercul interior Soddy'® (Figura 1.77). Centrul
cercului interior Soddy il vom nota cu S;.

2) Cercul tangent exterior cercurilor C1(A,r1), Co(B,12), C3(C, r3) astfel incat tri-
unghiul ABC este situat in interiorul sau se numeste cercul exterior Soddy (Figura
1.80). Centrul cercului exterior Soddy il vom nota cu Se.

3) Dreapta S;S. se numeste dreapta lui Soddy. Punctele S; si S. se numesc
punctele lui Soddy.

Teorema 298 Razele cercurilor Soddy au lungimile egale cu:
T1T2T3
172 + Tors + r3ry £ 2/r1rars(ry + 12 + 13)

Ri,e =

”» ”

(semnul ,+7 se ia pentru raza cercului interior gi semnul ,—
cercului exterior).

se ta pentru raza

Demonstratie. Din formula lui Descartes

2e} +ed+ed+ef) = (e1+e2+eg+eq)?

1 1 1 _ 1 . . . o 1
unde g1 = 7 €2 = o,63 = ) lar g4 = - (pent'ru cercul Soddy 1r}terlor) sieq = ®
(pentru cercul Soddy exterior), rezolvand ecuatia de gradul al doilea ce se obtine, va
rezulta concluzia. O

'8Ceorge Polya (1887-1985) — matematician ungur, profesor la Universitatea Stanford, contributii
in teoria grafurilor
Y Frederick Soddy (1877-1956) — chimist, laureat al Premiului Nobel in anul 1921
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N

Figura 1.77: Cercul interior Soddy

Teorema 299 Razele cercurilor Soddy au lungimile egale cu:
17273
T2 + ror3 + r3r1 & 2A 4By

i,e

2 2

(semnul ,+7 se ia pentru raza cercului interior gi semnul ,—
cercului exterior).

se 1a pentru raza

Demonstratie. Deoarece Ajspc) = /p(p — a)(p — b)(p — ¢) = \/(r1 + 72 + r3)rirars,
rezultd concluzia. O

Teorema 300 Razele cercurilor Soddy au lungimile egale cu:
AlaBcy
4R+ r +2p

(semnul ,+7 se ia pentru raza cercului interior gi semnul ,—
cercului exterior).

Ri,e =

2 2

se 1a pentru raza

Demonstratie. Avem

AlaBcy

Ri7e =

A A A A2
[ABC] [ABC] [ABC] [ABC]
T1 + T2 + T3 :t T1T2T3

AABC) Ao
To+7p+7c+2(r1+1r2+7r3) 4R+7r+2p
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Teorema 301 Distantele de la centrul Soddy interior la laturile BC,CA, AB ale
triunghiului ABC sunt egale cu:

A A A
[ABC] [ABC] [ABC
oR; ([ 1+ =221 2R, (1 + 2R (1+ .
< a(p—a)> ( b(p—b)> ( C(p—0)>

Demonstratie. Paralela dusd prin punctul A la BC intersecteaza cercul Cp in
punctele Ry si Rs (Figura 1.78). Deoarece triunghiurile AR3C), si CC,C}, sunt isoscele

o —_i_-[_ N i

Figura 1.78: Distantele de la S; la laturi

si mb = mb (unghiuri alterne interne) rezulta ca @4 = CTCI,\C, deci
punctele Rs,Cp, C, sunt coliniare; analog punctele Ra, C., C, sunt coliniare. Fie in-
versiunea 1" de centru Cj, si putere k = C,Cj - C, R3( prin aceastd inversiune cercul C}
se transforma in el insusi).

Prin aceastd inversiune cercurile Cy si C3 se transformé in doud drepte perpendi
- culare pe BC i tangente in punctele Ry si Rs la cercul C;. Fie {X} = BINnC,C.
si {R} = CyI N RyR3. Deoarece m(@(\C) = m(m) = 90° rezulta cd patrulaterul
X1RR3 este inscriptibil. Atunci,

k=CoCh-CyR3=2-Cy X -CyR3=2-Col-CyR = 2rh,.

Prin inversiunea de centru C, si putere 2rh, cercul Soddy interior se transforma intr-
un cerc C’ congruent cu Cy si tangent acestuia (Figura 1.79). Centrul M al acestui
cerc C' se afla pe inalfimea AH,. Fie d, distanta de la S; la BC. Din aseméanarea

cercului Soddy interior cu cercul C’ rezulta 1\4(1;;(,1 = %, de unde avem:
(2 h h A
dazmzﬂ%i 1+-—2) =2R; 1_,_& )
r1 2rq a(p —a)
Analog se determina si celelalte doua distante. O

Teorema 302 Coordonatele baricentrice absolute ale punctului Soddy interior sunt:

AlaBcy AlaBa) AlaBay
a+ b+ c+ ——
p—a p—b p—c
Aiapoy 7 Aol 7 Alasq)
R; R; R;
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Figura 1.79: Inversiunea de centru C, si putere 2rh, a cercului Soddy interior

Demonstratie. Coordonatele baricentrice relative ale punctului Soddy interior

sunt A A A
4Bl A, Asc >
p—a p—>b p—c

Si(adg, bdy, cd;) = S; <a +

si tinand seama de teorema 300 avem: a+ Aascl gy A[A_Bbc] fotAaBa) AR+r+2p =

A p—a P p—c
% si de aici rezulta concluzia. O
T

Teorema 303 Pentru orice punct M din planul unui triunghi ABC' este adevarata
relatia:

AlaBc] b AlaBc) AlaBa)
—_— a “p—a T + b 3 c “p—c T4
MS; = MA+ B+ ————MC.
AlaBc] AlaBc] AlaBc]
R; R; R;
Demonstratie. Vezi teorema precedenta. (]

Teorema 304 Afixul punctului Soddy interior corespunzator unui triunghi ABC este
egal cu

AlABC) AlABC) AlABC)
; _Q+Wz +b+ p—b . +C+?Z
57 T Aupe) AT T Apsa BT T Ausg ¢
R; R; R;

Demonstratie. Vezi teorema precedenta. ([
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Teorema 305 Daca S;, I, 1" sunt punctele Soddy interior, centrul cercului inscris,
respectiv punctul lui Gergonne corespunzatoare unui triunghi ABC, atunci pentru orice
punct M din planul unui triunghi ABC' este adevarata relatia:

(a+b+c)m+(7"a+rb+7"c)m

MS; =
i = AlaBcy
Demonstratie. Avem:
AlABC) AlABC) AlAaBC)
— + === b+ —~_, c+——_,
o p—a p—>b p—c
M5 = Aasq A+ Appg MBY TARg MO
R; R; R;
— — —_—
 (aMA+bMB +MC) + Ajupe) (75 MA + 725 MB + ;50 C)
B AraBc)
R;
— —_
 (a+b+OMI+ Appo (7 + 35+ p%) MT
- AraBcy
R;
_ (a+b+c)m+(m+rb+rc)]\ﬁ
B Arapcy ’
R;

unde am utilizat relatiile: aM A +bMB + cMC = (a + b+ c)m si

—_— 1 1 — 1 — 1 —
MF:< MA+ —MB+ MC’)
s\p—a p—2>b p—c
O

_ 1 1
cus—pia—i—pfb—&-

1
p—c’
Teorema 306 Punctele Soddy interior, centrul cercului inscris, respectiv punctul lui
Gergonne corespunzatoare unui triunghi ABC, sunt coliniare i

S;I 4R +r

ST 2p

(a+b+c)m+(ra+rb+rc)m

—_—
Demonstratie. Deoarece MS; = , rezulta ca punctele

AlABC)
R;
1,5;,I" sunt coliniare, in aceastd ordine, iar punctul S; imparte segmentul IT" in ra-
Ta+rp+re _ 4R+4r
portul —¢tmbrre = TR O

Teorema 307 Distantele de la centrul Soddy exterior la laturile BC,CA, AB ale tri-
unghiului ABC' sunt egale cu:

AaBa) > ( AaBa) > < AlABa) >
“9oR, (1 MBI _op (1- —9R, (1- .
< a(p — a) b(p —b) c(p—c)

Demonstratie. Solutie analoaga cu cea din teorema 302. U
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Teorema 308 Coordonatele baricentrice absolute ale punctului Soddy exterior sunt

A A A
a— Aasal p Alasol . Alasa

IS p—a p—b p—c
¢ Atape) 7 Aase) 7 Alasc
Re Re R
Demonstratie. Solutie analoaga cu cea din teorema 303. O

Teorema 309 Pentru orice punct M din planul unui triunghi ABC' este adeviarata
relatia:

AlaBc] b AlaBc] AlaBc)
— a — p—a T b 3 Cc— Tp—c TR
MS, = AiMA—i— AiMB—i- AiMC'.
[ABC] [ABC] [ABC]
R. R, Re
Demonstratie. Vezi teorema 308. U

Teorema 310 Daca Se,I,I' sunt punctele Soddy exterior, centrul cercului inscris,
respectiv punctul lui Gergonne corespunzitoare unui triunghi ABC, atunci pentru orice
punct M din planul unui triunghi ABC' este adevarata relatia:

— —
—  (a+b+c)MI— (ro+7p+rc)MT
MS,. = y .
[ABC]
R;
Demonstratie..Vezi teorema 305. (]

Teorema 311 Punctele Soddy exterior, centrul cercului inscris, respectiv punctul lus
Gergonne corespunzatoare unui triunghi ABC, sunt coliniare i

Sel AR+
S, 2p
Demonstratie. Solutie analoagé cu cea din teorema 306. ([

Teorema 312 Centrul cercului inscris, punctul lui Gergonne si punctele lui Soddy
corespunzatoare unui triunghi ABC' sunt coliniare.

Sil _ Sel
S;T 7 S.I'*

Demonstratie. Din teoremele 306 si 311 rezulta U

Observatia 313 Teorema precedenta poate fi reformulata astfel: centrul cercului in-
scris gt punctul lui Gergonne apartin dreptei lui Soddy.

Teorema 314 Punctele lui Soddy sunt conjugate armonic cu centrul cercului tnscris
§t cu punctul lui Gergonne.

Demonstratie. Vezi teoremele 306 si 311. U

Teorema 315 Daca S, este punctul Soddy exterior si a + b+ ¢ > 4R 4+ r, atunci
triunghiurile SeBC, Sc.CA si SeAB au acelasi perimetru, egal cu 2R,.
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Demonstratie. Avem S.B + S.C + BC = (R, —r3) + (Re — 1r3) + (ro + 13) =
2R.. Analog, S.C + Sc A+ CA = 2R, si S;.A+ S.B+ AB = 2R,, deci triunghiurile
S.BC,S.CA gi ScAB au acelasi perimetru. O
Observatia 316 Punctul S, se numeste punctul izoperimetric al triunghiului ABC.
Teorema 317 Dreaptele lui Soddy si Gergonne sunt perpendiculare.

Demonstratie. Vezi ,Dreapta lui Gergonne”. O
Teorema 318 Fic P,, Py, P. punctele de tangenta dintre cercul Soddy interior si cer-

curile C1(A,r1), Co(B,r3), respectiv C3(C,rs). Dreptele C,P,, CyPy, C.P,. sunt con-
curente.

Demonstratie. Deoarece gg‘l = :—Z = i—i rezulta ca afixul punctului C, este:
a
_ e22Bteszc _ e3zcteiza _ €1zate2zp _ f1zate4zs; _
ZC@ - eo+€3 : Analog’ sz - e3+e1 ) ZCC - £1+€2 ) ZP@ - £1+€4 ) ZPb -
€22B+€425; _ e3zc+teqzg; o <
ot AP = Tt Vom ardta cd punctul F; de afix

_ €124 T €22B + €32¢ t+ €425,
€1+éz+e3+¢éy

ZE

apartine dreptelor C, P,, Cy Py, C.P,.. Deoarece

€124 +e22p + €320 +eazs; (€1 +€2)zc, + (€3 +€4)2p,
€1+ée2+es+ ¢y €1t+ée2test+eq

)

rezultd ca punctul F; apartine dreptei C.P.. Analog, grupand convenabil termenii
sumei de la numaéaratorul afixului punctului E;, se aratd cd punctul E; apartine gi
dreptelor C,P,, CyP,, deci dreptele C, P,, Cy P, C.P, sunt concurente.

Observatia 319 Punctul E; de concurenta al dreptelor C,P,, Cy Py, C.P. se numeste
punctul Eppstein’’ — Oldknow interior. Triunghiul P,P,P. se numeste tri-
unghiul Soddy interior.

Teorema 320 Fie PL;, Pl;, PC/ punctele de tangenta dintre cercul Soddy exterior si cer-
curile C1(A,r1), Ca(B,1r3), respectiv C3(C,r3). Dreptele C’aPC,L,CbPI;,CcP; sunt con-
curente.

Demonstratie. Solutia este analoagé cu cea din teorema precedenta (Figura 1.80).
O

20David Eppstein (1871-1939) — matematician american, profesor la Universitatea din California
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Figura 1.80: Cercul Soddy exterior

Teorema 321 Punctele Soddy interior, Eppstein — Oldknow interior gi Gergonne,
corespunzatoare unui triunghi ABC sunt coliniare.

Demonstratie. Deoarece afixul punctului lui Gergonne este zp = W
(vezi ,Punctul lui Gergonne”) si

€124 + €22B + €320 + €425, (Ele + €22B -i-Ech) + €425,

2. = =
E: €1+éeg+eztéy €1+eg+eztey
. (61 + &9 —|—€3)ZF + €4z,
€1+ e2+e€3+¢€4 '
rezultd cd punctele F;, S; si I' sunt coliniare. O

Teorema 322 Punctele Soddy exterior, Eppstein — Oldknow exterior si Gergonne,
corespunzatoare unui triunghi ABC sunt coliniare.

Demonstratie. Solutia este analoaga cu cea din teorema precedenta. O
Teorema 323 Punctele lui Eppstein — Oldknow apartin dreptei lui Soddy.
Demonstratie. Solutia rezulta din teoremele 314, 321 si 322. (]

Teorema 324 Coordonatele baricentrice relative ale punctului Eppstein — Oldknow
mterior sunt:

7 (s 2A1aBc b 2A1aBc ot 2A1aBc
’ 1 ’ 9 ’ T3 '

Demonstratie. Deoarece P,, Py, P, sunt punctele de tangents dintre cercul Soddy

< S;P. _ R, - T D _ riMS,+R;MA
e —1,dec1MPa—7mZ+RZ

a AP, — 7m

— , 2A —_— A —_— A —

MP, = ik [(HMBC]) MA + (b+ MBC]) MB + <c+ MBC]) MC]
Aacy(r + Ri) 1 ) T3

interior gi cercurile C1 , C2 , respectiv C3 rezult
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(unde am utilizat teorema 314). Atunci, coordonatele baricentrice relative ale punc-

. 2A A A
tului P, sunt (a+ [7f‘13017b+ [A5C] . 4 Z[ABC]

o s . Coordonatele baricentrice relative

ale punctului Cy sunt (0 L ) Deoarece

) T9 T3
2A 2A 2A
a + [;j‘lBC] b + [;14230] c + [;‘4330]
24 24 24
[ABC] [ABC] [ABC] | = ()
+ T1 b + T2 + T3 ’
0 1 / T2 1 / r3
rezultd cd punctele C,, P, si F; sunt coliniare. Analog se arata cd punctul F; apartine
. 24, 2A 2A
dreptelor Cy Py, C.P,, deci F; (a le A b+ [:,‘QB A+ [fSB < ) este punctul Epp-
stein interior. (]

Teorema 325 Coordonatele baricentrice relative ale punctului FEppstein — Oldknow

exterior sunt: 04 04 04
E <a _2Ampa o 2Aasa | 24460 > ‘
T1 ) T3

Demonstratie. Solutie analoaga cu precedenta. ([

Teorema 326 Daca FE;, I,T' sunt punctele Eppstein interior, centrul cercului inscris,
respectiv punctul lui Gergonne corespunzatoare unui triunghi ABC, atunci pentru orice
punct M din planul unui triunghi ABC' este adevarata relatia:

(a+ b+ ¢)MI + 2(rq + 1+ 7¢) MT

—
ME; =
a+b+c+2re+ry+re)

Demonstratie. Deoarece

2A 2A 2A
n [ABC| L4 [ABC) Led [ABC]
™ 9 T3

1 1 1
= 2p+2A[ABC]< + b—i— )—2(p—|—4R+r)—a,
p—a p— bp—c

rezultd cd pentru orice punct M avem:

ME, 24 24 24
ME, = - KHMBOJ> VA + (H[ABC]> VB 4+ <C+[ABCJ) ]—\@]
a r1 T2 3
_ 1 {(aMA—i—bMB—ircMC’) + 2A1aB0] (MA+ —bMB + —Mc
(073
(a+b+c)MI+2A[ABC]< +oh+ 55 c) MT

(a—I—b—i—c)—l—ZA[ABC}( +p o )

(a—l—b—l—c)MI—{—Q(ra—l—rb—l—rc)]\_ﬁ
a+b+c+2re+ry+re) '
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Teorema 327 Punctul Eppstein interior imparte segmentul IT' in raportul %
Demonstratie. Din teorema precedenta rezulta gﬁ{ = %. U

Teorema 328 Daca FE., I,I" sunt punctele Eppstein exterior, centrul cercului inscris,
respectiv punctul lui Gergonne corespunzatoare unui triunghi ABC , atunci pentru orice
punct M din planul unui triunghi ABC' este adevarata relatia:

— —
VE — (a+b+c)MI —2(rq +1p+1.)MT
° a+b+c—2(rg+ry+re) ’
Demonstratie. Solutie analoagé cu cea din teorema 326. ([

Teorema 329 Punctul Eppstein exterior imparte segmentul IT" in raportul

El  2(rqg 41y +1e)
EI  a+b+c

Demonstratie. Vezi teorema precedenta. O

Teorema 330 Punctele lui Eppstein sunt conjugate armonic cu centrul cercului in-
scris i cu punctul lui Gergonne.

El _ E.I
E;T — E.T- O

Demonstratie. Din teoremele 327 si 329 rezulta
Teorema 331 FEcuatia dreaptei lui Soddy in coordonate baricentrice este:
(p—a)*(c=b)z+(p—b*(a—c)y+(p—c)*(b—a)z =0.

Demonstratie. Deoarece punctul lui Gergonne si centrul cercului inscris in tri-
unghiul ABC apartin dreptei Soddy, ecuatia dreptei lui Soddy in coordonate baricen-
trice este:

=0

3
SIS
S]
=
[
S
s
o I"—‘N
o

(IT) : (p—a)* (c—b)z+ (p—b)*(a—c)y+ (p— c)*(b—a)z = 0.



