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1.13 PUNCTELE LUI SODDY. PUNCTELE LUI EPP-

STEIN

�A rezolva o problem¼a înseamn¼a a g¼asi o ieşire dintr-o di�cultate, înseamn¼a a g¼asi o cale

de a ocoli un obstacol, de a atinge un obiectiv care nu este direct accesibil. A g¼asi soluţia

unei probleme este o performanţ¼a speci�c¼a inteligenţei, iar inteligenţa este apanajul distinctiv

al speciei umane; se poate spune c¼a, dintre toate îndeletnicirile omeneşti, cea de rezolvare a

problemelor este cea mai caracteristic¼a.� � George Polya18

Fie triunghiul ABC având lungimile laturilor a; b; respectiv c şi CaCbCc triunghiul
de contact al triunghiului ABC: Consider¼am cercurile C1(A; r1), C2(B; r2), C3(C; r3)
conţinând punctele Cc şi Cb, Ca şi Cc, respectiv Cb şi Ca.

Teorema 295 Cercurile C1(A; r1), C2(B; r2), C3(C; r3) sunt tangente dou¼a câte dou¼a.

Demonstra̧tie. Vezi �Teorema lui Descartes�. �

Teorema 296 Razele cercurilor C1(A; r1), C2(B; r2), C3(C; r3) sunt egale cu p�a; p�
b; respectiv p� c:

Demonstra̧tie. Vezi �Teorema lui Descartes�. �

Observa̧tia 297

1) Cercul tangent exterior cercurilor C1(A; r1), C2(B; r2), C3(C; r3) a�at în interi-
orul triunghiului ABC se numeşte cercul interior Soddy19 (Figura 1.77). Centrul
cercului interior Soddy îl vom nota cu Si.

2) Cercul tangent exterior cercurilor C1(A; r1), C2(B; r2), C3(C; r3) astfel încât tri-
unghiul ABC este situat în interiorul s¼au se numeşte cercul exterior Soddy (Figura
1.80). Centrul cercului exterior Soddy îl vom nota cu Se.

3) Dreapta SiSe se numeşte dreapta lui Soddy . Punctele Si şi Se se numesc
punctele lui Soddy.

Teorema 298 Razele cercurilor Soddy au lungimile egale cu:

Ri;e =
r1r2r3

r1r2 + r2r3 + r3r1 � 2
p
r1r2r3(r1 + r2 + r3)

(semnul �+� se ia pentru raza cercului interior şi semnul ��� se ia pentru raza
cercului exterior).

Demonstra̧tie. Din formula lui Descartes

2("21 + "
2
2 + "

2
3 + "

2
4) = ("1 + "2 + "3 + "4)

2

unde "1 =
1
r1
; "2 =

1
r2
; "3 =

1
r3
, iar "4 =

1
Ri
(pentru cercul Soddy interior) şi "4 = �

1
Re

(pentru cercul Soddy exterior), rezolvând ecuaţia de gradul al doilea ce se obţine, va
rezulta concluzia. �

18George Polya (1887-1985) � matematician ungur, profesor la Universitatea Stanford, contribuţii
în teoria grafurilor
19Frederick Soddy (1877-1956) � chimist, laureat al Premiului Nobel în anul 1921
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Figura 1.77: Cercul interior Soddy

Teorema 299 Razele cercurilor Soddy au lungimile egale cu:

Ri;e =
r1r2r3

r1r2 + r2r3 + r3r1 � 2A[ABC]

(semnul �+� se ia pentru raza cercului interior şi semnul ��� se ia pentru raza
cercului exterior).

Demonstra̧tie. DeoareceA[ABC] =
p
p(p� a)(p� b)(p� c) =

p
(r1 + r2 + r3)r1r2r3;

rezult¼a concluzia. �

Teorema 300 Razele cercurilor Soddy au lungimile egale cu:

Ri;e =
A[ABC]

4R+ r � 2p

(semnul �+� se ia pentru raza cercului interior şi semnul ��� se ia pentru raza
cercului exterior):

Demonstra̧tie. Avem

Ri;e =
A[ABC]

A[ABC]
r1

+
A[ABC]
r2

+
A[ABC]
r3

�
A2
[ABC]

r1r2r3

=
A[ABC]

ra + rb + rc + 2(r1 + r2 + r3)
=

A[ABC]

4R+ r � 2p
: (�)
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Teorema 301 Distanţele de la centrul Soddy interior la laturile BC;CA; AB ale
triunghiului ABC sunt egale cu:

2Ri

�
1 +

A[ABC]

a(p� a)

�
; 2Ri

�
1 +

A[ABC]

b(p� b)

�
; 2Ri

�
1 +

A[ABC]

c(p� c)

�
:

Demonstra̧tie. Paralela dus¼a prin punctul A la BC intersecteaz¼a cercul C1 în
punctele R2 şi R3 (Figura 1.78). Deoarece triunghiurile AR3Cb şi CCaCb sunt isoscele

Figura 1.78: Distanţele de la Si la laturi

şi \R3ACb � \CaCCb (unghiuri alterne interne) rezult¼a c¼a \R3CbA � \CaCbC, deci
punctele R3; Cb; Ca sunt coliniare; analog punctele R2; Cc; Ca sunt coliniare. Fie in-
versiunea T de centru Ca şi putere k = CaCb �CaR3( prin aceast¼a inversiune cercul C1
se transform¼a în el însuşi).

Prin aceast¼a inversiune cercurile C2 şi C3 se transform¼a în dou¼a drepte perpendi
- culare pe BC şi tangente în punctele R2 şi R3 la cercul C1. Fie fXg = BI \ CaCc
şi fRg = CaI \ R2R3. Deoarece m(\BXC) = m(\R3RC) = 90

� rezult¼a c¼a patrulaterul
XIRR3 este inscriptibil. Atunci,

k = CaCb � CaR3 = 2 � CaX � CaR3 = 2 � CaI � CaR = 2rha:

Prin inversiunea de centru Ca şi putere 2rha cercul Soddy interior se transform¼a într-
un cerc C 0 congruent cu C1 şi tangent acestuia (Figura 1.79). Centrul M al acestui
cerc C 0 se a�¼a pe în¼aļtimea AHa: Fie da distanţa de la Si la BC. Din asem¼anarea
cercului Soddy interior cu cercul C 0 rezult¼a da

MHa
= Ri

r1
; de unde avem:

da =
Ri(2r1 + ha)

r1
= 2Ri

�
1 +

ha
2r1

�
= 2Ri

�
1 +

A[ABC]

a(p� a)

�
:

Analog se determin¼a şi celelalte dou¼a distanţe. �

Teorema 302 Coordonatele baricentrice absolute ale punctului Soddy interior sunt:

Si

0

@
a+

A[ABC]
p�a

A[ABC]
Ri

;
b+

A[ABC]
p�b

A[ABC]
Ri

;
c+

A[ABC]
p�c

A[ABC]
Ri

1

A :
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Figura 1.79: Inversiunea de centru Ca şi putere 2rha a cercului Soddy interior

Demonstra̧tie. Coordonatele baricentrice relative ale punctului Soddy interior
sunt

Si(ada; bdb; cdc) = Si

�
a+

A[ABC]

p� a
; b+

A[ABC]

p� b
; c+

A[ABC]

p� c

�

şi ţinând seama de teorema 300 avem: a+
A[ABC]
p�a

+b+
A[ABC]
p�b

+c+
A[ABC]
p�c

= 4R+r+2p =
A[ABC]
Ri

şi de aici rezult¼a concluzia. �

Teorema 303 Pentru orice punct M din planul unui triunghi ABC este adev¼arat¼a
relaţia:

��!
MSi =

a+
A[ABC]
p�a

A[ABC]
Ri

��!
MA+

b+
A[ABC]
p�b

A[ABC]
Ri

��!
MB +

c+
A[ABC]
p�c

A[ABC]
Ri

��!
MC:

Demonstra̧tie. Vezi teorema precedent¼a. �

Teorema 304 A�xul punctului Soddy interior corespunz¼ator unui triunghi ABC este
egal cu

zSi =
a+

A[ABC]
p�a

A[ABC]
Ri

zA +
b+

A[ABC]
p�b

A[ABC]
Ri

zB +
c+

A[ABC]
p�c

A[ABC]
Ri

zC :

Demonstra̧tie. Vezi teorema precedent¼a. �
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Teorema 305 Dac¼a Si; I;� sunt punctele Soddy interior, centrul cercului înscris,
respectiv punctul lui Gergonne corespunz¼atoare unui triunghi ABC; atunci pentru orice
punct M din planul unui triunghi ABC este adev¼arat¼a relaţia:

��!
MSi =

(a+ b+ c)
��!
MI + (ra + rb + rc)

��!
M�

A[ABC]
Ri

Demonstra̧tie. Avem:

��!
MSi =

a+
A[ABC]
p�a

A[ABC]
Ri

��!
MA+

b+
A[ABC]
p�b

A[ABC]
Ri

��!
MB +

c+
A[ABC]
p�c

A[ABC]
Ri

��!
MC

=
(a
��!
MA+ b

��!
MB + c

��!
MC) +A[ABC]

�
1
p�a

��!
MA+ 1

p�b

��!
MB + 1

p�b

��!
MC

�

A[ABC]
Ri

=
(a+ b+ c)

��!
MI +A[ABC]

�
1
p�a

+ 1
p�b

+ 1
p�c

���!
M�

A[ABC]
Ri

=
(a+ b+ c)

��!
MI + (ra + rb + rc)

��!
M�

A[ABC]
Ri

;

unde am utilizat relaţiile: a
��!
MA+ b

��!
MB + c

��!
MC = (a+ b+ c)

��!
MI şi

��!
M� =

1

s

�
1

p� a

��!
MA+

1

p� b

��!
MB +

1

p� c

��!
MC

�

cu s = 1
p�a

+ 1
p�b

+ 1
p�c
. �

Teorema 306 Punctele Soddy interior, centrul cercului înscris, respectiv punctul lui
Gergonne corespunz¼atoare unui triunghi ABC, sunt coliniare şi

SiI

Si�
=
4R+ r

2p
:

Demonstra̧tie. Deoarece
��!
MSi =

(a+b+c)
��!
MI+(ra+rb+rc)

��!
M�

A[ABC]
Ri

, rezult¼a c¼a punctele

I; Si;� sunt coliniare, în aceast¼a ordine, iar punctul Si împarte segmentul I� în ra-
portul ra+rb+rc

a+b+c = 4R+r
2p . �

Teorema 307 Distanţele de la centrul Soddy exterior la laturile BC;CA;AB ale tri-
unghiului ABC sunt egale cu:

�2Re

�
1�

A[ABC]

a(p� a)

�
;�2Re

�
1�

A[ABC]

b(p� b)

�
;�2Re

�
1�

A[ABC]

c(p� c)

�
:

Demonstra̧tie. Soluţie analoag¼a cu cea din teorema 302. �
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Teorema 308 Coordonatele baricentrice absolute ale punctului Soddy exterior sunt

Se

0

@
a�

A[ABC]
p�a

A[ABC]
Re

;
b�

A[ABC]
p�b

A[ABC]
Re

;
c�

A[ABC]
p�c

A[ABC]
Re

1

A :

Demonstra̧tie. Soluţie analoag¼a cu cea din teorema 303. �

Teorema 309 Pentru orice punct M din planul unui triunghi ABC este adev¼arat¼a
relaţia:

��!
MSe =

a�
A[ABC]
p�a

A[ABC]
Re

��!
MA+

b�
A[ABC]
p�b

A[ABC]
Re

��!
MB +

c�
A[ABC]
p�c

A[ABC]
Re

��!
MC:

Demonstra̧tie. Vezi teorema 308. �

Teorema 310 Dac¼a Se; I;� sunt punctele Soddy exterior, centrul cercului înscris,
respectiv punctul lui Gergonne corespunz¼atoare unui triunghi ABC, atunci pentru orice
punct M din planul unui triunghi ABC este adev¼arat¼a relaţia:

��!
MSe =

(a+ b+ c)
��!
MI � (ra + rb + rc)

��!
M�

A[ABC]
Ri

:

Demonstra̧tie..Vezi teorema 305. �

Teorema 311 Punctele Soddy exterior, centrul cercului înscris, respectiv punctul lui
Gergonne corespunz¼atoare unui triunghi ABC; sunt coliniare şi

SeI

Se�
=
4R+ r

2p
:

Demonstra̧tie. Soluţie analoag¼a cu cea din teorema 306. �

Teorema 312 Centrul cercului înscris, punctul lui Gergonne şi punctele lui Soddy
corespunz¼atoare unui triunghi ABC sunt coliniare.

Demonstra̧tie. Din teoremele 306 şi 311 rezult¼a SiI
Si�

= SeI
Se�
: �

Observa̧tia 313 Teorema precedent¼a poate � reformulat¼a astfel: centrul cercului în-
scris şi punctul lui Gergonne aparţin dreptei lui Soddy.

Teorema 314 Punctele lui Soddy sunt conjugate armonic cu centrul cercului înscris
şi cu punctul lui Gergonne.

Demonstra̧tie. Vezi teoremele 306 şi 311. �

Teorema 315 Dac¼a Se este punctul Soddy exterior şi a + b + c > 4R + r, atunci
triunghiurile SeBC;SeCA şi SeAB au acelaşi perimetru, egal cu 2Re.
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Demonstra̧tie. Avem SeB + SeC + BC = (Re � r2) + (Re � r3) + (r2 + r3) =
2Re: Analog, SeC + SeA + CA = 2Re şi SeA + SeB + AB = 2Re, deci triunghiurile
SeBC;SeCA şi SeAB au acelaşi perimetru. �

Observa̧tia 316 Punctul Se se numeşte punctul izoperimetric al triunghiului ABC:

Teorema 317 Dreaptele lui Soddy şi Gergonne sunt perpendiculare.

Demonstra̧tie. Vezi �Dreapta lui Gergonne�. �

Teorema 318 Fie Pa; Pb; Pc punctele de tangenţ¼a dintre cercul Soddy interior şi cer-
curile C1(A; r1), C2(B; r2), respectiv C3(C; r3): Dreptele CaPa; CbPb; CcPc sunt con-
curente.

Demonstra̧tie. Deoarece CCa
BCa

= r3
r2
= "2

"3
rezult¼a c¼a a�xul punctului Ca este:

zCa =
"2zB+"3zC
"2+"3

: Analog, zCb =
"3zC+"1zA
"3+"1

; zCc =
"1zA+"2zB
"1+"2

; zPa =
"1zA+"4zSi
"1+"4

; zPb =
"2zB+"4zSi
"2+"4

; zPc =
"3zC+"4zSi
"3+"4

: Vom ar¼ata c¼a punctul Ei de a�x

zEi =
"1zA + "2zB + "3zC + "4zSi

"1 + "2 + "3 + "4

apaŗtine dreptelor CaPa; CbPb; CcPc. Deoarece

"1zA + "2zB + "3zC + "4zSi
"1 + "2 + "3 + "4

=
("1 + "2)zCc + ("3 + "4)zPc

"1 + "2 + "3 + "4
;

rezult¼a c¼a punctul Ei apaŗtine dreptei CcPc. Analog, grupând convenabil termenii
sumei de la num¼ar¼atorul a�xului punctului Ei, se arat¼a c¼a punctul Ei apaŗtine şi
dreptelor CaPa; CbPb; deci dreptele CaPa; CbPb; CcPc sunt concurente.

Observa̧tia 319 Punctul Ei de concurenţ¼a al dreptelor CaPa; CbPb; CcPc se numeşte
punctul Eppstein20 � Oldknow interior. Triunghiul PaPbPc se numeşte tri-
unghiul Soddy interior.

Teorema 320 Fie P
0

a; P
0

b ; P
0

c punctele de tangenţ¼a dintre cercul Soddy exterior şi cer-
curile C1(A; r1), C2(B; r2), respectiv C3(C; r3): Dreptele CaP

0

a; CbP
0

b ; CcP
0

c sunt con-
curente.

Demonstra̧tie. Soluţia este analoag¼a cu cea din teorema precedent¼a (Figura 1.80).
�

20David Eppstein (1871-1939) � matematician american, profesor la Universitatea din California
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Figura 1.80: Cercul Soddy exterior

Teorema 321 Punctele Soddy interior, Eppstein � Oldknow interior şi Gergonne,
corespunz¼atoare unui triunghi ABC sunt coliniare.

Demonstra̧tie. Deoarece a�xul punctului lui Gergonne este z� =
"1zA+"2zB+"3zC

"1+"2+"3
(vezi �Punctul lui Gergonne�) şi

zEi =
"1zA + "2zB + "3zC + "4zSi

"1 + "2 + "3 + "4
=
("1zA + "2zB + "3zC) + "4zSi

"1 + "2 + "3 + "4

=
("1 + "2 + "3)z� + "4zSi

"1 + "2 + "3 + "4
:

rezult¼a c¼a punctele Ei; Si şi � sunt coliniare. �

Teorema 322 Punctele Soddy exterior, Eppstein � Oldknow exterior şi Gergonne,
corespunz¼atoare unui triunghi ABC sunt coliniare.

Demonstra̧tie. Soluţia este analoag¼a cu cea din teorema precedent¼a. �

Teorema 323 Punctele lui Eppstein � Oldknow aparţin dreptei lui Soddy.

Demonstra̧tie. Soluţia rezult¼a din teoremele 314, 321 şi 322. �

Teorema 324 Coordonatele baricentrice relative ale punctului Eppstein � Oldknow
interior sunt:

Ei

�
a+

2A[ABC]

r1
; b+

2A[ABC]

r2
; c+

2A[ABC]

r3

�
:

Demonstra̧tie. Deoarece Pa; Pb; Pc sunt punctele de tangenţ¼a dintre cercul Soddy

interior şi cercurile C1 , C2 , respectiv C3 rezult¼a SiPaAPa
= Ri

r1
, deci

���!
MPa =

r1
��!
MSi+Ri

��!
MA

r1+Ri

���!
MPa =

r1Ri
A[ABC](r1 +Ri)

��
a+

2A[ABC]

r1

�
��!
MA+

�
b+

A[ABC]

r2

�
��!
MB +

�
c+

A[ABC]

r3

�
��!
MC

�
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(unde am utilizat teorema 314). Atunci, coordonatele baricentrice relative ale punc-

tului Pa sunt
�
a+

2A[ABC]
r1

; b+
A[ABC]
r2

; c+
A[ABC]
r3

�
: Coordonatele baricentrice relative

ale punctului Ca sunt
�
0; 1
r2
; 1
r3

�
. Deoarece

�������

a+
2A[ABC]

r1
b+

2A[ABC]
r2

c+
2A[ABC]

r3

a+
2A[ABC]

r1
b+

2A[ABC]
r2

c+
2A[ABC]

r3

0 1=r2 1=r3

�������
= 0;

rezult¼a c¼a punctele Ca, Pa şi Ei sunt coliniare. Analog se arat¼a c¼a punctul Ei apaŗtine

dreptelor CbPb; CcPc, deci Ei

�
a+

2A[ABC]
r1

; b+
2A[ABC]

r2
; c+

2A[ABC]
r3

�
este punctul Epp-

stein interior. �

Teorema 325 Coordonatele baricentrice relative ale punctului Eppstein � Oldknow
exterior sunt:

Ee

�
a�

2A[ABC]

r1
; b�

2A[ABC]

r2
; c�

2A[ABC]

r3

�
:

Demonstra̧tie. Soluţie analoag¼a cu precedenta. �

Teorema 326 Dac¼a Ei; I;� sunt punctele Eppstein interior, centrul cercului înscris,
respectiv punctul lui Gergonne corespunz¼atoare unui triunghi ABC; atunci pentru orice
punct M din planul unui triunghi ABC este adev¼arat¼a relaţia:

���!
MEi =

(a+ b+ c)
��!
MI + 2(ra + rb + rc)

��!
M�

a+ b+ c+ 2(ra + rb + rc)
:

Demonstra̧tie. Deoarece

a+
2A[ABC]

r1
+ b+

2A[ABC]

r2
+ c+

2A[ABC]

r3

= 2p+ 2A[ABC]

�
1

p� a
+

1

p� b
+

1

p� c

�
= 2(p+ 4R+ r) = �;

rezult¼a c¼a pentru orice punct M avem:

���!
MEi =

1

�

��
a+

2A[ABC]

r1

�
��!
MA+

�
b+

2A[ABC]

r2

�
��!
MB +

�
c+

2A[ABC]

r3

�
��!
MC

�

=
1

�

�
(a
��!
MA+ b

��!
MB + c

��!
MC) + 2A[ABC]

�
1

p� a

��!
MA+

1

p� b

��!
MB +

1

p� b

��!
MC

��

=
(a+ b+ c)

��!
MI + 2A[ABC]

�
1
p�a

+ 1
p�b

+ 1
p�c

���!
M�

(a+ b+ c) + 2A[ABC]

�
1
p�a

+ 1
p�b

+ 1
p�c

�

=
(a+ b+ c)

��!
MI + 2(ra + rb + rc)

��!
M�

a+ b+ c+ 2(ra + rb + rc)
:

�
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Teorema 327 Punctul Eppstein interior împarte segmentul I� în raportul 2(ra+rb+rc)
a+b+c .

Demonstra̧tie. Din teorema precedent¼a rezult¼a EiI
Ei�

= 2(ra+rb+rc)
a+b+c : �

Teorema 328 Dac¼a Ee; I;� sunt punctele Eppstein exterior, centrul cercului înscris,
respectiv punctul lui Gergonne corespunz¼atoare unui triunghi ABC, atunci pentru orice
punct M din planul unui triunghi ABC este adev¼arat¼a relaţia:

���!
MEe =

(a+ b+ c)
��!
MI � 2(ra + rb + rc)

��!
M�

a+ b+ c� 2(ra + rb + rc)
:

Demonstra̧tie. Soluţie analoag¼a cu cea din teorema 326. �

Teorema 329 Punctul Eppstein exterior împarte segmentul I� în raportul

EeI

Ee�
=
2(ra + rb + rc)

a+ b+ c
:

Demonstra̧tie. Vezi teorema precedent¼a. �

Teorema 330 Punctele lui Eppstein sunt conjugate armonic cu centrul cercului în-
scris şi cu punctul lui Gergonne.

Demonstra̧tie. Din teoremele 327 şi 329 rezult¼a EiI
Ei�

= EeI
Ee�

: �

Teorema 331 Ecuaţia dreaptei lui Soddy în coordonate baricentrice este:

(p� a)2(c� b)x+ (p� b)2(a� c)y + (p� c)2(b� a)z = 0:

Demonstra̧tie. Deoarece punctul lui Gergonne şi centrul cercului înscris în tri-
unghiul ABC apaŗtin dreptei Soddy, ecuaţia dreptei lui Soddy în coordonate baricen-
trice este: ������

x y z
1
p�a

1
p�b

1
p�c

a b c

������
= 0

sau
(I�) : (p� a)2(c� b)x+ (p� b)2(a� c)y + (p� c)2(b� a)z = 0:

�


