CAPITOLUL II

TEOREME FUNDAMENTALE DIN GEOMETRIA
TRIUNGHIULUI

I1.1. Teorema bisectoarei interioare
,Teorema este mai presus de constatare si mai presus de greseala.”-Gh. Titeica®

Teorema bisectoarei
AB

BD
Fie triunghiul ABC si AD, D < (BC) bisectoarea unghiului BAC . Atunci, e -4

Demonstratie.

Fig. 233

Fie CEUAD, Ee AB (Fig. 233 ). Atunci YcE =Pac ( unghiuri alterne interne) si

BAD = €E4 . Cum B4AD =BaC , rezulta YCE =4EC , adica triunghiul ACE este isoscel,
deci AC = AE . Din teorema lui Thales rezulta: @ = ﬁ = ﬁ
DC AE AC

Reciproca teoremei bisectoarei interioare
P . . .. DB AB . .
In triunghiul ABC, fie D € (BC) astfel incit R:E,atuna (AD este bisectoarea

interioard a unghiului [ BAC.
Demonstratie. Fie CEUAD,E € AB. Din teorema lui Thales in triunghiul BCE rezulta

BD = A8 , lar cu relatia din ipoteza DB = AB obtinem AE = AC,adica triunghiul AEC
DC AE DC AC

este isoscel, deci UAEC=0ACE (1). Cum ADUCE rezulta [0 DAC =0 ACE (2)
(unghiuri alterne interne) si [] BAD =1 AEC (3) (unghiuri corespondente). Din relatiile (1),

(2) si (3) rezulta [1 BAD =[] DAC, adica AD este bisectoarea unghiului [] BAC.

% Gheorghe Titeica (1873-1939) — matematician roman, profesor la Universitatea din Bucuresti, membru al
Academiei Romane, contributii importante in geometrie
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1) Segmentele determinate pe latura BC de bisectoarea AD au lungimea egald cu

, respectiv

b+c
Demonstratie. Din teorema bisectoarei avem £=£, a @=Q -2 , de unde
b c b b+c
BD="C s cp=
b+c b+c

2) In triunghiul ABC, fie D piciorul bisectoarei interioare a unghiului A, D < (BC).

. 2bc A . .
Atunci |, = 5 cosz, unde cu I, am notat lungimea segmentului AD.
+c
Demonstratie. Solufial. Din A ,pn, + A pey = A ase) A

rezulta %c-l{l -sin§+lb-l‘,-siné:%bcsinA, adica

2bc A
[, = cos—.
b+c 2
Solutia 2. Din teorema bisectoarei avem B
BD ¢ BD c ac . D ¢
DC b BD+DC b+c b+c .
ab Fig. 234
DC = brc Teorema sinusurilor aplicatd in 0 ABD ne
+c
9€ sinB
da: Z—“:ﬂ de unde /, = btc . Dar .a = _b , deunde: [ = 2be -Co A
sinB . 4 . sind sinB b+c 2
sin— sin—
2
. .. . S 2ac B
Analog, se obtin lungimile celorlalte bisectoare interioare: [, = —'COSE si
a+c
2ab C
[, =—— cos—.
a+b 2

I1.2. Teorema bisectoarei exterioare

. Toate inventiile unui om sunt adevarate, poti fi sigur de asta. Poezia
este atat stiinta cat si geometrie.” — Gustave Flaubert (1821-1880)

Teorema bisectoarei exterioare
Fie triunghiul ABC si AB # AC. Dacd (AE este bisectoarea exterioard a unghiului A,

AB

o

Demonstratie. Fie b>c, deci
Be(EC).Paralela prin B la AE
intersecteaza latura AB in B, (Fig. 235). Din

E € BC, atunci E =

teorema lui Thales rezulta Ezﬁ (1).
EC AC
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Dar UTAE =U0AB B (unghiuri corespondente) si U EAB=0UABB, (unghiuri alterne
interne), deci [l 4B, B =[] ABB,, adica triunghiul ABB, este isoscel, de unde AB = AB, (2).

Din relatiile (1) si (2) rezulta EB = ﬁ
EC AC

Observatii:

1) Conditia AB# AC din teoremd este esentiald pentru cd dacda AB = AC,atunci
bisectoarea exterioara a unghiului 4 este paraleld cu BC, deci nu ar mai exista punctul E.

_ EB EB
b-c EC-EB a

. . . EB
2) Din teorema bisectoarei i = % (presupunand b > c ) rezulta

adica EB = - si analog EC = ab .
b-c b-c

Reciproca teoremei bisectoarei exterioare

Fie triunghiul ABC si E € BC\[BC] astfel incdt %:%, atunci (AE este

bisectoarea exterioard a unghiului A.
Demonstratie. Evident 4B # AC, deoarece astfel ar rezulta EB = EC ceea ce este imposibil

datoritd faptului cd E e BC\[BC]. Fie BB U AE,B € AC. Din teorema lui Thales in
. . E AB S .
triunghiul EAC rezulta E:A_Cl" care cu relatia din ipotezd dd AB = A4B,, adica

triunghiul ABB, este isoscel, de unde obtinem cd [J AB,B =0 ABB,. Din AE[1BB, rezultd
U TAE =0 AB,B (unghiuri corespondente) si [l EAB =0 ABB, (unghiuri alterne interne) si
de aici obtinem ca [1 TAE =[] EAB, adica (AFE este bisectoarea exterioard a unghiului A.

1) Segmentele determinate pe dreapta BC de bisectoarea exterioard a unghiului A au
ac
b=

Demonstratie. Din teprema bisectoarei exterioare avem: ZC sau

lungimile egale cu , respectiv ——

b=l

(unde am considerat b > c ).

2) Fie A',B',C' picioarele bisectoarelor exterioare ale
unghiurilor  triunghiului  isoscel ABC. Punctele
A',B',C" sunt coliniare.

Demonstratie:
Din teorema bisectoarei obtinem:

A'B _AB B'C_BC . Cd4d_C4

= R si = . Avem:
A'C AC  B'A BA C'B CB

—_—— = -——-——=1 i din reciproca
A'C B'A C'B AC BA CB

teoremei lui Menelaus rezulta cad punctele A4',B',C' sunt
coliniare.
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Observatie: Teorema de mai sus apartine geometrului grec Pappus %

3) In triunghiul ABC, fie D' piciorul bisectoarei exterioare a unghiului A, D'< (CB.

. 2bc . A ,
Atunci [, = ¢ smE, unde cu I, am notat lungimea segmentului AD'.
—-c
Demonstratie. Deoarece:
Aiypcy = Apapsy = Apape; rezultd
A
b-l’sin(90°+£j—c-l'cosé:bcsinA
2 2
adica 1 '= 22 gin 4|
b-—c 2
D’ B D ¢
Fig. 237

I1.3. Teorema lui Pitagora”

,,Dupd ce a descoperit celebra sa teorema, Pitagora a sacrificat o sutd de boi. De atunci, de fiecare data, cand se
descopera vreun adevar nou, vitele cornute mari au palpitatii.” - Ludwig Bjoérne

. C
Intr-un triunghi dreptunghic pdtratul lungimii ipotenuzei este egal cu

suma patratelor lungimilor catetelor.
Demonstratia 1. In triunghiul dreptunghic ABC (m(@AC) =90°) fie
indltimea AD , D e (BC) (Fig. 238). Din asemdanarea triunghiurilor

D
ABD si CBA rezulti g%, :% si de aici 4B> = BC-BD (1), iar din

. . . A D
asemanarea triunghiurilor ADC si BAC rezulta —C:—C, de unde
BD AC

AC*=BC-DC (2). Din relatiile (1) si (2) rezultdi Fig. 238

AB* + AC? = BC(BD+ DC) = BC-BC = BC?.

Demonstratia 2. Pe ipotenuza BC se construieste Y
patratul CBNQ (Fig. 239). In prelungirea catetelor
AB si AC se construieste patratul AMPR avand C
latura de lungime b+c. Atunci,

bc
A avirry = Ascony T 44 upe;  SAU (b+cy =d’ -1-4.E

de unde rezultda a> =b* +¢* .

% Pappus (290 — 350) — matematician si filosof grec; a pus bazele geometriei proiect'pizg_ 239
%! Pitagora (Pythagoras) (c. 560 — c. 500 i. Hr.) — matematician, om politic si filosof grec
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I1.4. Teorema lui Pitagora generalizata

,.Céand apa frange o varga, ratiunea o indreapta
Ratiunea mi-e stapana inteleapta
Si astfel, ochi-mi, ajutati de gand,
Nici nu ma ingeald, desi ma mint oricand.”
La Fontaine®”

Fie triunghiul ABC §i D proiectia punctului A pe dreapta BC. Dacd

m(ACB) <90°,atunci ~ AB> = CA*> +CB>-2CB-CD. Daci  m(ACB)>90°, atunci

AB* =CA* +CB* +2CB-CD.
Demonstratie.

B D C

. Fig. 241
Fig. 240

Din  triunghiurile  dreptunghice ©= ABD si  ACD  (Fig. 240)  rezulta
AB® = BD* + AD?, AC* = AD* + DC". Daci m(4BC) < 90°, atunci
D e (BC)si BD=BC—-CD. Daca m(QBC) >90°, atunci Be(CD) si BD=DC-BC,
deci  AB® = AD* +(BC - CD)’ =(AD* +CD*)+ BC*-2BC-CD, de unde rezulti
AB* = CA* + CB* -2CB-CD. Daci m(QCB) >90° atunci BD=BC+CD (Fig. 241).
Avem: AB* = AD* +(BC +CD)’ = (AD* + DC*)+ BC* +2BC-CD = CA* + CB* + 2CB - CD.

1) Consecinti: Teorema cosinusului

In orice triunghi ABC, avind laturile de lungimi a, b, ¢, au loc relatiile:
i) a> =b* +c* —2bccos A,

ii) b> =a’ +c¢* —2accos B,

iii) ¢* =a* +b* —2abcosC.

Demonstratie.

A i) Fie D proiectia lui 4 pe BC. Daca m(QCB) <90°, atunci
din  teorema lui Pitagora  generalizatd  avem:
c*=a*+b*-2a-CD. Cum  CD=bcosC  rezultd
¢ =a’ +b* —2abcosC. Daci  m(ACB)=90°  atunci
¢ =a*+b*, adici teorema lui  Pitagora. Daci

B D C  mdcB)>90°, atunci ¢ =a’*+b*~2a-CD,
Fig. 242

%2 La Fontaine (1621-1695) — poet, dramaturg francez
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CD = CAcos(180°~C) = —bcos C adici ¢* = a’ +b* —2abcosC.
ii) si iil) se demonstreaza analog cu 1).

Observatii:
2 2 2 2 2 2 2 2 2
1) in orice triunghi ABC, cos A = brezal , cos B = are b , cosC = bra-c
2bc 2ac 2ba
2)1i) Daca m(@AC) <90°, atunci cos 4 >0 < a’> <b* +c’.
i) Dacid m(BAC)=90°, atunci cos A=0<> a’ =5 +¢”.

iii) Daca m(BAC)>90°, atunci cos 4 <0 < a* > b> +c’.

2) Teorema lui Pappus. Formula medianei
Dacai M este mijlocul laturii BC a triunghiului ABC atunci:

AB* + AC* =2(AM* + BM?). A
Demonstratie. Teorema cosinusului aplicatd 1n
triunghiurile ABM si AMC da:

AB* = BM? + AM? —2BM - AM -cosl) AMB (1)
AC? = MC? + AM* ~2AM - MC -cos(z —[] AMB) =
MC*+AM’+2AM -MC -cosl] AMB (2). Din relatiile

(D) si 2) prin sumare obtinem: C
AB* + AC* =2(AM* + BM*) , unde am tinut cont ¢ R M
BM = MC.

Fig. 243
Observatii:

1) Expresia AB* + AC* = 2(AM* + BM*) se numeste relatia lui Pappus.

2) Daca a,b,c sunt lungimile laturilor triunghiului ABC iarm, lungimea medianei AM,
26 +c*)-d*
4
3) Prin permutari circulare ale relatiei precedente se obtin urmdtoarele egalitati:

22+2_b2 2b2+2_2
mZ:(C a’) ,mf:( a)c.
4 4
4) Teorema lui Pappus ne ofera un mod de a determina lungimile medianelor in functie de
lungimile laturilor triunghiului.

relatia lui Pappus devine: m’ = ( Formula medianei ).

3) Consecinti: Dacd a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi ABC §i m_ ,m,, m,
sunt lungimile medianelor triunghiului ABC, atunci: i)
dm’ +m; +m’)=3(a’ +b’ +c%), ii)
16(m} +m;} +m*)=9(a* +b* +c*) (Relatia lui Cesaro)

Demonstratia se realizeaza inlocuind formula medianei in relatiile date.
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I1.5. Teorema lui Stewart”

»Geometria este cea mai bund si mai simpld dintre toate logicile, cea
mai potrivitd si dea inflexibilitate judecitii si ratiunii.” — Denis Diderot™

Fie  triunghiul ABC §i M un  punct pe latura BC.  Atunci:
AB*-MC+ AC*-BM — AM* - BC = BC-BM - MC.
Demonstratie.
Aplicand teorema cosinusului in triunghiurile
A ABM si AMC obtinem:

AB* = AM* + BM* =2 AM - BM -cosl] AMB

AC* = AM* + MC? —2AM - MC -cos[] AMC.
Cum  cos(J AMC) = cos(180° -] AMB) = —cosl] AMB,

B C rezulta:
M AB* - MC = AM* - MC+BM?* - MC—2AM - BM - CM - cosT AMB
Fig. 244 AC* - MB = AM* - MB+CM? - MB+2AM - BM - CM - cosT] AMB.
Sumand egalitdtile precedente obtinem:

AB’ - MC+AC* - BM = AM* (MC+ MB)+BM - MC(MB + MC)
adici AB*>-MC+ AC*-BM = AM* - BC + BM - MC - BC.

Consecinte:
1) Teorema medianei

20° +c*)-d*

Fie M mijlocul laturii BC a triunghiului ABC. Atunci, m’ = 1

(unde m,
reprezintd lungimea medianei AM).

Demonstratie. Avem BM = MC :%. Din relatia Iui Stewart aplicatd in triunghiul ABC si
20b° +c*)-d’

punctului M rezultd m. = 2

2) Lungimea bisectoarei interioare
Fie triunghiul ABC, ( AD bisectoarea interioara a unghiului [0 BAC,unde D < BC).

4b
Atunci AD® = o C)z p(p—a), unde p este semiperimetrul triunghiului ABC.
+c
. . . . . ¢ BD
Demonstratie. Din teorema bisectoarei rezulta Z = E, de A
unde C+b:M DC = ab (1) 51 BD:& (2)
DC b+c b+c

(Fig. 245). Teorema lui Stewart in 0 ABCpentru M =D da:
AD*-a=c*-DC+b*-BD—-a’-DB-DC (3). Din relatiile (1), g
D C

Fig. 245

% Matthew Stewart (1714-1785) — geometru scotian, profesor la Universitatea din Edinburgh
% Denis Diderot (1713-1784) — scriitor si filosof francez
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(2) si (3) rezulta I’ = 4be p(p—a) (unde prin /, am notat lungimea bisectoarei AD).

(b+c)

3) Lungimea bisetoarei exterioare
Fie triunghiul ABC, (AE bisectoarea exterioard a unghiului A, E € BC). Atunci,

g = 3bcp _b)(f -

(b—c)
Demonstratie.Fieb > ¢, deci B € (EC) (Fig. 246). Din teorema lui Stewart aplicatd in
triunghiul AEC  rezultd: AE*-BC+AC*-EB—AB*-EC=AB-EB-BC (¥). Din teorema
bisectoarei  exterioare  avem:

c_ @ de unde rezulta: -~
b EC e
¢ EB EB i el
b-c EC-EB a -
E<————a___
EBzi; analog EC = ab . B C
b-c -c
Relatia (*) devine Fig. 246
AE? -a+b -2 ¢ ab L .a

b—c 'b—c:C'b—c'
ahe(p=bXp-c) _

de unde rezulti: AE* = . arorc
(b-c) 2

I1.6. Teorema sinusurilor

.Fiecare problema pe care am rezolvat-o a devenit o regula care pe
urma mi-a servit la rezolvarea altor probleme.” — René Descartes”

In orice triunghi ABC, raza R a cercului circumscris verifici egalitatea:

4 _ b =— -9r

sin4d sinB sinC A
Demonstratie. Vom demonstra teorema pentru cele D
trei cazuri date de natura triunghiului ABC.

i) Triunghiul ABC este ascutitunghic (Fig. 247).

Fie diametrul BD. Atunci BCD este dreptunghic .

Avem: m(@AC)zm(@DC)z%m(@XC) de unde

C
BC a
sin(BAC) =sin(BDC)= == =-"_. Analo , avem :
in(BAC) =sin(BDC) 3D 2R g B
sin(4BC) =L si sin(dcr) =< , X
2R 2R Fig. 247

ii) Triunghiul ABC este dreptunghic. Fie

%René Descartes (1596-1650) — matematician si filosof francez, contributii in geometrie
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m(BAC)=90°. Avem sin(BAC)=1, sin(QBC):é si sinBCA) =<, Cum a=2R
a a

concluzia este evidenta.
iii) Triunghiul ABC este obtuzunghic (Fig. 248).

R A
Fie sin(@AC) >90°. In triunghiul BCD
m(BCD)=90°),  avem:  sin(BDC)= % C
Deoarece patrulaterul ABCD este inscriptibil B D
rezulta m(BAC) +m(BDC) = 180°, deci
sin(zz/ 2—@AC) :sin(QAC) zi. Pentru unghiurile
ascutite YBC si BCA se repetd demonstratia de la
subpunctul i). Fig. 248

I1.7. Teorema lui Ceva’®

,,Geometria este stiinta care restaureaza situatia dinainte de creatia lumii
Geometria este stiint t tuatia dinainte d tia 1
si incearca sa umple "golul", renuntand la oficiile materiei.” - L. Blaga’

Teorema lui Ceva
Fie triunghiul ABC si punctele D € BC, Ec€CA , F € AB . Dacd dreptele AD, BE si CF

AF BD CE
sunt concurente, atunci —— —— ——

FB DC EA
Demonstratie: Fie {K}=ADNBENCF .
Prin 4 ducem o paraleld la BC, iar G si F A
sunt punctele de intersectie dintre dreptele BE
respectiv. CF  cu aceastd paralela. Din

AHF S1BCF remia L —AH (),
FB BC
UBCE ~JAEG rezulta @:B—C ),
EA AG
DAGK ~1BDK remulta A9 - AK 5
BD DK
OCDK ~JAHK rezulta AL AK (4). Din
DC DK
. . . AG AH AG BD
relatiile (3) si (4) obtinem —— =" deunde —— =—— (5). Din relatiile (1) , (2) si (5
tille (3) si (4) obt 3D - DC < DC() 1, @)si(5)

FB DC EA BC AH AG

% Giovanni Ceva (1647-1734) — matematician italian, profesor la Universitatea din Mantua, contributii in

geometrie

"Lucian Blaga (1895-1961) - filozof, umanist, jurnalist, poet, dramaturg, traducitor, profesor universitar si
diplomat roméan, membru titular al Academiei Romane

247



Reciproca teoremei lui Ceva
AF BD CE
Fie triunghiul ABC §i punctele De BC , E€cCA, FeAB .Daca — ——=1,
FB DC EA
atunci dreptele AD, BE §i CF sunt concurente.

Demonstratie. Fie {K}=BENCF si {D'} = AK nBC . Conform primei parti rezulta

AF BD' CE R - C L BD' BD

——+——+—— =1 care Tmpreund cu relatia din ipotezd dd : ——=—— de unde

FB D'C EA D'C DC

BD™+D'C = BD+DC deci BC =§ si de aici rezultd cd D'C = DC ,adica D=D".
D'C DC D'C DC

Observatii:

1) Reciproca teoremei lui Ceva este adevarata si in cazul in care unul din punctele D,E, sau
F apartine unei laturi — de exemplu D € BC - si celelalte doud puncte E e CA,F € AB
verifica conditia: “dreapta BE nu este paralela cu dreapta CF.
2) Daca BEUCF reciproca teoremei lui Ceva nu mai este
adevaratd, asa cum o aratd urmatorul exemplu: ,Fie D
mijlocul segmentului BC, F simetricul lui B fatd de 4 si E
simetricul lui C fata de A. Atunci,

AF BD CE 1

—._—.—=—-1-2=1, dar dreptele AD, BE, CF nu
FB DC E4 2 P B D C
sunt concurente (deoarece ADIBE[ICF, AD fiind linie Fig. 250

mijlocie in triunghiurile BEC si BFC.”

I1.8. Teorema lui Menelaus®

,»Un punct pierdut e lumea in haosul imens.
Toata stiinta noastra: cuvinte fara sens.
Om, pasdre si floare sunt umbre in abis.
Zadarnic este gandul, iar existenta - vis.”

Omar Khayyam®

Teorema lui Menelaus
Fie triunghiul ABC si punctele A'e BC,B'e CA,C'e AB. Punctele A',B'.C' sunt
coliniare daca si numai daca
A'B B'C C'A_

A'C B'A C'B

Demonstratie. Presupunem ca
punctele A", B',C' sunt coliniare.
Conform axiomei lui Pasch, cel putin
unul din punctele A4',B',C"' se afla pe
prelungirea laturilor  triunghiului
ABC . Fara a restrange generalitatea
putem presupune ca

Fig. 251

% Menelaus (70-130) — mathematician grec, contributii importante in geometrie
% Omar Khayyam (1048-1122) — matematician, poet, filosof, astronom persan, contributii in algebra si geometrie
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B'e€(AC),C'e(A4B) si A'e[CB\[CB](Fig. 251).

Solutia 1. Fie A4, B,,C, proiectiile punctelor 4, B, C pe dreapta A'B'..Din asemandrile
triunghiurilor: 4'BB, si A'CC,; B'CC, si B'AA,; C'AA, si C'BB, rezultd egalititile
A'B_BB B'C_CC C'A_ A4 A'B B'C C'4

=-—L care prin inmultire dau: ——-—— . —— =
A'C CC "B'A AA "C'B BB, A'C B'A C'B

A ycpy .A[BC'A'] ) Acpy -1
14'[BC'A'] A[CA'B'] 14[AC'B']
C'4-C'B'sin4C'B' A'C"A'Bsin€'4'B  B'4"B'Csin4'B'C
C'B-C'A'sinA’"C'B A'B"“A'C-sinCA'B' B'A-B'C'sin(r—4'B'C)
A'B B'C C'4

A'C B'A4 C'B

Solutia 3. Fie BPUA'B' (P € AC). Din asemanarea triunghiurilor BPC cu A'B'C,
respectiv a triunghiurilor 4C'B' cu ABP rezulta: B'P = A'B si B4 _C4 care prin
B'C A'C B'P C'B

Solutia 2. Egalitatea evidenta este echivalentd cu:

=1, adica

inmultire dau concluzia.

Reciproc, presupunem ca ﬁ-B—C~Q:1 (1) si demonstram ca punctele A',B',C"'
A'C B'A C'B

sunt coliniare. Fie A'e[CB\[CB],C'e(4AB) si {B"}=A'C'nAC. Atunci, conform

C . A'B B"C C'4 . . B'C _B"C
primei parti rezultd: ——-——-——=1care cu relatia (1) da =—— si de aici
A'C B"A C'B B'A B"A
B'C C B"C
AC ,adica B'C = B"C si cum exista doar un punct interior laturii AC pentru care
B'C=B"C,rezulta B'=B", deci punctele 4',B',C" sunt coliniare.
Solutia 4. Consideram cazul cand doua puncte sunt pe laturi si unul pe prelungirea unei

laturi Notdm: « = ,P= B'C V= ¢ A.Din A4'C =l rezulta A4'C =L, deci
A' B'A C'B A'B « BC l+a
CA' = La?’ Din BC_ =p rezulta CB'= iﬂCA , iar

l+a B'

IJ;
+

CC'= a+E'=@+%-E = @+L1E Putem exprima acum vectorii B'A4’
}/_

si BC': BA'=CA'-CB'= @ L ,B'C'=CC'-CB'=CA+-L— B-P G-
l+a 1+p y—1 1+4

LCA-i——(AC+ CB)= i/ =P _4+-L_CB. Din conditia ca vectorii B'A" si B'C'

1+ A+5)(-1) r-1

y=1 _pa+p)r-D

(I+a)y A+ )1+ pBy)

sa fie coliniari, rezultd de unde obtinem afy=1 sau

A VB B ' 'A ..
A'B BC C'4 =1.Analog se trateaza cazul cand punctele 4',B',C' sunt pe prelungirile
A'C B'A C'B

laturilor. Pentru demonstratia afirmatiei reciproce, fie afy=1 §i notind
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_4'B ﬂzBC =CA=L, avem B’A'=C—A’—(?”=L(§—iﬂ@ (D),

“ac” T B T B ap l+a 1+
B'C'=CC'-CB'=- I+ By CA+-L—CB si  inlocuind 7/=L obtinem
1+ 8y -1 y-1 aof
o= 1 G P Gl pin (1) si ) avem BC=—% B4, deci
1—ap\1+B  1+p 1-ap

A',B',C" sunt puncte coliniare.

Teorema lui Menelaus pentru patrulatere

Daca X, Y, Z, W sunt puncte coliniare pe laturile AB, BC, CD, respectiv DA ale

patrulaterului ABCD, atunci AX BY &z bw . DW
XB YC ZD WA

Demonstratie.
’ D

>

I1.9. Teorema transversalei

~Matematica nu se face in stare de urgenta.” — Ion Cucurezeanu'®

Teorema transversalei
Daca intr-un triunghi ABC se duce o ceviana AD, iar o secantd oarecare intersecteazd

AM AC PN DB
dreptele AB, AC si AD in punctele M, N, respectiv P, atunci AM AC PN DB

AB AN PM DC
Demonstratie. Fie B',C'\M ' si N' proiectiile punctelor B, C, M, respectiv N pe AD. Din

asemanarea triunghiurilor AMM ' si ABB', ACC' si ANN', PNN' si PMM', BB'D si

1% Jon Cucurezeanu — matematician roman, profesor la Universitatea din Constanta,contributii in studiul ecuatiilor
diofantice



AM MM' AC CC' PN NN' . DB BB' . .
—_— =, _— , = $1 _— Inmul!:lnd
AB BB’ AN NN' PM MM’ DC ccC'

CC'D rezulta:

. . AM AC PN DB
membru cu membru relatiile precedente rezultd: —— — —— - ——=1.
AB AN PM DC

1) Daca intr-un triunghi ABC se duce
o ceviand AD,D € (BC) si o secantd

intersecteazid pe AB, AC si AD in
punctele M, N, respectiv P, atunci:

@-DC+N—C~BD=Q~BC.
MA NA PA

Demonstratie. Din aplicatia precedenta
in triunghiurile ABD si ADC cu

cevianele AC respectiv 4B si secanta

MN rezulta: EzﬁﬂE si
NM AM AM BC

——-——-——. Sumand relatiile

precedente obtinem 1=—— + e = .
AD\ AM BC AN BC AP AM BC AN BC

Cum AB=AM +MB, AC=AN+NC, BC=BD+DC si AD=AP+PD rezulta

@-DC+N—C~BD=Q~BC.
MA NA PA

AP( AB DC AC BD AD AB DC AC BD
——+——|,deunde —=—7F—+——

2) Fie triunghiul ABC si punctele D € (BC),E € (AB),F € (AC),M € (AD). Daca

DC-@+BD-E = BC-@, atunci M € EF.
EA FA MA
Demonstratie.  Fie {M"'t=ADNEF. Din  teorema  transversalei  rezulta
DC LB +BD i =BC- M'D care impreuna cu relatia din ipoteza da: Mb = M'D sau
EA FA M'A MA M'A
MD + MA = M'D+M A , adicéA—D = AD . Din relatia precedenta avem : MA=M"'4,
MA M'A MA M'A
deci M =M".

Observatie: Teorema lui Menelaus este o consecintd a teoremei transversalei.
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I1.10. Teorema lui Leibniz

,»Sub aspect elementar, numeroase teoreme interesante sunt create mereu fie de cétre amatori devotati, fie de catre
marii matematicieni, care ori de cate ori au intelegerea sa revina la problemele elementare, le-au privit sub aspecte
noi, dand demonstratii mai simple sau incadrari mai naturale.” — N. Mihiileanu'®*

Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC. Pentru orice punct M

din planul triunghiului ABC este adevaratd relatia:
AB* + BC* + CA
MA? + B> + pC? = AB T BCHCA 6 (),
Demonstratie.
Fie A' mijlocul laturii BC. Relatia lui Stewart
A aplicata in triunghiul AMA' da:
MA*-A'G+MA® AG—AA" AG-GA'= MG* - AA'
AA" 2
Egalititile 4'G = ——,AG = — A4,
Mo R 3 3
2 2 2
MA”? - 2(MB "+ MC*")-BC ’
4
B _pr2
Al C A4” :2(ABZ +/2C2) BC inlocuite in relatia
Fig. 254 precedenta dau concluzia.
Consecinte:
2 2 2
1) Daci M =G,atunci GA* +GB*> +GC”* = AB +BC" +C4 si relatia din teorema lui

3
Leibniz devine MA* + MB* + MC* = GA* + GB* + GC* +3MG*.
AB* + AC* + BC?

2) Din relatia lui Leibniz rezultd ca MA® + MB* + MC* > i cu egalitate

daca punctul M coicide cu G.
3) Dacd M coincide cu O — centrul cercului circumscris triunghiului ABC - atunci relatia

a+b*+c’ a’+b*+c’
9
4) In orice triunghi 4ABC este adevarata relatia: 9R> > a® +b° + .

(*) devine: 304* = +30G?, adica OG*> =R* -

2 2 2
. a +b +c .
Demonstratie: Cum OG” > 0avem: R > ————— | adicd 9R* > a’ +b” +c”.

5) Fie H si O ortocentrul respectiv centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Atunci:

4a” +b* +c%)

i) OH> =9R*> —(a’ +b* +c%),ii) GH> =4R* - unde R este lungimea razei

cercului circumscris triunghiului ABC si a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiului 4BC.

1% Gottfried von Leibniz (1646-1716) — matematician si filosof german, contributii importante in analiza
matematica
12 Nicolae Mihaileanu (1912-1998) — matematician roman
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Demonstratie: i) Din relatia cunoscutdi OH =30G rezulti OH* =90G” care impreuni cu
relatia de la observatia 3) ne di OH* =9R* —(a” +b*> +c*). ii) Cum OG =%HG rezulta

Aa® +b* +c%)

0G*? :%HGZ, deunde HG* =4R* - 5

II.11. Teorema lui Toricelli - Fermat
,.In matematicd nu existd ignorabimus, nu vom sti...., trebuie sa stim si vom sti!” - David Hilbert'®

Sda se gaseascd punctul P din planul unui triunghi ABC pentru care suma PA+ PB+ PC
este minimd.

Demonstratie. Solutia 1. Prin rotatia de
centru B si unghi de 60° a triunghiului 4ABP
se obtine triunghiul C'BP'. Atunci,
PB=P'P si PA=C'P', de unde
PA+PB+PC=P'P+PC>C'C. Suma
este minima atunci cand punctul PeC'C,
adica m(J BPC")=60°. Analog, prin
rotatia de centru 4 si unghi de 60° a
triunghiului ABP se obtine:
m(J APC") =60°, deci m(J APB)=120°. Fig. 255

Analog, se aratd ca punctul P apartine

dreptelor BB',AA' (B'si A' se obtine ca mai sus), deci punctul P cautat se afla la
intersectia dreptelor A4',BB',CC".

Solutia 2: Fie P punctul pentru care suma PA+ PB+PC este minimd si d, dreapta ce

contine punctele P si A. Ardtdm ca dacd, de exemplu, punctul P se plimba pe dreapta d,
punctul cdutat P rdmane acelasi. Fie cd 4, € AP si presupunem ca F, este punctul pentru
care suma PBA+FB+AC este minimd. Astfel, pentru triunghiul 4BC avem:
PA+PB+PC<BA+FB+FC sipentru : BA +FB+FC< PA +PB+PC relatii care
sumate dau PA+PA <PA+FA , sau PA+AA+FA <PA+FA, de unde
rezultd 4 A+ F A < F A, absurd. Deci, dacd 4 €d,, atunci pozitia punctului P pentru care

se realizeazd minimul nu se schimba. Analog, se demonstreaza proprietatea de mai sus si
pentru punctele B si C. Astfel, putem alege punctele Bed, si Ced, astfel incat

triunghiul ABC sa fie echilateral, acest lucru poate fi realizat. De exemplu, alegem A ed,

astfel incat 4B = BC . Evident, daci triunghiul ABC este isoscel, punctul P apartine axei de
simetrie a triunghiului 4BC. Plimbdm acum punctul Bed, ( iarPed,) astfel incat

triunghiul ABC devine echilateral si atunci m(J APB) =m(J APC)= m(J BPC)=120°.

1% David Hilbert (1962-1943) — matematician german, profesor la Universitatea din Gottingen, contributii
remarcabile in geometrie si analiza matematica
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Solutia 3: Fie P un punct situat in interiorul
triunghiului ABC astfel incat m(J APB) = m(l APC)

Presupunem ca lungimea segmentului [PA] este
constantd. Fie cercul cu centrul in 4 si razd PA si
tangenta d In P la cerc. FieF ed,F #P,
AP, N C(4,PA)={R}. Cum UAPB=0APC rezulta:
PB+PC<EB+FEC<RB+RC si de aici

PA+PB+PC<PA+RB+RC=RA+RB+RC.
Repetand rationamentul pentru PB  sau PC
constante rezulta cd minimul se obtine pentru
OAPB=0APC =[1 BPC(=120°).

Observatii:

1) Punctul P se numeste punctul lui Fermat" sau punctul izogon al triunghiului ABC.

2) Demonstratia de mai sus nu mai este valabild daca un unghi al triunghiului ABC are
masura mai mare de 120° (vezi ,, Triunghiurile lui Napoleon. Punctele Iui Fermat™).

Generalizarea teoremei lui Toricelli - Fermat
Fie ABC §i DEF doua triunghiuri de laturi a, b, c respectiv d, e, f. In exteriorul

triunghiului ABC se construiesc triunghiurile A'BC, AB'C, ABC ' asemenea
cu DEF, m(A4)+m(B) <180°,m(B)+m(E) < 180°,m(€) + m(F) < 180°. Atunci:
a)d-AA'=e-BB'=f-CC';

b) cercurile circumscrise triunghiurilor A'BC,AB'C si ABC'au un punct comun T;

c) dreptele AA',BB'si CC'sunt concurente in punctul T;

d) d-TA+e-TB'+ f-TC'=2(d - TA+e-TB+ f-TC) ;

e) suma d-MA+e-MB+ f-MC este minima cind M coincide cu T;
P2d-TA+e-TB+ f-TC) =a*(-d* +&* + f)+b*(d* —e* + )+ (d* +& — f7)+16-S-S",
unde S §i S'sunt ariile triunghiurilor ABC respectiv DEF ;

g) Daca 0,,0,,0. sunt centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor A'BC,AB'C
respectiv ABC', triunghiurile O,0,0. si DEF sunt asemenea.

Demonstratie. a) Din asemanarea triunghiurilor 4'BC si AB'C rezulta % :% si
cum 0A'CA=0BCB' rezulta ca triunghiurile A'CA si BCB' de unde

ﬂ—ﬁ—zzg,adicé d-AA'=e-BB'. Analog se aratd ca e-BB'=f-CC' de

BB' B'C EF
unde rezultd d-AA'=e-BB'= f-CC".

b) Fie T al doilea punct de intersectie dintre cercurile circumscrise triunghiurilor BCA' si
AB'C. Atunci, m(U BTC)=180°—m(J BA'C) =180°—m(J D) si
m(J ATC) =180°—m(] CB' A) =180°—m( E). Pentru ca m(U E)+m(U B) <180° rezultd ca T
apartine arcelor cercurilor considerate aflate in interiorul triunghiului 4BC. Atunci:
m(l ATB) =360° —m( BTC)—m( ATC) = 360°—(180°—m(1 D))—(180°—m( E)) =

1% pierre de Fermat (1601-1665) — matematician francez, contributii in teoria probabilittilor si teoria numerelor
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180°—m(0 F)= 180°—m( AC'B), adica patrulaterul TAC'B este inscriptibil, deci T
apartine si cercului circumscris triunghiului 4BC".

c) Deoarece patrulaterul BTCA' este inscriptibil rezulta
OBTA'=s0 BCA'=0DFE=0AC'B si cum m(JAC'B)+m(] ATB)=180° rezulta
m(0 BTA"Y+m(0) BTA) =180°, adica punctele A,T si A' sunt coliniare. Analog se arata ca
punctele B,T,B' si respectiv C,T,C' sunt
coliniare, deci {T} =AA'"BB'nCC".

d) Din teorema lui Ptolemeu pentru patrulaterul
inscriptibil TBA'C rezulta
TA"BC=TB-A'C+TC-A'B (1). Din
asemanarea triunghiurilor 4'BC si DEF avem:
A'B_A'C _BC
‘DE DF EF
(2) rezultd TA"k-d =TB-e- f +TC- f -k, adica
TA"d =TB-e+TC- f. Analog se aratd ca:
TB"e=TA-d+TC-fsi TC" f=TA-d+TB-e.
Suméand ultimele trei egalitditi membru cu

=k (2). Din relatiile (1) si

membru rezulta:

T4 d+TB"e+1C" f =2ATA-d+1B-e+1C- f). A’
e) Fie M un punct arbitrar situat in planul

triunghiului ABC. Atunci, Fig. 257

d-AA'<d(AM +MA"Y=d-AM +e-BM + f-CM

cu egalitate atunci cand M e BrCN 44 ', adica cand M coincide cu T.

f) Din subpunctul precedent d-AA'=d-AM +e-BM + f-CM. Determindm pe AA' din
triunghiul BAA' aplicind teorema cosinusului: AA4"” = B4* +BA”—2BA-BA'cos(l B+ E),
adicdi  (d-AA") =(dc)* +(d-BA") —2(d-BA)-(d-BA") -[cos Bcos E —sin Bsin E]

2, 2 32 g2 2 2
sau  (d-AAY =d*c* +aif*-2d-c-a-f| 2 te b A S e —sinB-sinE |,
2ac 2df
_(a2+cz—b2)(d2+f2—e2)

deunde (d-AA") =d’c> +a’ f’ —2(acsin B)-(df sinE) si

2
deci: 2(d-TA+e-TB+ f-TCY =a’(-d* +&* + f)+b*(d* =" + )+ (d* +& — f7)+16-S5-S".
g) Fie {P}=A4T n0,0.,{0}=BT n0,0.,{R} =CT n0O,0,. Deoarece 0,0, LCT si
0,0. LBT rezultd cd  patrulaterul O,RTQ este  inscriptibil,  deci
m( QO,R) = 180°—m(D QTR) =180°—m(J BTC) =180°—-[180° —m(] BA'C)] =m(U BA'C) = m(1 D).
Analog se aratd cd m(J 0,0,0.)=m(U E) si m(U 0,0.0,)=m( F), adica triunghiurile
0,0,0. si DEF sunt asemenea.
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Observatii:
1) Daca p este raza cercului circumscris triunghiului DEF atunci O,C=b-p si

AA' p-d-AA' p-d-AA" - AA' .BB'
OAOB:p :p d :p d f:d 'f. Analog OBOC:ﬂ.d $1
d-e 4p8' 48" 48"
.CC' 0,0. 0.0, d-AA'
0,0,=2CC ¢ qeci 919 - %O _ OOy _d ALy 4 ppi= focO.
48" f d e 48"

2) Daca triunghiul DEF este echilateral se obtine teorema lui Toricelli.

I1.12. Teorema lui Feuerbach'®

,,Ca sd te indoiesti de linia dreapta
trebuie sa stii mai intdi din cate puncte
¢ facuta.” — Nichita Stanescu'®

Teorema lui Feuerbach
Intr-un triunghi, cercul lui Euler este tangent cercului inscris si cercurilor exinscrise
corespunzdtoare.

Demonstratie. Solutia 1. Fie A' intersectia
bisectoarei interioare a unghiului BAC cu latura
BC, H ,H,H, triunghiul ortic al triunghiului 4ABC,
M, ,M,,M_ mijloacele laturilor BC , AB respectiv
AC ale triunghiului ABC,C,C,C, triunghiul de
contact, iar D, ,D,,D,. proiectiile punctului 7, —
centrul cercului A4 - exinscris - pe dreptele BC, CA
respectiv AB (Fig. 258). Vom demonstra mai intai
cd: M,C:=M_,H, -M,6A". Din teorema bisectoarei

rezulta ﬂzf, de unde BA’:a_C. Avem:
'C b b+c
Moa=4-9 4079y bin triunghiul

2 b+c 2b+c)
dreptunghic AH B si AH,C rezulta
AH > = AB> -BH® = AC?-CH
b*~c¢*=(H,C+H,B)YH,C—-H,B), b*—c* =a(a-2H,B), de unde
a’+c’-b’ , b — >

HB=—— si de aici M H, =M B-BH, =
2a 2a

+b+ . . . .
BC,=CD,=p-b unde p =%, (vezi ,,Cercul inscris intr-un triunghi” ) rezultd

Fig. 258

(2). Deoarece

b—c
2

M{,Ca:MaB—BCa:%—(p—b): (3). Din relatile (1), () si (3)

19 Karl Feuerbach (1800-1834) — matematician german, contributii importante in geometrie
1% Nichita Stanescu (1933 — 1983) — eseist, poet romén, ales postum membru al Academiei Romane
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rezulti M, C2 =M H,-M,A' (4). Egalitatea (4) aratd cd punctul H, (care apartine
cercului lui Euler al triunghiului ABC') se transformd prin inversiunea de centru M, si

raport M, Cj in punctul 4'. Prin aceasta inversiune, cercul lui Euler (fara punctul M) se
transforma intr-o dreapta d antiparaleld cu BC in raport cu 4 ce trece prin A' (vezi ,,Cercul
Iui Euler”). Dreapta d este a doua tangentd comuna interioara a cercului inscris §i 4 —
exinscris. Prin aceastd inversiune cercul inscris se transforma in el insusi deoarece modulul
inversiunii este egal cu puterea polului inversiunii fatd de cercul considerat.
Deoarece M ,C, =M D, rezultd ca si cercul A — exinscris se transforma in el
insusi. Dreapta d fiind tangenta cercului inscris i 4 —exinscris (invariante in inversiunea
consideratd) rezultd ca si cercul lui Euler ar fi tangent acestor cercuri In punctele ¢ si @,
(punctele de intersectie dintre dreapta d si cercurile inverse si A — exinscris). Analog se
arata ca cercul lui Euler este tangent cercurilor exinscrise corespunzand varfurilor B si C.
Solutia 2. Fie C(I,r) cercul inscris in triunghiul ABC (Fig. 259). Utilizam teorema lui

. . . b
Casey, considerand cercurile (M, ,M,,M ) obtinem: ¢, ,. =% s Ean, =7 by, =%,
a b-c a-c c b—a
byp = E_(p_b) = 5| Lyp = E_(p_c) = 5 lyo = E_(p_a) =|——1 (unde

prin distanta tangentiald ¢; dintre cercurile C, si C; intelegem lungimea tangentei comune

exterioare duse la cele doud cercuri, cele doud cercuri aflandu-se de aceeasi parte a
tangentei). Pentru ca cercul

Fig. 259

inscris C si cercul medial sa fie tangente trebuie sd demonstram ca pentru o combinatie a
semnelor + si — rezultd *c(b—a)xa(b—c)tb(a—c)=0, ceea ce este evident. Din
teorema lui Casey rezultd ca existd un cerc care trece prin M, ,M,,M_ si C. Cum cercul
circumscris triunghiului median este cercul lui Euler urmeaza ca cercul celor noud puncte si
C sunt tangente.
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Solutia 3. Fie M_ mijlocul laturii 4B, H_piciorul indltimii din H, O, centrul cercului lui
Euler al triunghiului ABC, DE diametrul perpendicular pe 4B, F si K mijloacele

. . DE .
segmentelor HD respectiv HE (Fig. 260). Deoarece KF = - =R sicum O, € KF

%
>~

Fig. 260

rezultd cd KF este diametru in cercul lui Euler al triunghiului 4ABC, deci m(KM F) =90°.
Fie XY 1 AB,XY diametru in cercul inscris in triunghiul 4BC (Y e AB) si
XL 1 MK(LeKF). Atunci, LM =XY =2r unde {M}=KFNAB. Drepta FM_ este

dreapta lui Simson a punctului D si este perpendiculara pe dreapta CD in punctul S (vezi
,Dreapta lui  Simson”). Avem UH.CB=USM M =0DIY=0M DS(=ca). Fie

{T}=FYNKX. Aratam ca m( KTY)=90°, deci cercurile de diametre KF §i XY — adica
cercul lui Euler si cercul finscris in triunghiul ABC — sunt tangente in ¢. Din
MY =DIsina,YH, =ICsina  rezultdi M,Y-YH, = DI-IC-sin’ @ =2Rrsin’ @; dar
Rsin’ @ = FKsin’ @ = M _Fsina = MF, de unde M,Y-YH,k =2r-MF =LM-MF. Din
puterea unui punct M fata de cercul lui Euler rezultd
MM, -MH, = MM’ = MF - MK = MF(KL+LM)=MF -KL+MF -LM = MF -KL+M.Y -YH, (1).
DaerMH -MY’=(MH,-MY)MH_ +MY)=YH_-YM _, deci
MH? =MM?=MY*+YH,_-YM, (2). Din relatile (1) si (2) rezultd

. LX MF . . .
MY? = MF-KL=LX", adici — =—— relatie care arati ci K¢ L FY, deci cercul lui
KL MY
Euler si cercul inscris in triunghiul ABC sunt tangente in punctul ¢ .

or’ +1IH’ _OH2

Solutia 4. Teorema medianei aplicata in triunghiul OIH ne di: 10; = 2 2

R*=2Rr+2r’-2r,R R’>—4r,R . .
sau [0; = 5 e — 1 "—, unde 7, este raza cercului inscris in

triunghiul ortic al triunghiului 4BC (vezi ,,Cercul inscris” si ,,Cercul circumscris”), si de
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R> —4Rr+4r° (R~ 2r)’
4
cercului Euler rezulta cercul lui Euler si cercul inscris sunt tangente interior.

aici rezultd ca 10, = , deci O,/ =§—r. Cum g este raza

Observatii:

1) Punctele ¢,¢,,¢,,¢. de tangentd dintre cercul lui Euler si cu cercurile tritangente se
numesc punctele lui Feuerbach ale triunghiului ABC.

2) Intr-un triunghi ABC se duce cea de-a doua tangenti interioard a cercului inscris cu
fiecare cerc exinscris (primele tangente fiind laturile triunghiului). Dreptele ce unesc
punctele de contact ale acestor trei tangente cu mijloacele laturilor corespunzatoare trec
prin punctele lui Feuerbach.

1) Dreptele care unesc punctelele lui Feuerbach ale cercurilor exinscrise cu punctul lui
Feuerbach al cercului inscris trec prin piciorul bisectoarei situate pe laturile respective.

Demonstratie. Piciorul bisectoarei interioare a unghiului BAC - punctul A4' - este centrul de
omotetie inversa dintre cercurile Inscris si 4 - exinscris; punctul lui Feuerbach ¢ este
centrul de omotetie directd dintre cercurile lui Euler si cercul inscris, iar ¢, cetrul de
omotetie inversd Intre cercul lui Euler si cercul A4 - exinscris, deci punctele 4", ¢ si @,
sunt coliniare.

Triunghiul lui Feuerbach ¢,p,¢, este triunghiul a carui varfuri sunt punctele de tangenta
dintre cercul celor noud puncte cu cercurile exinscrise unui triunghi 4ABC.

2) Cercul ce trece prin picioarele bisectoarelor interioare ale unui triunghi contine
punctul lui Feuerbach al triunghiului.

Demonstratie. Vom ardta ca triunghiul determinat de picioarele bisectoarelor este asemenea
si omologic cu triunghiul lui Feuerbach.Vom utiliza in demonstratia teoremei doud leme:

Lema 1. Cercul C(O,R) este tangent exterior cercurilor C;(O,,n) si (5(0,,r,) in punctele
A, respectiv B. Daca A, si B, sunt punctele de tangenta ale tangentei exterioare comune

R
cercurilor C, §i respectiv (&, atunci AB=———-4B

JR+mR+r)

Demonstratie. Teorema cosinusului aplicatd in triunghiurile AOB si O,0B (Fig. 261)

2 2 2
ne di: cos4OB= 2R ;43 =1- ABZ R
2R 2R
QG =(Ret1 +(R+1Y ~2R+E)R+1)-eos(E]O0)
Din relatiile precedente rezulta:

> ) ABY .
0102 :(rl_rz) +(R+”i)(R+l”2)' T .Din

trapezul A,B,0,0, avem:
00; =(r,—r)’ + 4B}, de unde rezulta
concluzia.
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Lema 2. Fie a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiului
ABC si C(O,R) cercul circumscris triunghiului
ABC. Daca (1,,r,) este A -cercul exinscris, iar B,
si C, picioarele bisectoarelor interioare ale
abc\JR(R+2r,)
(a+b)a+c) R’
Demonstratie. Fie [ B, 1 AC, B,eAC si
1C,1L4AB, C,eAC, O0OQL11B,,Q0e€lB, ,

unghiurilor B i C, atunci B,C, =

OPL1.C,Pcl,C,, A&:Agzi%FEZ

(Fig. 262). Atunci, OPzp—%za;b si

00=p —% =2 ;C . Din teorema bisectoarei Fig. 262

rezultd: AB, =%,AC1 =ac—fb , de unde::;l—lél1 = Z:]Z =g—g . Cum POQ= @zAB2

BC, 4B, 2bc
PO OP (a+c)a+b)
Tinand cont ca punctele O, P,0Q,I, sunt pe cercul de diametru O/, din teorema sinusurilor

rezultd ca triunghiurile 4B,C, si OPQ sunt asemenea si

(*).

rezultda PQ=0I, -sin EOQ =0l,-sin4d=0I, -% care Impreund cu (¥) da:

BC, =0, . abe
R(a+c)a+b)

C - abcR(R+2r,))

" R(a+ce)a+b)

Utilizand relatia lui Euler OI’ = R(R+2r,) rezulti.

Demonstratia teoremei. Fie ¢ punctul lui

Feuerbach al triunghiului ABC si O, centrul
cercului lui Euler. Fie ¢,,¢,,9p. punctele de
tangentd al cercului lui Euler al triunghiului
ABC cu cercurile sale exinscrise si X,Y

punctele de tangentd ale cercurilor A4 -
exinscris si B — exinscris cu latura AB. Avem:

ZY:AY+BX—AB:fi§i5+fi§i5—c:a+b

Din lema 1, rezulta
, R Fig. 264
oo (a+b)-= (a+b)R
at’h — -
R+2r)R+2
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beR(R+2
AbeNRR* 21 i 264,

(c+a)(c+b)R

Din lema 2 rezultd 4 B, =

AB, _ abc\|R(R+2r,)(R+2r,)(R+2r,)
0.0, (a+b)c+a)b+c)R?
AB B A
Cé: 11 — ICI — C'1 1
¢a¢b ¢b¢g ¢c¢a

Atunci, . Din simetria relatiei precedente rezulta

,adicd triunghiurile 4, B,C, si ¢,¢,¢. sunt asemenea (1). Aratim

O,p _R B, _r I, _ﬁ

cd punctele @, B, si ¢, sunt coliniare. Din faptul cd

ol 2r” Bl, 1 90, R

0 IB, 1
rezultsa - 22. 220 L si din reciproca teoremei lui Menelaus rezulti ci punctele
ol Bl, 9,0,

@, B, si ¢, sunt coliniare. Analog se arata cd punctele ¢, C, si @, si ¢,4, si ¢, sunt

coliniare, ceea ce aratd cd triunghiurile 4B,C, si @,¢,¢. sunt omologice (2). Din relatiile

(1) si (2) rezults m(EpB,)+m(E'4B) = m(p)pp,)+m(lp)p,p,) =180°adici ¢ apartine
cercului circumscris triunghiului 4 B,C,.
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3) In triunghiul ABC fie C,,C,,C. punctele de contact ale cercului inscris cu laturile
BC, AC, respectiv AB, X s§i Y punctele de intersectie dintre paralela dusa prin A la BC
cu dreptele C C,, respectiv C,C, . Dreapta lui Euler a triunghiului C XY trece prin

punctul lui Feuerbach al triunghiului ABC.
Demonstratie. Vom arata mai intai ca punctele 4,C,,C_, X", Y"',I (Fig. 265) sunt conciclice

(unde X' si Y' sunt mijloacele segmentelor C, X , respectiv C,Y ), ele apartinand cercului

EQC,,X de unde

celor noud puncte al triunghiului C, XY . Avem, Yxc E@CLC,) =ecc

b~a

AX = AC, si analog AY = AC,.
Cum AC, = AC, rezultd
AY = AX , deci A este mijlocul
segmentului XY . Cercul celor noua
puncte al triunghiului C, XY
contine punctele A4,X'Y' (fiind
mijloacele laturilor
triunghiului C, XY ). Din
AY = AX = AC, rezultd cid C,
este piciorul finaltimii din X pe
YC, ; analog C, este piciorul

a

inaltimii din X peYC,, deci
punctele C, si C, apartin cercului
celor noud puncte al triunghiului C XY . Fie H' ortocentrul triunghiului C, XY . Atunci,
H' CC, = @’CCCG , deci punctul H' apartine cercului inscris In triunghiul ABC si mai

mult este diametru In acest cerc,

adica 1 este mijlocul
segmentului H'C_, ceea ce arata

a

Y

ca [ apartine cercului lui Euler al
triunghiului C, XY .

Demonstratia  teoremei.  Fie
O,Hsi O, -centrul cercului
circumscris, ortocentrul si
centrul cercului lui Euler al
triunghiului  4ABC (O, este
mijlocul segmentului HO) si d
dreapta lui Euler a triunghiului
C,XY. Fie0,0,01IH,,0, €d si
dNAH ={H'}, iar O' punctul
de intersectie dintre paralela prin
O la [H' cu dreapta d. Cum
ADUIH' si M este mijlocul
lui Al rezultd cda AD=IH'=r
(raza cercului inscris in JABC).
Daca M, este mijlocul laturii

BC, atunci AH =20M,. Fie
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1, centrul cercului exinscris corespunzator laturii BC si r,—raza sa. Cum punctele 4, /

si I, sunt coliniare (vezi ,,Cercuri exinscrise”), atunciJ, punctul de intersectie dintre 4/, cu

cercul circumscris triunghiului ABC, este mijlocul arcului BC (Fig. 266). Fie I'

1
simetricul lui / fatd de O. Deoarece [/ trece prin punctul D, de tangentd a cercului

exinscris corespunzdtor laturii BC . Din asemdnarea triunghiurilor MAD si MJO',

respectiv. MIH' cu MJO' avem le = MO, de unde rezulta ca

S
S

MO MO MJ 2MJ Al
D mE | wmr omrar
20,0, =00"'+ HD = (JO'-R)+ (HA-DA)=r, - R+20M , -1 =

r,—(R+r)+CI+D,]I', de unde 20,0,=r,—(R+r)+r+(2R-r,)=R, rezultd ci
0,0, =R/2, adici O, apartine cercului lui Euler al triunghiului 4ABC . Cum 0,0, [1H,,,

dreptele O,H, si O,I se intersecteazd in centrul de aseminare al cercurilor inscris,

JO'=IH" =r, In trapezul HOO'D avem:

respectiv al lui Euler al triunghiului ABC . Dar cele doud cercuri sunt tangente interior in
punctul lui Feuerbach care este centrul de asemdnare pentru cele doud cercuri. Astfel,
dreapta lui Euler a triunghiului C, XY contine punctul lui Feuerbach al triunghiului 4BC.

Observatii :
1) Vom nota triunghiul C, XY cu T,. Analog cu 7, se construiesc triunghiurile 7, si T, .
Punctul lui Feuerbach este punctul de intersectie dintre dreptele lui Euler corespunzatoare
triunghiurilor 7, , 7, si T, .

2) Punctul H' este punctul antipodal al punctului
C, al triunghiului 4ABC.

3) Centrul cercului lui Euler al triunghiului C, XY

este punctul M, mijlocul segmentului 74 .
4)  Dreapta MH' este dreapta lui Euler a
triunghiului C, XY .

4) Punctul lui Feuerbach ¢, de pe cercul A -
exinscris se afla pe bisectoarea unghiului A a
triunghiului  ABC  dacd m(gl)=60° sau
m(B) =m(C).

Demonstratie. Fie H_, piciorul inaltimii din 4, I,

centrul cercului 4 - exinscris si D,,D,,D, punctele
de tangentd ale acestuia cu dreptele BC, CA
respectiv AB , A' punctul diametral opus Iui D, in

cercul 4 - exinscris {4} = AA'NBC, M, mijlocul

laturii BC, A" mijlocul segmentului
Al {0} =A"'A""AH_, T intersectia dintre BC si
tangenta in ¢, la cercul A4 - exinscris,

(PY=IT~AH,, unde {p,}=A'A"~C(I,,r)
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(Fig. 267). Deoarece T¢,=TD, rezulta TI, LD, si cum Do Lo A
rezulta 4'Q01 P deci patrulaterul A'QPI, este paralelogram, deci
OP=A4"'1,=1 4 .Cum I D 0QP rezulta ca I, D ,PQ este paralelogram D, ,PUQI, (1).
Cum A4'/, 040 si A" este mijlocul segmentului A'/  rezultd cd patrulaterul QA44'I,
este paralelogram,deci /, Q0 AA4" (2). Din relatiile (1) si (2) rezultd D, P AA". Deoarece
punctele D, si 4, suntizotomice rezultd cd / 0 trece prin punctul M, . Din asemanarea
triunghiurilor TM I, si TPD,, respectiv TD I, si TH P rezultd v _1, _TD, side
D, TP TH,

aici TD? =TH,-TM, =T¢_, adicd T este pe axa radicald a cercului lui Euler a triunghiului

ABC si a cercului 4 -exinscris, aceastd axa este tangenta in ¢, la cercul 4-exinscris , ceea
ce aratd cd punctul ¢, de intersectie al cercului 4-exinscris cu dreapta 4'A" este punctul
lui Feuerbach de pe cercul A4 - exinscris. Punctul lui Feuerbach se afld pe bisectoarea 4'/,

. . o . Al .
dacd si numai dacd ¢, coincide cu 4" ceea ce este echivalent cu 44" :T" =7,. Din

a

. . . A 1 .
triunghiul AD_I, rezultd Al =r—“A, de unde r =—2¢ , adicd sin—=—, deci
sin— 2sin— 22
2 2

m(gl) =60°. Dacd dreptele 4'4" si AH, coincid — adica triunghiul ABC este isoscel,
atunci punctele D,,M, si A" coincid cu ¢, si reciproc.

5) Punctul ¢ allui Feuerbach este ortopolul dreptei OI in raport cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Cercul inscris in triunghiul ABC contine ortopolul dreptei OI (vezi
,,Ortopolul unei drepte). Deoarece ortopolul unui diametru al cercului circumscris unui
triunghi ABC apartine cercului lui Euler al triunghiului ABC rezulta ca ortopolul dreptei O/
in raport cu triunghiul 4BC apartine atat cercului nscris cat si cercului lui Euler al
triunghiului 4BC, deci ortopolul dreptei OI este punctul lui Feuerbach (¢) triunghiului

ABC.

6) Distantele de la punctul lui Feuerbach corespunzdtor unui triunghi ABC la picioarele
inaltimilor triunghiului sunt egale, respectiv, cu perpendicularele cobordte din vérfurile
triunghiului pe dreapta OI.

Demonstratia rezulta din faptul ca punctul ¢ al lui Feuerbach este ortopolul dreptei O in

raport cu triunghiul 4BC, iar distanta dintre ortopolul unui diametru al cercului circumscris

si piciorul unei indltimi este egala cu distanta intre varful din care pleaca aceasta inaltime si
varful considerat (vezi ,,Ortopolul unei drepte”).

7) Distantele de la punctul lui Feuerbach corespunzdtor unui triunghi ABC la vdrfurile
triunghiului sunt egale, respectiv, cu distantele de la picioarele inaltimilor la proiectiile
vérfurilor pe dreapta OI.

Demonstratia rezulta din faptul cd punctul ¢ al lui Feuerbach este ortopolul dreptei O/ in

raport cu triunghiul ABC, iar distanta intre un varf al triunghiului ABC si ortopolul unui
diametru al cercului circumscris este egald cu distanta intre proiectiile aceluiasi varf pe
latura opusa si pe diametru (vezi ,,Ortopolul unei drepte”).
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8) Punctul lui Feuerbach ¢ al triunghiului ABC este punctul anti - Steiner al dreptei 10

in raport cu triunghiul median al triunghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Punctul anti-Steiner”.

9) Dreapta lui Simson a punctului lui Feuerbach ¢ al triunghiului ABC in raport cu

triunghiul median al acestuia este paraleli cu dreapta OI.
Demonstratie. Deoarece punctul lui Feuerbach al triunghiului ABC este ortopolul dreptei
Ol, dreapta lui Simson a punctului ¢ in raport cu triunghiul median al triunghiului ABC se

afld la egald distantd de punctul ¢ si dreapta O/, deci dreapta lui Simson a punctului ¢ este
paralela cu OI

10) Fie ¢ punctul lui Feuerbach al triunghiului ABC si M, M,, M _mijloacele laturilor
BC, AC respectiv AB. Una din distantele oM ,pM, oM  este egald cu suma celorlalte

doud.

Demonstratie. Fara a restrange generalitatea presupunem
cd b>c>a.Fie P punctul de intersectie dintre @M, si
cercul inscris 1n triunghiul ABC si C, punctul de contact
al cercului inscris cu latura BC.  Atunci,
M,P-M,p=M,C> = (b= C)z, iar Ma? :i, deoarece

4 Pp 2r

@ este centrul de asemadnare dintre cercul medial si

cercul  inscris In  triunghiul  ABC. Astfel,

Mo __R ,de unde M o= (b= C)‘} dlstanta
M, P R-2r

M ¢ este proportionald cu diferenta b—c. Analog, se aratd cd M,p =

(c-a)

(b-a)

R .
M. F = 5 Evident, M o+ M,p =M .
-2r

11) Dreapta Iui Simson a punctului lui Feuerbach al triunghiului ABC in raport cu
triunghiul ortic H H,H_ al triunghiului ABC este paraleli cu Ol

Demonstratie. Deoarece triunghiurile H H,H_ si M M,M_ sunt triunghiuri S in cercul

median (vezi ,,Triunghiuri ortopolare”) cum dreapta lui Simson a unui punct in raport cu
triunghiurile S din aceeasi familie pastreaza aceeasi directie rezulta concluzia.
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12) Dreapta lui Simson a punctului lui Feuerbach in raport cu triunghiul de contact
C,C,C. al triunghiului ABC este paraleli cu dreapta Ol

Demonstratie. Fie P PP, triunghiul determinat
de mijloacele arcelor ﬁaMu, Q,JM,J, ECMC ale
cercului medial. Triunghiurile PFEP  si
MMM, sunt triunghiuri S  deoarece

m(PIM ) = S0 By =m0 )],
2

m(@,,M,,)zl—m(D C)—m (0 4)], H,
2

, deci suma algebricd a B

M@M.)%WM—W@B)

masurilor lor este egalda cu zero. Deoarece Fig. 269
triunghiul de contact C,C,C, este omotetic cu

triunghiul P PP (centrul de omotetie fiind
punctul lui Feuerbach ) rezulta cé dreapta lui Simson a punctului ¢ in raport cu triunghiul

C,C,C. este paralela cu OL

13) Dreapta lui Simson a punctului lui Feuerbach al triunghiului ABC in raport cu
triunghiul de contact C,C,C, coincide cu dreapta lui Simson punctul lui Feuerbach al

triunghiului ABC in raport cu triunghiul median M M M .

Demonstratie. Deoarece dreapta lui Euler a triunghiului C,C,C, este OI, ortocentrul
triunghiului C,C,C. apartine dreptei O/ si cum O este ortocentrul triunghiului median
M M, M., rezultd ca dreapta lui Simson comund este paraleld cu O/ si trece la o distantd
egala de punctul lui Feuerbach si de dreapta OL

14) Fie P mijlocul segmetului HI si O centrul cercului Iui Euler al triunghiului ABC.
Punctul lui Feuerbach (@) si centrul cercului inscris ( 1) al triunghiului ABC sunt

puncte inverse in cercul de centru O, siraza PO, .

Demonstratie. Deoarece punctele O,, I si ¢ sunt coliniare H
rezulti: OI =2P0,,0I’ =4PO; (1), iar din teorema lui P o,
Euler avem : OI° = R> —2Rr (2). Deoarece O,/ =£—r si
2 LRG| 0
R . .
O,p = 5 (3) rezulti:  40,P’ =40,p-O,1, adicd Fig. 270

0,P* = 0,p-0,1 , de unde rezulti concluzia.

15) Fie A, proiectia varfului A al triunghiului ABC pe dreapta OI si ¢ punctul lui
Feuerbach corespunzdtor triunghiului ABC. Punctele ¢ si A sunt simetrice fati de
latura M, M . a triunghiului median.

Demonstratia rezulta din teorema 11- ,,Ortopolul unei drepte”.
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16) Fie A proiectia virfului A al triunghiului ABC pe dreapta OI, ¢ punctul lui
Feuerbach corespunzdtor triunghiului ABC si H, piciorul perpendicularei duse din A
pe BC. Dreapta H_ ¢ si perpendiculara AA, cobordti din A pe Ol sunt simetrice in
raport cu indltimea AH , si se intersecteazi pe latura M M, a triunghiului median.
Demonstratia rezultd din simetria punctelor 4, si ¢ inraport cu latura M, M .

17) Fie M M, M, triunghiul median, H H, H, triunghiul ortic, C ,C,C. triunghiul de

b~ ¢

contact al unui triunghi ABC si ¢ punctul lui Feuerbach corespunzdtor. Dreapta ¢C,

este bisectoarea unghiului @agpM o

Fig. 271

Demonstratie. Fie D punctul in care tangenta in ¢ la cercul lui Euler intersecteaza latura
BC si E punctul de intersectie dintre dreapta ¢C, cu cercul lui Euler. Atunci, Dp=DC,_,

deci Boc,=BCo.  Dar wBCp =1, M) s

m(@(/ﬁz)zém(gﬁ;)zé[n(ghﬁz)+m(?lac)], de unde rezultd cd m(EH,)=m(H C)], deci

@a(pCa = @agoMa ,adicd @C, este bisectoarea unghiului @a(pM Y-
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18) Fie C,C,C, triunghiul de contact al unui triunghi ABC , I centrul cercului inscris in
triunghiul ABC si C,,C,,C. punctele diametral opuse punctelor C,,C,,C. in cercul
inscris, iar A'.B',C' mijloacele segmentelor Al ,BI, respectiv CI. Dreptele
A'C,,B'C,,C'C. sunt concurente in punctul lui Feuerbach (p)

Demonstratie. Fie A" punctul de intersectie dintre paralela dusd din C, la A/ si Indltimea

AH . Atunci, W AT = @A"Ca (:%|[m(ﬂ B)-m( C)]|j (vezi ,,Drepte izogonale”). Cum

m(H oC ) = %[m(D B)-m(U C)]  rezulta UH,AI=0H,oC,=0H,A"C,, deci
patrulaterul @H_ C,A" este inscriptibil ,de unde UA"pC =U0A"H,C, (=90°) si cum

C,C. este diametru in cercul lui Euler rezultd ci punctele ¢, 4",C, sunt coliniare. Cum

aa

A", A" si C, sunt colinire rezultd cd punctele ¢, 4',C, sunt coliniare.

",C,,C. punctele diametral opuse varfurilor C,,C,,respectiv C,
ale triunghiului de contact al triunghiului ABC, in cercul inscris triunghiului ABC.
Cercurile de diametru C,C,,C,C,,C.C. se intersecteaza in puntul lui Feuerbach al

triunghiului ABC.
Demonstratia rezulta din teorema precedenta.

19) Consecinta: Fie C,
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I1.13. Teorema lui Desargues'”’

~.Matematica a aparut si se dezvolta, printr-un continuu proces de modelare la nivelul Gandirii a fenomenelor lumii
fizice,Matematica servind, pe aceasta cale, intelegerii acestor fenomene.” - Aristotel'*®

Teorema lui Desargues

Punctele de intersectie ale dreptelor omologe, a doua triunghiuri omologe coplanare,
sunt coliniare.

Demonstratie.

Fig. 273

Fie ABC si A'B'C' doua triunghiuri coplanare astfel incit AA'"BB'NCC'={0}.
Teorema lui Menelaus aplicatd triunghiurilor OBC,0CA,0A4B si transversalelor B'C',

C'A' respectiv A'B' déﬂﬁgzl’ M_Aﬂﬂz s
LB B'O C'C MC C'O A'4

NB A'A B'O . A .

—————=1, relatii care prin Inmultire membru cu membru dau:

NA A'O BB

LC NB MA

——————=1 si conform teoremei lui Menelaus aplicatd triunghiului ABC si
LB NA MC

punctelor L,M, N rezulta ca punctele L,M, N sunt coliniare.

Observatie: Dreapta ce contine punctele L,M,N se numeste axa de omologie.
Triunghiurile ABC si A'B'C' se numesc omologice.

197 Gérard Desargues (1591-1661) — matematician francez , fondatorul geometriei proiective
1% Aristotel (384-322 1.e.n.) — filosof grec
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Reciproca teoremei lui Desargues

Fie triunghiurile ABC §i A'B'C' cu proprietatea cd exista punctele L,M,N astfel
incit {L}=BCNB'C', {(M}=ACNA'C'si {N}=ABNA'B"', iar dreptele AA' si BB'
nu sunt paralele. Doar punctele L,M si N sunt coliniare, atunci dreptele AA', BB' §i
CC' sunt concurente.

Demonstratie. Fie {O} = AA'NBB'. Dar {N}=ABNA'B'"MN si conform teoremei lui
Desargues, dreptele suport ale laturilor triunghiului LB'B si MAA' se intersecteaza doar
cite doud in trei puncte coliniare O, Csi C': {O}=AA'"BB', {C}=LBNMA .,
{CY=MA'"LB', deci OeCC', adica dreptele AA4', BB', CC' sunt concurente in
punctul O.

Fie triunghiurile omologice ABC si
A'B'C', P centrul lor de omologie, M un

punct in planul triunghiului ABC,
M M,M, triunghiul cevian al lui M in
raport cu triunghiul  ABC si
M} =PM, NB'C'\{M,}=PM,NC'4,
{M,}=PM,NA'B'".Dreptele PM, A'M,,
B'M, si C'M," sunt concurente.
Demonstratie. Fie {X}=BCnB'C,
{Y}=CANC'A', {Z}=ABnA'B'. Din
teorema lui Desargues rezultd ca punctele X,
Y, Z sunt coliniare. Din reciproca teoremei
lui Desargues rezulta ca triunghiurile 44'Y
si M\M,'X sunt omologice, PCC' fiind
axa lor de omologie, deci dreptele
AM,,A'M,"' si YX sunt concurente intr-un
punct Q. Analog, triunghiurile CC'X si
M M,'Z sunt omologice, PB'B fiind axa
lor de omologie, deci dreptele CM,,C'M,"
si XZ sunt concurente intr-un punct R . Fie
{M"t=A4'QONC'R. Triunghiurile CC'R si
AA'Q sunt omologice, centrul de omologie
fiind punctul Y iar axa de omologie este PMM '. Atunci dreptele C'M,', A'M,"' si PM sunt

concurente si analog A'M,',B'M," si PM sunt concurente de unde rezulta concluzia.
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I1.14. Teorema lui Dottl

,Lucrul cel mai uimitor este ca rationamentele matematice cele mai abstracte
sfarsesc prin a lirgi cunoasterea noastri despre lume.” - Albert Einstein'®

Fie triunghiul ABC si A'e (BC),B'e(CA),C'e(AB) astfel incdt dreptele AA',BB',CC'
sunt concurente. Daca A" (B'C"),B"e(C'A"),C"e(A'B") astfel incit dreptele
A'A",B'B",C'C" sunt concurente, atunci dreptele AA",BB",CC" sunt concurente.

Demonstratie. Fie {X}=AA""BC,{Y}=BB""AC,{Z} =CC"nAB (Fig. 275). Din

teorema Iui Menelaus (pentru patrulatere) aplicatd
patrulaterului  BCB'C' si  punctelor coliniare

X,4,4", 4 avem: — — —. 1,

de unde ﬁzﬁﬁﬂ (1). Analog,
XC AC' AC A"B'
CY_BC' BC B'A' L AZ_CA CA C'B'
YA BA' B4 B"C' ZB CB' CB C"A'
(3). Deoarece dreptele A4A',BB',CC' respectiv
A'A",B'B",C'C" sunt concurente, din teorema lui

. A'B B'C C'4 .
Ceva rezulta: _— = si
A'C B'A C'B

Fig. 275

A"B’. B"C" CHAI

=1 (4). Inmultind relatiile (1), (2) si (3) membru cu membru si tinind
AHCI B"A' C"B' () 5 H ()()s() S,

. BX YC ZA . . S
cont de relatiile (4) rezulta Bx Y€ z4 =1, iar din reciproca teoremei lui Ceva rezulta ca

dreptele A4",BB",CC" sunt concurente.

I1.15. Teorema lui Van - Aubel

,invitand matematica, inveti sa gandesti.” — Grigore Moisil'"°

Teorema lui Van-Aubel
Daca AD, BE si CF sunt trei ceviene concurente intr-un punct P interior triunghiului

ABC, atunci ﬁ :£+£.
PD FB EC
A A A + A
Demonstratie. Avem: AP S EL) I L) R L0 [17€] e unde rezultd ca:
Aigrpy Apeny Aproy+ Appeny

1 Albert Einstein (1879-1955) — fizician german, profesor universitar la Berlin si Princeton, laureat al Premiului

Nobel
1% Grigore Moisil (1906-1973) — matematician roman, profesor la Universitatea din Tasi, membru al Academiei

Romaéane
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AP _ A ars) T Aarcy _ A e N A ey (1). Dar AF _ A _ A e _ A ey = A aery _ A urc @
PD A[BPC] A‘[BPC] A[BPC] FB A[FCB] A[FPB] A[FCB] _A[FPB] A[BPC]
14[APB}

si analog AE =—— (3). Din relatiile (1), (2) si (3) rezulta concluzia.

A[BPC]

1) Daca D, E, F sunt mijloacele laturilor triunghiului ABC, atunci P este centrul de
greutate al triughiului ABC si relatia lui Van - Aubel devine AG =2GD.

2) Daca P este I, centrul cercului inscris triunghiului A
ABC, atunci A—Fzé,ﬂzﬁ,rela;ia lui Van Aubel
FB a EC a B
devenind AL = bte > 1, relatie ce aratd cd I este mai
1D a F
waproape” de piciorul bisectoarei D, decdt de varful A. ’
B D C

3) Daca P este H, ortocentrul triunghiului ABC, atunci
AF = @,ﬂ = g, relatia lui Van Aubel devenind
FB tgd EC g4

AH cos A

HD - cosB-cosC’

4) Dacad P este punctul Iui Lemoine K al triunghiului ABC, atunci

AF b* AE ¢ AK b +c°
—=—,—= c—z, relatia lui Van - Aubel devenind —— = +2c .
FB a EC a KD a

AF —a AE -
5) Dacda P este punctul lui Gergonnel ,atunci —— = p—a ,—— = p—a ,de unde
F p—-b EC p-c

AT a(p-a)
D (p-b)(p-c)

2 2
AF _b- AE b—z,de unde

6) Dacd P este primul punct BrocardQ), atunci — =—,—=

FB ¢ EC a

AQ a’b’ +b*c’

QD a’c’ )
AF ¢ AE ¢

7) Daca P este al doilea punct al lui Brocard Q', atunci — = c—z,— = C—z si relatia lui
FB a C b

AQ' b +a’c’

- a’h*

Van Aubel devine
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8) In triunghiul ABC fie cevienele AD, BE §i CF concurente intr-un punct P astfel incat
BD (ABY AF (ACY' . AE (4BY AP AC' + AB

— == === s Jkel. Atunci: — = ——r—.

DC AC BC EC BC PD BC
Demonstratie: Notam cu a, b, ¢ lungimile laturilor BC, CA respectiv AB. Din teorema lui
AP AF AE AC*+ AB"

Van — Aubel rezulti cd —=——+—= -
PD FB EC BC

Observatii:

1) Daca pe latura BC a triunghiului 4BC se considera un punct D astfel incat
k

BD [ AB . .

——=|—— ,k €l atunci dreapta AD se numeste ceviand de rang k.

DC \ AC

2) i) Mediana 4D este o ceviana de rang 0, (k =0), deoarece i—lé 48

AC
AB
iii) Simediana 4D este o ceviand de rang 2, (k =2), deoarece e\ e

-
)
J

BD
ii) Bisectoarea AD este o ceviand de rang 1, (k =1), deoarece D_ (

-1
iv) Antibisectoarea AD este o ceviana de rang (—1),(k =—1), deoarece BD = .
DC L AC

9) Dacai P este punctul de concurenti a trei ceviene de rang k si M este un punct din
a* -MA+b* -MB+c* -MC
a" +b +ct

planul triunghiului ABC, atunci: MP = , (unde a, b, c sunt

lungimile laturilor BC, CA respectiv AB).
Demonstratie. Fie cevienele AD, BE si CF ceviene de rang k . Din triunghiul MAD:

MP = MA+—/1MB’ unde A= % Conform teoremei

1+4
k k k
(1),£:b +kc . deci MP = a MA+(bk +cf )MD
PD a a* +br +
k
In triunghiul MBC, Q:(ﬁj =(£j , deci
DC \AC b
MB*(bj MC WD + 1T
MD = P = - ck de unde
1+(cj b +c
b
WP — a* -MA+b" -MB+c* MC
at +b" +cf
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Cazuri particulare:

1) Pentru k& =0, P = G relatia din teorema devine MG = w
2) Pentru k =1,P =1, relatia din teorema devine: M = aMA+bMB + CMC.
a+b+c
3) Pentru k=2,P=K (punctul lui Lemoine), relatia din teoremd devine:
27374 23D 23 1
WK =2 MA+2b A24B+zc MC'
a +b”+c
4) Pentru k=-1,P=Z (punctul de recurentd al antibisectoarelor), relatia din teorema
devine: M7 = bcMA+ acMB +abMC .
ab+bc+ac

10) Fie P punctul de concurentd a trei ceviene de rang k, M un punct din planul unui
a*MA* + b*MB* + " MC? 3 a'b* (@ b+ T

triunghi ABC. Atunci: MP* =
& a +b* +cf (ak-i-b/‘-i-c/‘)2

Demonstratie. Utilizand teorema precedenta avem: MP-MP = MP* =

(@ MA* + b MB® +* MC? +2a*b* MA- MB + 25" MB- MC + 2a’€ck1\‘42-1\‘46)-ﬁ
a +b +c¢

—_ MA* +MB* —4B* 1 .
Dar m-szA~m-cost=m-m-+—=—(MA2+m2—ABz) si
2MA-MB 2

analoagele. Inlocuind in relatia precedenti va da relatia ceruta.

Cazuri particulare:

1) Pentru k=0,P=G , relatia din teorema

MA® + MB* + MC*  a* +b* +¢
3

devine: MG* =

(relatia lui Leibniz).

2 2 2
2) Pentru k =1,P =1, relatia devine MI* = aMA” +bMB +cMC” — abe .

a+b+c
2 2 2 2 2 2 272 2
3) Pentru k =2,P =K, relatia devine MK* = a”MA +2b A{B +zc Mc _ 23a ]2) < 5
a +b +c (a+b"+c7)
4) Pentru k=-1,P=2Z7, relatia devine
B beMA* + acMB* + abMC? _ abc(a® +b* +¢%)

MZ?

ab+bc+ac (ab+bc+ac)

11) In triunghiul ABC fie cevienele de ordin k AD, BF si CE (k €[] ) concurente intr-un

punct P. Dacad M €(AB) si N €(AC) dreapta MN trece prin P daca si numai daca:

bk @ + Ck N_C =
MA NA

Demonstratie. Utilizand teorema transversalei in triunghiul 4BC cu ceviana 4D si secanta

MN  rezulta @E+£@:Q (1). Din relatia lui Van-Aubel avem:

M4 BC NA BC PA

a*, (unde a, b, c sunt lungimile laturilor BC, CA, respectiv AB).
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AE AF AP . b+ 4P . PD a"* . DC b 3
—+——=—r7 adicd ——=——, deci —=———. Din ——=— rezultd
EB FC PD a PD AP  b" +c BD ¢

DC b* BD MB NC
—=— i 2). Din relatiile (1) si (2) rezulta b=yt = =4
BC bid Y BC pad O ()51 @) MAC N4
Reciproc, fie b* -@+ & NC_ Fie {R} = MN N AD. Atunci,

MA NA

MB DC NC BD RD L b MB (c) NC .
——+———=——_ Din ipotezd avem — — | -——=1, adica
MA BC NA BC RA a) MA \a NA

AE MB AF NC

————+————=1. Din teorema lui Menelaus aplicatd in triunghiul ABD si
EB MA FC NA

. AE _ AP DC . AF _ AP BD
transversala EC  rezultd si  analog . Atunci,
EB PD BC FC_ PD BC
MB DC NC BD _PD . PD

. =——, deci — :@, de unde rezulti ca P=R.
MA BC NA BC PA PA RA

Cazuri particulare:

1) Daca P =G, atunci k£ =0. Dreapta MN trece prin G daca si numai daca @+N—C =1.
MA NA
2) Daca P=I,atunci k=1. Dreapta =~ MN trece prin [ dacd si numai daca
MB NC
b—+c-—=a
A

3) Daca P=K, atunci k=2 . Dreapta MN trece prin punctul lui Lemoine al triunghiului

bz-@+c2 -x—j:az.

4) Daca P=Z (punctul de concurentd al antibisectoarelor), atunci k =—1. Dreapta MN

1 MB 1 1
trece prin Z daca si numai dacd — - ——+—- E —

MA ¢ NA a

ABC daca si numai daca

12) Orice ceviand de ordinul k este locul geometric al punctelor pentru care distantele la
doud laturi ale triunghiului sunt proportionale cu acele laturi la puterea (k-1).
Demonstratie. Fie AD o ceviand de ordinul k, D e (BC),M €(4D), iar M,,M,,M,
proiectiile lui M pe AC, AB, respectiv BC. Notam cu x, y, z lungimile segmentelor
MM, ,MM, si MM,, iar cu ¢, si ¢, masurile unghiurilor

BD (cY
[0 BAD, respectiv [ CAD. Avem: —:(—j ,

DC \b
Apany _ BD  AD-c-sing _c sin @, de unde

Apsey DC - AD-b-sing, b sing,

sin g, _[E

k-1
- ] (1) (Fig. 278). Din triunghiurile
sinp, \b

dreptunghice AM,M si AM.M rezultd sing, :ﬁ si
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. y sing, z . .. . .z y

sinp, =——, de unde —— =— (2). Din relatiile (1) si (2) rezulta — = ——. Analog,

CDZ AM Sin ¢2 y ( ) b ( ) s ( ) Ck,l bk,] g
s = Z y z y z

se arata ca F:F, de unde a/‘*l :F:F.

13) Fie AD, BE, CF ceviene de ordinul k in triunghiul ABC, {M} = AD NBENCF §i x,
v, z proiectiile Iui M pe laturile BC, CA, vrespectiv. AB. Atunci,

z Yy .z _ 24 isc)
atoobptt M A b+t
. z _ax by cz ax+by+cz 2
Demonstratie: Din —— :%:? rezultd — :_{:7 == i’ Z - A[/zsc] _
a b c a b & a+b "+ a" +b +c

II.16. Teorema lui Descartes™

,.Esenta Matematicii consta in libertatea sa”- Georg Cantor'?

1) Fie triunghiul ABC gi I centrul cercului inscris in acest triunghi. Existd doar trei
cercuri care sd aibd centrele in virfurile triunghiului, sunt tangente exterioare doud cite
doua si I are puteri egale fati de cele trei cercuri.

Demonstratie. Fie A',B',C' punctele de tangentd dintre cele trei cercuri (Fig. 279).
Evident, punctele de tangentd sunt situate pe laturile triunghiului. Noténd
AB'=AC'=v1,,BA'=BC'=r, si CA'=CB'=r, obtinem
n+rn=a, n+r=b, n+r=c,deunde =p—-a, ,=p-b, n=p—c (p=r+n+r
fiind semiperimetrul triunghiului 4BC) relatii care arata ca cercurile sunt unic determinate.
Punctele A',B',C' coincid cu punctele de tangentd ale cercului inscris cu laturile
triunghiului (vezi ,,Cercul inscris”), deci [ are puteri egale fata de cele trei cercuri.

2) Consecinti: Daca r este raza cercului inscris in triunghiul ABC, atunci
ol
ntn+n
. . . 2 .
Demonstratie. Din relatiile 4,,., = p(p—a)(p=D)(p—c) = (r, +r, +r)nnr st 4 ye) =1p

rezulta concluzia.

Fie patru cercuri C;, C, , C;, C4 tangente doud cate doua in sase puncte distincte. Fiecarui

e < 1. — . . .
cerc 1i corespunde numarul & :?,z =1,4, unde R, reprezintd raza cercului C; , i=1,4.

Daci toate cercurile sunt tangente exterior, atunci numerele £ se considera cu semnul ,,+”,
1

(Fig. 279), iar daca trei dintre aceste cercuri sunt tangente interior celui de-al patrulea cerc,

" René Descartes (1596-1650) — matematician si filosof francez, contributii in geometrie
"2 Georg Cantor (1845-1918) — matematician german, creator al teoriei multimilor
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atunci numarul & corespunzator cercului ce are raza de lungime maxima este egald

1
cue =—— (Fig. 280).
. R(g )

i

Fig. 280

Teorema lui Descartes

28’ +& el +e)=(g+e, +e+E,) .

Demonstratie. Cercurilor C;, C, , C3, Cyle corespund cercurile C,,C,,C;,C,, tangente dou
A < A . . . 1 . — .

cate doud in sase puncte (Fig. 281) si notdm cu 7, numerele F’l =1,4, unde R, sunt

razele cercurilor C;,i =1,4 . Cercul C, - de exemplu — are trei puncte de tangentd in comun

cu cercurile C, , Cs, Cy ; analog se definesc cercurile C,,C;,C,. Dacd 4,B,C sunt centrele

cercurilor C; , C, , respectiv C; , atunci C; este cercul Inscris sau un cerc exinscris al

triunghiului 4BC . Corespunzitor primului caz (Fig.279) avem:
1 1 1 I . y . .
& = 6y = 63 = ,7, =——, lar corespunzitor celui de-al doilea caz
p—a p—>b p-c r
1 1 1 1 . I 1 1
avem: § =——,&, =——,& =——,1], =—— Atunci: & +§& +§6,=| —+—+— |- §6,6 =
p—c¢ p—b r a4 & &
(p-—a)+(p=b)+(p=c) _ P

—i— 2 (In primul caz); sau
(p-a)p-bp-c) (p-a)p-b)p-c r P ;
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Fig. 281

p—b—c _ p—a _
-p(p—c)p-b) p(p—b(p-c)

Analog se aratd cd n,n,+m,n, +nm, =&, , iar permutdnd indicii se obtine altd relatie

_ 2 : .2
&6+ T68& = n,, deci &6 +e8, 58 =1,.

4 4
derivatd. Atunci, (g +&,+é&+¢&,) =& +& +é& +& +2 z £¢e, = Zgiz + 2771.2 =
1<i<j<4 i=1 i=1
(7, +1, +15+1,) (datorita simetriei relatiilor precedente), de unde
2 2
gte,te e =n+n,+n,+n,>0, (g4 +& -5+ +5+8)=(5+6 +8) —¢ =

512 + 522 + 532 - 5: - 2773 = (15 + mamy +1,m,) + (s + 15m, + 0gm,) + (ny + 0, +mm,) —
(mm, + 1., +’73771)+2775 =2, + 1,10, +773’74)+2’7§ =2n,(n +1, + 15 +1,) =2n,(€, + &, + & +&,)
de unde &+é&,+s,—&,=2n,. Analog se aratd ca
- +& +E+eE, =2, -6, +vE +&, =-2n,,8 +&,— & +&, =-2n,. Ridicand relatiile
precedente la pitrat si sumandu-le rezultd: &’ +é&; +¢&; +&;, =n. +m; +1; +n; , de unde
4 4
2’ +& +éel+&))= zg,.z +Z:77[2 =(g +&,+&+¢&,).
i=1 i=1
Solutia 2. Fie A,B,C,D centrele cercurilor C, C, , C5, respectiv Cy si R, R,,R;, R, razele

acestor cercuri. Semiperimetrul triunghiului BCD este egal cu R, + R, +R,. Din teorema

cosinusului si formula unghiului pe jumatate rezulta:
cos? BDC _1+cosBDC _ R,(R,+R +R,) ’
2 2 (R, +R)(R,+R))
5 l-cosBD R,R o ,
sin? = — C_ 23 . Utilizand egalitatea
2 (R, +R)(R, +R))
sin” x—sin® y—sin® z+2sinxsin ysinz =0 pentru
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X = %m(D BDC),y = %m(D ADC),z = %m(D ADB) relatia precedenta devine:

R,R, ~ RR, ~ RR, 2R JRRR,(R, +R,+R,)
R, +RH)R,+R,) (R +R)R,+R) (R+R)H)R,+R,) (R+R)H)R,+R)R,+R,)

R+R, R, +R, R, +R R,(R,+R,+R . .
1 ) Ry PR R 0, egalitate echivalentd cu
R R R, RR,

— : 2 _ 2
& =& —&—¢&,+2/e,6+e8,+e,6,=0. Atunci (g +¢&,+5+¢,) =(5—-6,-8&—¢&,) +

s, +a6,+68) T He8 T 6,6, T6,6) T Ha8 66, +68) =28 +6, T8 +8,) —2g +&" +&] +8.)
deunderezultd 2(g +&,° +&° +¢&,. )= (5 +¢&, +&+&,).

Observatie: Cantitdtile &, si 77,, i =1,4 se numesc numerele lui Beecrofft..

Consecinte:

i) Et =&+, =&+, =8,11],.
) & -m+é&-1,+&-n,+&-1,=0.
Demonstratie.

. .1
1) Avem -g+¢,+¢&+¢6, =2, deci 5(£1+52+53+£4):771+51:52+772:

&+, =€, +1],.

2
i) Avem: 24:81.771. = igi(gi +77i)—i8,-2 :%(i‘%‘j +Z4:gf2 —0.
i=1 i=1 i=1 j

i=1

I1.17. Teorema lui Pompeiu'”

,,Dimitrie Pompeiu stia sa priveasca lucrurile vechi cu ochi noi.” — Paul Montel'**

Fie triunghiul echilateral ABC si M un punct in
planul sau ce nu aprtine cercului circumscris
triunghiului. Distantele MA, MB, MC reprezintd
lungimile laturilor unui triunghi.

Demonstratie. Solutia 1. Fie M' punctul obtinut
din M prin rotatia de centru A4 si unghi de 60°.
Atunci MM '= MA (deoarece triunghiul AMM’
este echilateral). Din congruenta triunghiurilor
BAM i CAM" (AM =AM',BA=CA,

m(BAM) = m(CAM ) = 60° + m(EAM)),  rezulta
MB =CM "', deci lungimile laturilor triunghiului

B C

'3 Dimitrie Pompeiu (1873-1954) —matematician roman, profesor la Universitatglt%h%gi, membru al Academiei
Romane, contributii importante in analiza matematica
!4 Paul Montel (1876-1975) — matematician francez, membru al Academiei Franceze, contributii in analiza
matematica
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MM 'C sunt egale cu cele ale segmentelor MA, MB, MC (Fig.282).

Observatie: Daca punctul M se afla pe centrul cercului circumscris triunghiului echilateral
ABC, atunci conform teoremei lui Schooten segmentul cu cea mai mare lungime dintre
segmentele MA, MB, si MC au lungimea egala cu suma lungimilor celorlalte doua.

Solutia 2. Notam cu litere mici afixele punctelor corespunzatoare. Plecand de la relatia

evidenta: (m —a)(b-c)+(m —-b)(c—a)+(m —c)(a—->b)=0 (1) rezulta:
(m—a)(b—c)=—(m—-b)c—a)—(m—c)a—-b). Trecand la modul in egalitatea precedenta

obtinem: |m—a||b—c|=|(m—a)(c—a)+(m—c)(a—b)|S |m—b||c—a|+‘m—c||a—b|, de

unde: |m—a|£‘m—b|+|m—c| adica MA<MB+MC. Cum M nu apartine cecului

circumscris triunghiului 4BC rezultda MA < MB+ MC. Din simetria relatiei (1) rezulta
inegalitatile MB<MC+MA si MC < MA+MB, adicda segmentele MA, MB, MC
determina un triunghi.

I1.18. Teorema lui Erdos — Mordell

,.Nu poate exista un limbaj mai universal si mai simplu, mai lipsit de greseli si de confuzii, adica mai
demn de a exprima raporturile invariabile dintre realitatile naturale. Matematica este tot atat de cuprinzatoare ca
insdsi natura. Ea defineste toate raporturile sensibile, masoara timpul, spatiile, fortele si temperaturile. Stiinta
aceasta dificila se formeazd cu incetul, dar pastreaza toate principiile odata ce si le-a insusit. Ea creste si se
consolideazi fira incetare, in mijlocul atator erori ale spiritului uman.” - Baptiste Joseph Fourier '"°

Dacid P este un punct in interiorul wunui triunghi ABC, atunci
PA+PB+PC22(PA +PB +PC)), unde A,B,,C, sunt proiectiile punctului P pe
laturile BC, AC, BA ale triunghiului ABC .
Demonstratie. Solutia 1. Notam cu
a',b',c' lungimile segmentelor PA, PB,
PC si cu x, y, z lungimile segmentelor
PA4,,PB,,PC,. Din teorema cosinusului

in triunghiul PBC, rezulta:

B.C, =\/y2+zz+2yzcosA (1). Cum
patrulaterul 4AC PB, este inscriptibil
rezultd U AB,C, =0 APC, (2). Deoarece
B,C

sin 4

sinl] 4PC, _A4G ,atunci PA=a'=
AP

2 2
+z"+2yzcos A
de unde a'= \/y z 2l .

sin A

V¥? +2% +2xzcos B e Jx* +y? +2xpcosC

>

, de unde rezulta:

Analog se aratd ca b'=

sin B sinC

'3 Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) — matematician si fizician francez, membru al Academiei Franceze,
contributii in toate domeniile matematicii
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PALPBAPC —as b's o' = \/(ysinCJrzsinB)z+(ycosC—zcosB)2 .

sin A4

+\/(zsinA+xsinC)2 +(zcos A—xcosC)’ Jr\/(xsinB+ysinA)2 +(xcos B—ycos A)°
sin B sinC

si de

.. v ., ,.ysinC+zsinB zsinA+xsinC xsin B+ ysin 4
aici avem: a'+b'+c'2 + +

>

sin A4 sin B sin C
. sinC sin A4 sinB sin A4 sinB sinC .
adica a+b+c'z2y| —+— +z| ——+— +x| ——+— , deci
sind sinC sind sinB sinC sinB
a+b'+c'22(x+y+z) (unde am utilizat inegalitateai +2> 2,Vx,y>0), cu egalitate
y o x

daca triunghiul ABC este echilateral.

Solutia2. Fie B, si C, proiectile punctelor B si C pe dreapta B,C,. Avem
BC=2B,C,=B,C,+CB+BC, (1. Cum UB,C,\B=UACP=0APB, rezultd ca
triunghiurile dreptunghice BB,C;si ABP sunt asemenea, de unde rezultd ca

B B
B,C, :PBI-A—f)I (2")si analog se aratd cd BC, :PCI-Al—g (3). Cum patrulaterul

AC\PB, este inscriptibil, din inegalitatea lui Ptolemeu rezulta:
PB, P

AC,-PB + AB, - PC, = AP-B,C,,de unde B,C, = AC, -A—Pl+ AB, A_(}/;l (4") . Din relatiile
. PB PB PC, PC,

(1,(2",(3") si (4") rezulti: BC > BC,-—++ AC,-—++ AB,-——+ B,C-—, de unde :
AP AP AP AP

BC-AP> PB,(BC +C A)+PC/(AB +B,C) inegalitate echivalentd cu

BC-AP>PB,-AB+PC,-AC, deci AP 2> PB, % + PC, % (5). Urmarind acelasi

rationament se obtin inegalitatile: BP > P4, B4 + PC, BC 6" si
AC AC

AC BC
PC>PA -—+PB -—— (7). Sumand inegalitatile 5, (6", (7'
T IAB() galitat (59, (69, (79
si tinem cont de inegalitatea LA A 2,Vx,y >0, rezulta:
y X

PA+PB+PC> £+£ -PA + £+B—C -PB, + £+B—C -PC, 22(PA4 + PB, + PC))
AC 4B BC 4B BC 4

Consecinte:

1) Daca triunghiul ABC este ascutitunghic si H este ortocentrul triunghiului ABC,
atunci HA+ HB + HC > 6r , unde r este raza cercului inscris in triunghiul ABC.
Demonstratie. Daca triunghiul ABC este ascutitunghic si P coincide cu ortocentrul H al
triunghiului ABC din inegalitatea lui Erdos obtinem:
HA+HB+HC >22(HA, + HB, + HC)) (4). Daca h,,h,h  sunt lungimile Inaltimilor

triunghiului ABC, atunci (4) devine: HA+HB+HC 22(h,—HA+h, —HB+h —HC),
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adica HA+HB+HC 2> %(ha +h,+h) (5), de unde se obtine inegalitatea

2(28 28 2 451 1 1
HA+HB+HC > —(—S +—S + —S] = —S[— +—+ —]. Aplicand  inegalitatea  mediilor
3la b ¢ 3la b c

4 9 128

rezultda HA+ HB + HC ZT- =6r,deci: HA+ HB+ HC >6r (5).

a+b+c 2p

2) Intr-un triunghi ascutitunghic ABC, cos A+ cos B+ cosC < %

Demonstratie. Daca P coincide cu centrul cercului circumscris (O) al triunghiului

2 2 2
ascutitunghic ABC, avem: 3R>2(O4 +OB,+0C)) =2[\/R2 —% +\/R2 —% +\/R2 —%},

adici:  3R>VAR: —a® +\4R* b +J4R* - inegalitate  echivalenta  cu
3R >2R(cos A+cosB+cosC), deci cos A+cosB+cosC < % (6) (unde am tinut cont de

a=2Rsin 4 side relatiile analoage).

3) Daca triunghiul ABC este ascutitunghic si H este ortocentrul triunghiului atunci
HA+ HB+HC<3R.
Demonstratie. Avem: HA+ HB+ HC =2R(cos A+cosB+cosC)<2R-3/2=3R (7), unde

am utilizat relatia (6).

4) In orice triunghi ABC este adevirdti relatia: 2r < R (Relatia lui Euler).
Demonstratie. Din relatiile (5) si (7) rezultd 6r < HA+ HB+ HC <3R, de unde rezulta

relatia lui Euler: 2r <R (8).

Py

5) Daca I este centrul cercului inscris in triunghiul ABC, atunci
6r < AI+BI+CI <4R-2r.
Demonstratie. Daca P coincide cu centrul cercului inscris 7 al triunghiului ABC, atunci

relatia lui Erdds devine: AI+BI+CI>6r (9). Cu Al :LA si analoagele rezulta

sin —
2

. A . B .B .C .C . A
SiIn—-Simm—+Sm—-Sin—+S1mMm—-S1n —
1 1 1 2 2 2 2 2 2

Al +BI+CI = =
FBIvCl = e |7 A4 B
sin-—— sin— sin— sin—-sin—-sin—
2 2 2 2 2 2
Tinand cont ca siné . sinE . sin£ =L si de inegalitatea
2 2 2 4R
Xy + yz + zx < x° + y* 4+ z>,Vx,y,ze O rezulti:
4R( ., 4 ., B . 1- A 1l-cosB 1-
AI+B1+CISr-—(smz—+smz—+st£j:4R[ SALECHE AL A COSC} de
r 2 2 2 2 2 2

unde: Al +BI+CI £ 2R[3—(cosA+cosB+cosC)} = 2R[3—1—4sin§sin§sin%} ,
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deci AI+BI+CI < 2R(2—%j =4R-2r (10). Din relatiile (9) si (10) rezulta:
6r<AI+BI+CI <4R-2r.
6) Dacdi G este centrul de greutate al triunghiului ABC, atunci GA+ GB+ GC = 6r.

Demonstratie. Daca punctul P coincide cu centrul de greutate al triunghiului 4BC , relatia
lui Erdds devine: GA+GB+GC 22(GA +GB, +GC,). Tinand cont de faptul cd

GA, = éha si de relatiile analoage avem:
GA+GB+GC2§(ha+hb+hc)=§(§ 2—: éj, adica:
¢

_+_ p—

6r.

GA+GB+Ge> (L L 11,48 9 12§
3 3 a+b+c 2p

a b ¢

7) Daca P este un punct in interiorul unui triunghi ABC, atunci
PA" + PB" + PC" >2(PA" + PB" + PC"),Ymell", unde A, B, C sunt proiectiile
punctului P pe laturile BC, AC, BA ale triunghiului ABC .

. . . 9 sinC  sinB .
Demonstratie. Din teorema lui Erdds rezultdi: PA>y +z si analoagele.

sin A sin

Obtinem: PA" +PB" +PC" > x" (_sm C+_sm A]+y’” (sm C+ S B]Jrz’” [sm B Lo A] >

sin” 4 sin" C sin” B sin” C sin"A4 sin"B)
> 2(xm +y"+z" ),Vm e unde am aplicat inegalitatea dintre media aritmetica si

geometrica.

8) Generalizarea teoremei lui Erdos - Mordell

Fie P un punct arbitrar in planul triunghiului ABC §i a',b',c' distantele de la P la

virfurile A,B respectiv C si x,y,z distantele de la P la laturile BC, CA, respectiv AB.

Atunci, a'+b'+c’2(é+£jx+(£+zj y+(£+2)z, cu egalitate dacd P este centrul
c b a c b a

cercului circumscris triunghiului ABC .

Demonstratie. Fie h lungimea inaltimii duse din A4 pe latura BC. Avem:

24 ypcy=a-h =ax+by+cz.Evident, a'+x2>h cu egalitate daca si numai daca punctul P

apartine indltimii din 4. Avem aa'+ax > ah = ax+by+cz,deunde aa'>by+cz (11).

A




Fie AB'C' simetricul triunghiului ABC fata de bisectoarea unghiului 4 (Fig.284 ). Atunci,
aplicand inegalitatea (11) pentru triunghiul AB'C'obtinem: aa'>cy+bz adica

a>< y+éz (12) cu egalitate dacd punctul P apartine Indltimii din 4 a
a’ a
triunghiului AB'C', dreapta ce trece prin centrul cercului circumscris triunghiului 4BC .
Analog, se obtin relatiile: b’z%z+§x (13) si c’22x+£y (14) . Sumand inegalitatile
c ¢

(12), (13) si (14) rezultd concluzia.
Observatie: Daca P este un punct interior triunghiului ABC, x,y,z>0, avem:

a+b'+c'22(x+y+z)(unde am utilizat faptul ca %+2 >2,Va,b>0) care este
a

inegalitatea lui Erdos-Mordell. Egalitatea are loc dacda a=b=c, adica daca
triunghiul ABC este echilateral si P este centrul cercului circumscris triunghiului 4ABC .

Teorema lui Barrow
99 Dacd P este un punct interior  triunghiului ABC,  atunci
PA+PB+PC>2(PA+PB'+PC"Y, wunde PA'SPB'S,PC' sunt Dbisectoarele
unghiurilor 1 BPC ,l CPA,01 APB (A'e(BC),B'e(AC),C'e(A4B)).

Demonstratie. Notam cu a,b,c lungimile
segmentelor PA,PB respectiv PC si cu
a, B,y masurile unghiurilor [0 BPC,[] CPA,
respectiv. U APB. Prin 4, notdim aria
triunghiului XYZ. Din
Aipgey = Aipsan t Aipcan rezulta:

PB-PCsina:PB-PA'sin%JrPC-PA’sin%,

deci Par= 20 o5 % Utilizand
b+c
. . 2 <
inegalitatea I <\xy,x,y>0, rezulta
P + P
X oy

PA'<+Jbc cos% si analoagele.Atunci, 2(PA+PB'+PC")< Whe oosg +2/ca oos§+2\/a—b 0037—2/

(*). Ramane sia demonstram ci a+b+c> 2Jbe cos% +2ac cosg +24be cosg .

B

Deoarece a+f+y =27 rezulta cosZ = —cos Z+£ =—cosgcos£+sinzsin—,
2 2 2 2 2 2 2

inegalitatea de mai sus fiind echivalenta cu:

2
(\/; sing—x/gsin %) + (\/; cosg—\/gcos%—\/zj >0, <ceea <ce este adevdrat.

284



Egalitatea din (*) se obtine pentru a=b=c, adicd dacda P este centrul cercului

circumscris triunghiului.
Generalizare a teoremei lui Erdos''®

Fie ,4,,2, €[], si t€[0,1],iar P un punct in interiorul triunghiului ABC. Se noteazi
distantele PA, PB, PC cu x,,x, respectiv x, si cu d,,d,,d, distantele de la laturile AB,

d! d; d;
BC, respectiv CA. Atunci: A x|+ A,x, + Axy 2 2'\| AL, A, ( = —3] cu egalitate
N
dacd si numai dacd % = % :% si P este centrul cercului circumscris triunghiului
a ¢
ABC.
. . c b a c b b
Demonstratie. Se cunoaste cd x,>2—d +—d, , x,2—d,+—d, , x,2—d +—d,.
a a b b c a
! ¢\ ., (bY
cootal (2]
Pentru 0<7<1 rezulta x' >2'|4 5 a >0t .4 5 si analoagele
Utilizdind  inegalitatea  x -1-l >2  pentru  x>Orezultd:  Ax +A4,x,+Ax] >
X
t t t t t t
o R 5 R ) R ) I 1 R
2! < ! +~5 a i +~4 dl >
2 2 2

2T -+ R ).

. d! d; d!
Observatie: Daca t > latunci, 4 x/ +4,x; + Ax; 22\ 4 4,4, {—1+ 2 ]

NN/

Consecinte:
ﬂq A A
D 22 A0
dy d {J A x 1/ LX) J xj

2) h_, A A 22[’11’1223)6_1”‘3 X
(xldl)[ (xzdz)[ (x3d3)’ (x1x2x3)’

NN/
NA(xd,) + 4, (x,d,) + 4, (x,d,) 22'\JALA, (dd,d,) [\/71’ N \/71’]

1% Paul Erdés (1913-1996) — matematician ungur, profesor la Universitatea Notre Dame, contributii importante in
teoria numerelor §i matematici discrete
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4) Ad) + ddi+ Aodl 22 (AL, (did,d,) (ﬁld’ ' ﬁld’ ' @ld]

i) Daca P este centrul cercului inscris in triunghiul ABC, atunci d,=d,=d, =rsi

A B C . . PN .
X, :rc0s3 , X, =rcosE , X :rcosE. Din consecinta (2) si utilizand egalitatea

. A. B . . . A ., B .
s1n—sm—s1n£ =L obtinem: A sin’ =+, sin’ —+ A, sin’ < >
2 2 2 4R 2 2 2

VAL (%j [icos’£+Lcos’£+%cos’ %} ( € (0,1]).

A2 4 2

ii) Daca P este centrul de greutate al triunghiului ABC , atunci d, = ?’ (h, ,i=1,3reprezintd
e . 2 2 2 . .
inaltimile UABC,) si x, = AG :gma,x2 :Emb,)@ :gmc. Din consecinta (1) pentru

A
te(0,1] rezultai: L+24 1 1 1

AL ﬁz( + +
Wby ke \Jaml Jamy [Am
obtinem: (m] J{\/@J +[ hlth <3

m m, m

a c

]. Dacad inlocuim A, = A/

[1.19. Teoremele lui Fagnano'”

,.In univers urla un punct
de durerea unui cerc
care-1 inconjoard.”

N. Stanescu''®

1) Fiind dat triunghiul ascutitunghic ABC sd se determine triunghiul inscris XYZ in
triunghiul ABC a cdrui perimetru este minim.

Demonstratie. Solutia 1. Fie X'si X" simetricele punctului X e (BC) fatd de laturile
AC, respectiv. AB (Fig. 286). Atunci, XZ=ZX" si XY =YX', deci perimetrul
triunghiului XYZ este egal cu XY +YZ+ZX =X'Y+YZ+ZX". Daca X este fixat pe
BC, atunci triunghiul cu perimetrul minim
inscris 1n triunghiul 4ABC se obtine atunci
cand punctele Y si Z apartin dreptei X'X".
Deoarece AB si AC sunt mediatoarele
segmentelor XX", respectiv. XX' rezultd

Wax = ax si Xaz =Zax , de unde
m(X AX ™) = 2[m(¥AX) + m(XAZ)] = 2m(BAC).
Cum AX'=AX =AX" rezultd cd triunghiul

"7 Giovanni Fagnano (1715-1797) — matematician italian, contributii in geometrie
'8 Nichita Stanescu (1933 — 1983) — eseist, poet roman, ales postum membru al Academiei Romane
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AX'X" este isoscel. Cum unghiul " 4X " este constant pentru orice alegere alui X
rezultd ca toate triunghiurile AX'X" sunt asemenea. Latura X'X" are lungimea
minima atunci cand latura AX' are lungimea minimd. Dar AX'=AX = AX" care
are lungimea minimd atunci cand X este proiectia lui 4 pe BC. Analog, Y este
proiectia lui B pe AC si Z este proiectia lui C pe 4AB. Perimetrul minim al unui
triunghi inscris este acela al triunghiului ortic.

Observatie: Daca m([J A)=90°, atunci punctele Z si Y coincid cu A4, iar daca
m(J BAC) >90°, atunci triunghiul XYZ este triunghiul degenerat X4A.

Solutia 2.

Fie  AH,,BH,,CH_ indltimile triunghiului 4BCH  ortocentrul sdu si

punctele X e(BO), Ye(40), Z €(4B), (Fig. 287). Avem:
YZ+ZX+XY:YZ-HbHC+XZ~HCHa+XY-HaHb
H bH c H (:H a H aH b
YZ -H,H XZ -H_H XY -H_ H, sau VZ 47X + XY >
H[JHL HcHa HaHb
(YH,+H,H,+H,Z)-H,H, s (ZH +H.H,+HX) -HH, +(E+HHH,)+HTY)-H‘,Hb B
H,H, HH, HH,

H H, HMH H H, H H, H H, H H,
HH+HH+HH+XY—I e YH +ZH
HH, HH, HH, H H, H H, H H,
(1). Deoarece triunghiul 4ABC este ascutitunghic, inaltimile sale sunt bisectoarele
HaHb HaH(' HbHc HbHa H('Ha HCHb
+ -, -+ , ——%+
H H/J H H H/JH(' H/JH H('HLI HCH/J

sunt

triunghiului ortic, deci vectorii

perpendiculari pe vectorii XH , YH, , » respectiv ZH , deci din relatia (1) rezultd
XY +ZX+XY>H,H +H H,+H H, (2). Daci vectorii YX, ZX, XY au aceeasi

directie cu vectorii H,H_ , H _H,k, respectiv H _H, , atunci existd numerele pozitive

a,p,y astfel incat YZ—aH H, JZX = B H H, XY—yH H . Avem
aHbHC+ﬂHCHa+7/HaHb:O si HbHC+HCHa+HaHb:O, de unde rezultda ca
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YZ=0HH ZX=a0H H,6 XY =aH H, Astfel, YZ+ZX+ XY =a(H H +HH, +HH,) (3)
care cu relatia (2) ne di a=1. Atunci, YZ = HbH(_,ﬁ = H(_HH,YY =H H, ,eea ce
inseamnd ca punctele X, ¥, Z coincid cu punctele H,,H,,respectiv H, . In concluzie,

cel mai mic perimetru al unui triunghi inscris este cel al triunghiului ortic.

2) Fie M un punct variabil in planul triunghiului ABC. Suma MA® + MB* + MC’ este
minimd dacd §i numai dacd M coincide cu centrul de greutate al triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC si a, b, ¢ lungimile
laturilor triunghiului. Din teorema lui Leibniz rezulta:

MA*> + MB*> + MC* =3MG” +%(a2 +b* +c’) >0, minimul sumei se realizeaza atunci

cand punctul M coincide cu G.

3) Fie x, y si z distantele de la un punct M situate in interiorul triunghiului ABC la
laturile BC, CA respectiv AB. Produsul x-y -z este minim dacd M coincide cu centrul de

greutate G al triunghiului ABC.
Demonstratie. Produsul X-y-z este minim cand produsul

(abc)-(xyz) = (ax)-(by)-(cz) este minim. Cum ax+by+cz=2- A[ 48] rezultd cd minimul

se realizeaza atunci cand ax = by = ¢z, adicd cand M coincide cu G.
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11.20. Dreapta lui Droz — Farny'"”

,,Dacd cineva va gasi demonstratia axiomei paralelelor, ar merita un diamant cat Pamantul de mare. Celui care ii

va reusi aceasta, acestuia, muritori, sa-i ridicati un monument nepieritor.” — Farkas Bolyai'*’

Teorema lui Droz - Farny

Fie d' si d" doud drepte perpendiculare ce trec prin ortocentrul H al unui triunghi
ABC.Fie A" si A",B' si B", C' si C" punctele de intersectie ale dreptelor d' si
d" cu laturile BC, AC, respectiv AB. Sa se arate ca mijloacele segmentelor A'A", B'B"
si C'C" sunt trei puncte coliniare.

Demonstratie. Solutia 1. Daca triunghiul ABC este dreptunghic, teorema este evidenta.
Presupunem ca triunghiul ABC este oarecare. Fie C cercul circumscris triunghiului 4BC ,
a , [,y mijloacele segmentelor 4'4", B'B", respectiv C'C". Fie C, (s C. cercurile
circumscrise triunghiurilor HA'A", HB'B", respectiv HC'C" si
H (respectiv H,,H ) simetricele punctului A fatd de dreapta BC (respectiv CA, AB).
Cercurile C, Cs, C. au centrele in punctele «, S, respectiv y. Cum H, e C, He(, si A'A"
este diametrul in C,, , rezultd cd punctul H_ € (., deci punctul H, apartine cercurilor C si
C. si perpendicularei duse din H pe BC. Analog, H, apartine cercurilor C i Cs precum si
dreptei BH. Fie punctul H_ simetricul lui A fatd de AB. Punctul H_ € C. Din lema rezulta

ca dreptele H, A',H,B"' si H ,C'se intersecteazd in punctul N e C. Din teorema lui Miquel

aplicata triunghiului A'NB' cu H, € A'N,H, e NB', H € A'B', rezulta ci cercurile trec

printr-un punct comun M. Analog se poate demonstra ca C, C. i (5 contin punctele H si M,
de unde rezulta ca cercurile sunt coaxiale, deci au centrele coliniare.

"% Arnold Droz -Farny (1856-1912) — matematician elvetian, contributii in geometrie
120 Farkas Bolyai (1775-1856) — matematician roman de origine maghiara, contributii fundamentale in geometrie
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A'B'" B'C' _ C'A’ M
AHBH BHC" CHAH
(vezi ,,Ortocentrul unui triunghi”). Fie BELJA"B", E€ A"B', {D}=B'C"NBE. Avem

Solutia 2. Deoarece transversalele sunt ortogonale rezulta:

ﬂE:%, IBD:%, aE:%, ypz% (2). Din relatiile (1) si (2) rezultd ci
pE _ak

5D =5 Relatia precedentd aratd ca triunghiurile dreptunghice SyD si faE sunt
a

asemenea, deci punctele « , f#, 7 sunt coliniare.

Observatie: Dreapta affy se numeste dreapta Droz-Farny.

Generalizarea teoremei lui Droz - Farny

Printr-un punct oarecare P din planul unui triunghi ABC, se duc doud drepte
perpendiculare d'.d" care intersecteaza laturile BC,CA, AB, respectiv in punctele
(4.,B',C"), (4",B",C"). Daca «a,p,y sunt proiectiile punctelor A',B',C' pe dreptele
PA,PB,PC, iar A,B,,C, sunt punctele de intersectie dintre dreapta d" cu dreptele
aA',BB', respectiv yC', atunci mijloacele segmentelor A' A ,B'B,,C'C, sunt coliniare.
Demonstratie. Triunghiurile
P44, PBB',PCC' sunt

dreptunghice. Fie o,,0,,0,

mijloacele segmentelor
A'A4,B'B,,C'C, si p,,p,, 1
mijloacele segmentelor

PA',PB',PC"'. Dreapta A u,
intersecteaza perpendiculara in
A" pe d' in punctul 4,
si fie B,,C, punctele analog
construite. Patrulaterul P4 A4'A4,

este  paralelogram  deoarece
laturile opuse sunt paralele si
congruente. Deci P4,[14 A" si

cum AA" L PA rezultd
P4, 1 PA.  Fie A4,,B,,C,

simetricele  punctelor  4,,5,,

respectiv C, fatd de dreapta d'.
Atunci, patrulaterul P4 4,4’

este dreptunghi, deoarece
PAUA'A;,, PA =A"A,=A"A,, PA 1 PA', deci cercul circumscris al sdu este punctul

w, - mijlocul segmentului A'4,. Deoarece punctele 4,,B,si C, sunt coliniare, rezultd si

simetricele lor in raport cu dreapta d' - punctele 4,,B,,C, - sunt coliniare, deci si punctele
o,,®,,, sunt coliniare.

Observatie: Daca punctul P este ortocentrul triunghiului ABC, atunci se obtine teorema lui
Droz — Farny.
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I1.21. Teorema lui Steiner - Lehmus'*!

»Steiner este cel mai mare geometru de la Apollonius incoace.” — W. Ball

Un triunghi care are doud bisectoare interioare egale (mdsurate de la varf la latura
opusd) este isoscel.

Demonstratie.

Solutia 1. Fie BE si CF bisectoarele
unghiurilor B, respectiv C ale ABC
(Fig. 291). Presupunem ca AB # AC
si anume fie AB<AC, atunci

m(QCB)<m(QBC) de unde rezulta
. m(ACB) 3 m(ABC) . -

In

2 2
triunghiurile BEC si BFC, rezulta
CE > BF (N construim
paralelogramul BEGF. Astfel

Fig. 291 EG = BF , m(PGE) :@’
FG=BE=FC, de unde
m(FGC)=m(FCG). Din  m(FGE)= LICLN m(FCE) = mACB) i e

m(@GC) < m(@CG), de unde : CE < EG = BF contradictie cu (1). Deci, presupunerea

facutd ca AB < AC este falsd. Analog se trateaza cazul in care AB > AC si atunci rezulta
AB = AC , adica triunghiul ABC este isoscel.

Solufia 2. Utilizam faptul ci [, = be -

A . . C
COSE (unde [, este lungimea bisectoarei interioare a
+c

05 bla+c)

unghiului BAC). Fie ca I, =1 adica
cla+b)

. Presupunem prin absurd ca B > C,
cos—

cla+b)

adica b>c si atunci
b(a+c)

>1, de unde cosg > cos%,deci B < C absurd. Analog,
daca B < C se ajunge la o contradictie. Urmeaza ca m(QBC) = m(QCB) , adica triunghiul
ABC este isoscel.

Observatie: Daca bisectoarea exterioara a unghiului B intilneste prelungirea laturii AC in
punctul F atunci segmentul BF' se numeste bisectoare externd a lui B. Fie CG bisectoarea
externd a lui C. Este usor de demonstrat ca dacd 4B = AC atunci FB = CG.

2Jakob Steiner (1796 — 1863) — matematician german, profesor la Universitatea din Berlin, contributii in
geometria proiectiva
Daniel Lehmus (1780 — 1863) — matematician german, profesor la Universitatea din Berlin
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Reciproca (daca doua bisectoare externe ale unui triunghi sunt egale, atunci triunghiul este
isoscel) nu este neaparat adevaratd. Un exemplu elocvent in acest sens este triunghiul lui
Emmerich. Triunghiul lui Emmerich are unghiurile de masuri egale cu 132°,36° si
respectiv. 12°si are doud bisectoare externe egale. Fie triunghiul ABC in care

m(ABC)=132°, m(CAB)=36°, m(BCA)=12°. Fie BF si CG bisectoarele externe ale

unghiurilor B, respectiv C. Avem: m(g'BA) = % =24°

o

m(FBC)=24°+132°=156°, m(BCF)=12°, m(BFC)=180°—156°~12°=12°  adica
triunghiul FBC este isoscel, cu FB=BC (1) . In triunghiul BCG avem:

180°—-12°
2

m(BCG) = =84°, m(GBC)=48°, m(BGC)=180°-86°—48°=48°, de unde

rezultd ca triunghiul BCG este isoscel cu CG = BC (2). Din relatiile (1) si (2) rezultd ca
FB=CG.
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I1.22. Teorema lui Barbilian'*

Fie ABC §i A'B'C' doud triunghiuri echilaterale de acelasi centru (O), cu virfurile
notate in acelagi sens de rotatie. Sa se arate ca triunghiurile sunt de trei ori omologice in
ordinele: (ABC,C'B'A"),(ABC,B'A'C"),(ABC,A'C'B").

Demonstratie.

Fie {4,}=BCnNnB'C,{4,}=A4'C'nBC,{4,} =A'B'nBC,{B,}=B'C'n AC,
{B,} =A'C'nAC, {B,;}=A'B'NAC, {C}=ABNB'C'{C,} =A'C'"A4B,{C,} = A'B'"AB.
Pentru ca triunghiurile (ABC,C'B'A") sa fie omologice vom arata ca dreptele AC",BB" si
CA' sunt concurente. Din congruenta triunghiurilor OAA',OBB' si OCC' rezulta
AA'=BB'=CC'. Deoarece [1C,AA'=1A4,BB'=1B,CC" rezultd AC, =BA,=CB, si de
aici B A=C,B=A,C (1). Deoarece UAB,C, = BA,C, = CA B, rezultd AB, =BC, =C4,
de unde B,C=C,A= 4B (2) (unde am utilizat faptul ca
m(1 A0A4") = m(0 BOB") =m( COC")=m(J AB,A")=m({ BC,B")= m( CB,C")). Din
teorema lui Menelaus aplicatd in triunghiul 4ABC si transversalei B'C' rezulta:
ﬂBI—C% =1, de wunde se obtine ecgalitatea G4 = AI—CBI—A
AC BA CB CB AB BC
ﬁﬁ iC = AC BI—ABZ—C =1 (unde am utilizat relatiile (1) si (2)), de unde rezulta
CB A4C B,A AB BC B,A

cd punctele C,, 4, si B, sunt coliniare, adica triunghiurile ABC si C'B'A" sunt omologice.
Analog, se aratd omologia celorlalte perechi de triunghiuri.

Atunci,

'22Dan Barbilian (1895-1961) — matematician roman, profesor la Universitatea din Bucuresti, contributii in algebra
si  geometrie
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I1.23. Teorema lui Bottema

n larg azur ca Sfinxul stau mandra si ciudata.
Mi-i inima de gheatd si trupul cum sunt crinii.
Urasc tot ce ¢ zbucium, tulburator de linii
Si nu plang niciodata, si nu rad niciodata.”

Charles Baudelaire'”

Pe laturile ABC se construiesc in exterior pdtratele ABDE §i ACFG. Fie M mijlocul
segmentului DF. Sd se arate ca triunghiurile BMC §i EMG sunt dreptunghice §i isoscele.
Demonstratie.

G

Fig. 294

Notam cu litere mici afixele punctelor corespunziatoare. Din D= RBE (A)
rezultid = b +i(a—b) (unde prin R? (4) am notat rotatia de centru B si unghi T a

d+f b+c+i(c-b)
2 2 '

punctului 4), iar F =R.2(A4), deci f=c—i(a—c), de unde m=

. 2 . 2 . .
Atunci BM = |m —b| = §|c—b| si CM = |m —c| = §|c—b|, de unde rezulta ca triunghiul
BMC este isoscel. Din m=b =—iei-l", rezulti ca BM L MC, adica triunghiul BMC

m—c
este dreptunghic isoscel. Analog, se demonstreaza cd si triunghiul EMG este dreptunghic
isoscel.

'2Charles Baudelaire (1821 — 1867) — poet francez
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I1.24. Teorema lui Goormaghtigh

.Fard a o baza pe intuitie, geometria are totusi un caracter intuitiv. Se pare, ca idea de figurd, figurile elementare:
cercul, triunghiul, sfera etc., formate in practica milenara a omului, fac parte din zestrea informationala a celulei
nervoase, sunt transmise ereditar si dau o mare mobilitate intuitiei.” — Radu Miron'?*

1) Fie T,1,T. triunghiul tangential al triunghiului ABC si punctele X.,Y,Z
ox _oy _oz iy
or, or, o1,
Dreptele AX,BY,CZ sunt concurente in izogonalul conjugat al punctului P ce
or 1

PH ~ 2t
Demonstratie. 1zogonala dreptei AX intersecteazd O7, 1in

apartindnd dreptelor OT,, OT, respectiv OT_. astfel incdt

apartine dreptei lui Euler astfel incdt

punctul X'. Triunghiurile OAX si OX'A sunt asemeneca,
. 0X 04
deci —— =
04 oXx'
punctele X si X' sunt inverse in cercul circumscris. De
asemenea punctele M (mijlocul laturii BC) si 7, sunt
inverse. Fie {P}=AX'NOH . Avem,
or_oXx'_ oOx' 10T, 1
PH AH 20M 2 OX 2t
rationament se aratd ca dreptele BT,,CT,. contin punctul P,

de unde rezulti OX -OX'=04>, adici

Urmand acelagi

adica izogonalele dreptelor AX,BY,CZ sunt concurente, de
unde rezultd ca si dreptele 4AX,BY,CZ sunt concurente.

Observatie: Pentru t:% ,X, Y, Z sunt centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor
OBC, OCA, respectiv OAB. Dreptele AX, BY, CZ sunt concurente in punctul izogonal
conjugat al mijlocului segmentului OH (centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC)

— punctul de concurentd se numeste punctul lui Cosnitdi .

Teorema lui Goormaghtigh

Fie O centrul cercului circumscris unui triunghi ABC, punctele A ,B,,C, pe dreptele OA,

OB, respectiv OC astfel incit o4 =% :% =t. i) Intersectiile perpendicularelor
04 OB OC

din A, pe OA, B, pe OB si C, pe OC cu laturile BC, CA respectiv AB se afli pe o

dreaptd d. ii) Daca M este proiectia lui O pe dreapta d, M' un punct pe OM astfel

incit OM =t-OM ',atunci punctul invers al punctului M' in raport cu punctul O

este izogonalul conjugat al punctului P de pe dreapta lui Euler ce are proprietatea

orP 1

PH 2

Demonstratie. i) Triunghiul XYZ determinat de intersectiile perpendicularelor in 4,,B,,C,,

se obtine prin omotetia de centru O si raport ¢ a triunghiului tangential (Fig. 296).

Varfurile X, Y, Z apartin dreptelor OA4',OB", respectiv OC'".

124 Radu Miron (1927- ) — matematician romén, profesor la Universitatea din Tasi, membru al Academiei Romane
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Din teorema 1) dreptele AX, BY, CZ sunt concurente in punctul izogonal conjugat al
1
PH 2t
{X''=BCNYZ,{Y"'y=CANZX, {Z'}= ABNXY. Vom ardta cd punctele X'Y',Z'
apartin unei drepte d. Fie R raza cercului circumscris triunghiului ABC. Consideram
inversiunea J de centru O si raport ¢-R*, iar M'= J(M). Inversiunea J transformi

punctele 4, B, C in A4, B, respectiv C,. Fie M ,M,,M_  mijloacele laturilor BC, CA4,

punctului P de pe dreapta OH  pentru care Fie

respectiv. 4B. Deoarece  patrulaterul ~ BBM X  este inscriptibil ~ rezulta
OM,-OX =O0B,-OB=t-R*. Analog, OM,-OY =OM_,-OZ =t-R* ceea ce aratd ca
prin inversiunea 7 punctele X, Y, Z
se transformd  respectiv  in
M, M,,M_. Imaginea punctului
X' prin inversiunea J este
punctul 4,, al doilea punct de
intersectie dintre cercurile
circumscrise triunghiurilor
OM M, si OBC,. Analog,
imaginea punctelor Y' si Z' prin
inversiunea (J sunt respectiv

punctele B, (al doilea punct de
intersectie  dintre cercurile
circumscrise triunghiurilor
OM M, si OAC, si C, (al doilea
punct de intersectie  dintre
cercurile circumscrise
triunghiurilor OM M, si OB/A,.
Deci, punctele X'Y'Z' apartin

Fig. 296

unei drepte d iar punctele O, 4,,B,,C, apartin unui cerc C. ii) Prin inversiunea, J
dreapta AX se transformd in cercul OAM,6 de diametru OX' si contine punctul M,

proiectia lui O pe dreapta d. Analog, imaginile dreptelor BY si CZ sunt cercurile de
diametru OY' si OZ' ce-l contin sipe M. Deci punctul comun dreptelor AX, BY si

CZ este imaginea lui M prin inversiunea 7, adicd intersectia dintre OM si cercul C.

Acesta este punctul diametral opus punctului O in cercul C.

Teorema lui Musselman

Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC, H ortocentrul triunghiului ABC
si A", B", C" simetricele virfurilor A,B, respectiv C fati de laturile BC, CA si AB.
Cercurile circumscrise triunghiurilor AOA”, BOB® si COC" se intilnesc intr-un

punct care este inversul punctului izogonal conjugat al centrului cercului lui
Euler.
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Demonstratia rezultd din teorema lui Goormaghtigh pentru #=1/2. Centrele cercurilor

circumscrise triunghiurilor BOB® si COC® sunt coliniare, cercurile avdnd un al
doilea punct comun, simetricul lui O fatd de linia care uneste centrele cercurilor.
Acest punct este inversul punctului izogonal al centrului cercului lui Euler.

I1.25. Teorema lui Dergiades

,.NUu existd ramura a matematicii — oricat de abstracta ar fi ea — care sd nu
se poati aplica intr-o zi fenomenelor lumii reale.” — Nikolai Lobacevski'®®

Fie C,(O,,R),C,(0,,R,),C,(0,,R;) trei cercuri care trec prin vdrfurile B si C, C si A4,
respectiv A §i B ale unui triunghi ABC §i D, E, F al doilea punct de intersectie dintre
cercurile (C,) si (C,), (C;) si (C)), respectiv (C)) si (C,). Perpendicularele duse in D,
E, F pe AD, BE, respectiv CF intersecteazd laturile BC, CA, AB in punctele X, Y,
respectiv Z. Punctele X, Y §i Z sunt coliniare.

Demonstratie.

Fie M M, M_ triunghiul median
al triunghiului ABC (Fig. 297).
Dreptele oM, ,O0,M, OM,
fiind mediatoarele laturilor
triunghiului 4ABC sunt concurente
in centrul cercului circumscris (O)
al triunghiului ~ 4BC, deci
triunghiurile M M, M, si 00,0,
sunt omologice. Fie A4',B',C'
mijloacele segmentelor A4X, BY
respectiv CZ. Deoarece
0,0, L AD rezultd 0,0, DX si
cum 0,0, este mediatoarea
segmentului 4D  rezultd cd
A'€ 0,0,.Deoarece M,M_[BC
rezultd ca A'eM,M,, deci
{A"y =0,0,"M M, Analog se
aratd cd {B't'=00,"M M, , {C}=00,nM M, Conform teoremei lui Desargues
punctele A',B',C' sunt coliniare. Din teorema lui Newton — Gauss aplicata patrulaterului
BCYZ rezulta ca punctele X, Y si Z sunt coliniare.

12Nikolai Lobacevski (1792-1856) — matematician rus, profesor la Universitatea din Kazan, contributii
fundamentale In geometrie
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I1.26. Teoremele lui Pappus'*°

,,Cea mai neglijata teorema de existentd in matematica este existenta oamenilor. Matematica a fost creatd de
oameni §i ea poarta amprenta lor.” — Hammer Presten

Fie triunghiul ABC si punctele M € (BC),N € (AC),P € (BA) care impart aceste
segmente in acelasi raport. Sa se arate ca triunghiurile ABC si MNP au acelasi centru de
greutate.

Demonstratie. Solutia 1. Fie M, mijlocul laturii
BC si M' simetricul lui M fatd de M, (Fig.
298). Fie G centrul de greutate al
triunghiului ABC , G, centrul de greutate al
triunghiului MNP si G, centrul de greutate al
triunghiului M ' NP. Cum punctele M, N, P impart
laturile triunghiului ABC 1in acelasi raport rezulta
ca patrulaterul APM'N este paralelogram de
centru O, de unde rezultd cd GG,UM M"' si

3GG, =2M M'=MM'. In OQMM' avem:

GG,0MM' si GG, :%MM ', de unde rezulta

cd punctele G si G, coincid. Solutia 2 .Fie k raportul in care sunt Impartite laturile. Atunci,
AP =k-PB, BM =k-MC, CN =k-NA. Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC .

Atunci, GP= M, @:M , GN = M . Sumand relatiile
1+k 1+k 1+k
precedente rezulta: GM +GN +GP =GA+GB+GC =0, deci G este si centrul de greutate

al triunghiului MNP.

Reciproca teoremei lui Pappus

Daca un triunghi MNP inscris intr-un triunghi ABC are acelasi centru de greutate ca si
triunghiul ABC, atunci varfurile triunghiului MNP impart laturile triunghiului ABC in
acelagi raport.

Demonstratie. Fie M, ,,M,,M_, mijloacele
laturilor triunghiului ABC, G centrul de greutate
comun triunghiurilor ABC si MNP, iar P'
piciorul medianei PG a triunghiului MNP
(Fig. 299). Vom demonstra ca
AP BM

AP _BM _CN g PG BG
PB  MC NA P'G MG

deci M, P'0BP. Cum M,M_ UBP rezultd ci
punctele M,,P'.M, sunt coliniare. Fie
{P"}=CP'NAB.  Deoarece MP'= NP'si Fig. 299
CP'= P'P" rezulta ca patrulaterul MCEP" este

126 Pappus din Alexandria (290-350) — matematician grec, contributii in geometrie
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paralelogram, deci MP"[ICE si EP"[IBC, de unde M :B— :ﬂ. Analog se arata

MC AP" NA

. BM AP ~ .
cd —— =——, de unde rezulta concluzia.
MC PB
Solutia 2. Notam afixele punctelor cu litere mici corespunzatoare, fie
£=x,%=y,c—N=z. Atunci, p= a+bx’ m= b+cy’ n= craz . Trebuie sa
PB MmC NA I+x I+y I+z
demonstram ca a+31?+c:m+f31+p daca si numai daca x=y=z. Dacd x=y=z,
atunci evident cd a+b+c=m+n+p. Reciproc, fie a+b+c=m+n+p. Atunci,
a 1 +b 1 +c 1 =0. Cum
I+x 14z I+y 1+x I+z 1+y
! — ! + ! - ! + ! — ! =0 si punctele 4,B,C nu sunt coliniare,
I+x 14z I+y 1+x I+z 1+y

.o 1 1 1 1 1 1
rezulta ca : - = - = - ,deunde: x=y=z.
I+x 1+z 1+y 1+x 1+z 1+y

2) In triunghiul ABC, fie Dec(AC),Ec(AB), astfel incit {M}=BDNCE,

{N}=DENBC, {P}=AM N BC. Atunci NB :Q.
NC PC
Demonstratie. Din teorema lui Menelaus aplicatd in triunghiul ABC si transversalei
N — E — D rezulta: ﬁ-E-E:I (1) (Fig. 300). Teorema lui Ceva aplicatd in
EB DA NC
triunghiul ABC ne da: E—AD—CQ =(2) . Din relatiile (1) si (2) rezulta NB = Q
EB DA PC NC PC

D

N B P C
Fig. 300

. NB PB . .
Observatie: Relatia % = P ne arata ca punctele N, B, P, C sunt conjugate armonic.
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11.27. Teorema lui Salmon'”’

~Matematica este formata din insule de cunoastere intr-un ocean de ignoranta.”

Fie M un punct pe cercul circumscris unui
triunghi  ABC.  Cercurile de diametre

(AM),(BM),(CM) se intersecteazid doua cite
doud in trei puncte coliniare.

Demonstratie. Fie A4',B',C' proiectiile
punctului M pe laturile BC , CA respectiv 4B.
Punctele A',B',C' sunt punctele de intersectie
dintre cercurile de diametre (AM),(BM) si

(CM), iar conform teoremei lui Simson rezulta

ca punctele A4',B',C' sunt coliniare.

[1.28. Teorema lui Pedoe

,Nici un om nu se intareste citind un tratat de gimnastica, ci facand exercitii; nici un om nu se invata a judeca
citind judecatile scrise de altii, ci judecand singur si dandu —si singur seama de natura lucrurilor.” — Mihai
Eminescu'?®

Fie triunghiul ABC si A'B'C'situate in acelasi plan. Daca laturile lor au lungimile a, b,
c respectiv a',b',c', atunci: a’(-a”+b"+c?)+b*(a”-b"+c?)+c*(a”+b"—c?)216S-S",
cu egalitate dacd triunghiurile sunt asemenea ( unde cu S §iS'am notat ariile
triunghiurilor ABC , respectiv A'B'C" ).
Demonstratie.
A"
A

Fig. 302

127 George Salmon (1819-1904) — matematician irlandez, contributii in algebra si geometrie
128 Mihai Eminescu (1850-1889) — poet, jurnalist roman, considerat cel mai important scriitor romantic din
literatura romana
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Pe latura BC se construieste triunghiul A"BC asemenea cu  ABC, de unde:

BC = 4 _4 B, adica ﬂzci:ﬂ, deci: A"C:ﬂ (1) (Fig.302). Din
B'C' C'A'" A'B' a'" b c' a'
teorema cosinusului in triunghiul A"CA rezulta:
AA™ =b* +A4"C* —=2b-A"C-cosJ ACA" (2). Din relatiile (1) si (2) rezulta
A4 =D + (ab j —2b— cos(iCc'B'-4CB) egalitate echivalenti cu
a a'

a” AA" =a" b’ +a2b’2—2aa’bb'[cos@’ -cos €'+ sin € -sin @'] >0 (3).

. vt A 2,52 2
Dar S-S':"bszln%-" b ;‘n@ 48S'=aa'bb'sin € -sin &' (4), iar cos@:% si
a

2 _
cos @' :% (5). Din relatiile (3), (4) si (5) rezultd concluzia. Egalitatea are loc
a
atunci cand AA"™ =0,adici A= A", deci cand triunghiurile ABC si A'B'C'sunt
asemenea.

Consecinte:

1) Daca triunghiul A'B'C'este echilateral, atunci inegalitatea  devine:
A+ 24/3-8.

2) Daca triunghiul A'B'C'este CBA, deci a'=b,b"'=c,c'=a, atunci S = S'si inegalitatea
devine a* +b* +c* >165°.

3) Daci triunghiul A4'B'C"este dreptunghic in A', atunci: b*c”+¢’b"” > 8SS".

I1.29. Teorema lui Simson generalizata

,,Din ceas, dedus adancul acestei calme creste,
Intratd prin oglinda in mantuit azur,
Taind pe inecarea cirezilor agreste,
in grupurile apei, un joc secund mai pur.”
Ton Barbu'?

Teorema lui Simson generalizata

Fie M un punct pe cercul circumscris triunghiului ABC, A'e BC,B'e CA,C'e AB.
Daca m(OMC'A)=m(OMB'C)=m( MA'C)=¢, ¢ (0,7), atunci punctele A',B',C'
sunt coliniare.

Demonstratie.  Patrulaterele ~ ABMC, AB'MC', A'B'MC  sunt inscriptibile
(Fig. 304). Atunci, OC'B'M =00C'AM =00 MCB de unde rezulta:
m({A'B'M)Y+m(UOMB'C")Y= mUA'B'M)+m( MCA")=180° adicda punctele
A',B',C" sunt coliniare.

2% Ton Barbu (1895-1961) — matematician roman, profesor la Universitatea din Bucuresti, contributii in algebra si
geometrie
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Observatii:
1) Teorema de mai sus apartine lui Lazare Carnot.

2) Dreapta ce contine punctele A4',B',C' se numeste dreapta lui Simson generalizata de
unghi ¢ a punctului M fata de triunghiul 4BC (notatie cu dw ).

3) Pentru a determina de exemplu
pozitia punctului M pe cercul
circumscris triunghiului ABC
procedam astfel: alegem punctele N si P
arbitrar pe cerc, construim dreapta
AA, astfel incat masura unghiului dintre
AA si NP sa fie egald cu 7—¢
( 4, apartine cercului circumscris
triunghiului 4B8C), iar din 4, construim
dreapta AM astfel incat
mUAM,BC)=¢ (M  apartinind
cercului circumscris triunghiului
ABC).

Fie M, N, P puncte pe cercul
circumscris al unui triunghi ABC astfel
incat unghiul dintre dreapta lui Simson
generalizatd de unghi @ a punctului M

si dreapta NP sa aibd masura 7—¢.
Triunghiul MNP se numeste triunghi
@— S fata de triunghiul 4BC.

Dreapta lui Simson generalizatd de unghi de mdsurd ¢ a punctului M fatd de
triunghiul ABC este paraleld cu dreapta A4, .

Demonstratie. Fie A',B',C' proiectiile de unghi ¢ ale punctului M pe dreptele BC,CA
respectiv AB si A punctul de intersectie dintre MA' cu cercul circumscris triunghiului
ABC . Deoarece patrulaterul AB'MC'este inscriptibil rezulta:
mUAC'BY=m(UAMB"Y=¢p-m(0 B'AM)= ¢@—-m( MBC)=m({ BMA)=m(0 BAA4),
deci 44, 0d,, .
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11.30. Teorema lui Sondat

.Pe linie de cercetare, geometria cuprinde domenii abstracte foarte generale, dar geometria elementard ramane
foarte importanta in invatamant fie prin aplicatiile ei derecte diverse, fie ca o verigd in intelegerea problemelor
moderne de teoria spatiilor generalizate.” - Nicolae Mihiileanu'*’

Fie triunghiurile ABC,AB,C, ortologice si omologice, Q,Q, centrele de ortologie si
P centrul de omologie, iar d axa de omologie a acestor doua triunghiuri. Punctele P,Q

si O, apartin unei drepte perpendiculare pe dreapta d .

P

SN Fig. 305

\
A

Demonstratie. Punctul Q apartine perpendicularelor duse din 4, B,,C; respectiv pe laturile
BC,CA4,AB, iar punctul Q, apartine perpendicularelor duse din 4,B,C pe laturile
BC,, AC,, 4B, Fie{B'} = CANC,4,{C"y = ABNAB,,B',C' ed.Avem AP=aAA BP=/BB,
C,A=yC,C,PA* -QA4* =1,,PB* —QB* =1,,PC> - QC? = | .Aratam ca
B'PP-B'Q’=C'P"-C'Q" (1), ceea ce implicd PQ L d. Avem BC_AP GC =2,
B'A 44 CP vy
Din teorema lui Leibniz rezulti : PC* -y —PA>-a=PB"-(y—a)+B'C*-y—B'A>-a $§1

Ly—1

OC*-y—O4* @ =0B* (y—a)+B'C* -y —B'A*-a, iar de aici PB*—QB" =/ W%
y—a

Relatia (1) este echivalenta cu By(l,—I)+ya(l.—1)+af(l,—1,)=0 (2). Deoarece

BC 1L AQ rezulti BA>—CA’> +CQ* - BQ’ :u (3). Din relatia lui Leibniz rezulta
a

BA,a— BP, = BAX(a —1)+ A Aa— A P*, CA’a—CP* =CA (a-1)+AAa— AP (4.

1N, Mihiileanu (1912-1998) — matematician roméan

303



. .. . 1 -1
Din relatiile de mai sus rezulti BA’ —CA’> +CQ’ —BQ* =--—< . Analog rezulti ci
a

-1,

-1
CB* - AB* + AQ* -CQ’ :Z“T",ACZ —BC?*+BQ* - AQ* =~

Sumand relatiile
L-1 1 -1 I-1 . . .
L4t 4t =0, adicd tocmai relatia PO L d. Analog se
@ B y
aratd cd PQ, L d , decipunctele P,Q,Q, sunt coliniare.

precedente rezulta

I1.31. Teoremele lu1 Maxwell™'

,,Vis al Dreptei Simple! Poate, geometria
Sabiilor trase la Alexandria,

Libere, sub ochiul de senin otel,

in neclatinatul idol El Gahel.”

- Ton Barbu'*?

1) Fie P un punct in planul triunghiului ABC si A'B'C' un triunghi care are laturile
paralele cu cevienele punctului P in raport cu triunghiul ABC. Cevienele triunghiului
A'B'C" paralele cu laturile triunghiului ABC sunt concurente.

Demonstratie. Sunt o infinitate de triunghiuri A'B'C' asemenea, deci este suficient sa

demonstrdam problema pentru unul din aceste triunghiuri. Fie A4,,B,,C, picioarele

cevienelor corespunzitoare punctului P. Fie 4'4, 4B, B'B,U1BC, C'C,04C ,

Al

Fig. 306

(4,€B'C',B,eA'C',C, € A'B"). Din asemanarea triunghiurilor PC\B si B'A4,A4",

CB PC A P
respectiv. PAC, cu C'A'4, rezulti ——=_"1 i G _FG , de unde
A4, B4, T A4, AC
CB AC' BA C,B' AC B,A'
—IZ =727 Analog, se obtin relatiile —~ ="2"_ §i ~— =—2_ Deoarece dreptele
CA 4B BC CA' " 4B B

B! James Clerk Maxwell (1831-1879) — matematician si fizician scotian, profesor la Cambridge
132 Ton Barbu (1895-1961) — matematician roman, profesor la Universitatea din Bucuresti, contributii in algebra si

geometrie
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A4C B A CB B,A" C,B' AC’
AA,, BB, si CC, sunt concurente rezultda —— . ——.—— =1 adicd ,
BBC c A BC’ CzA'AB

deci dreptele A4, , BB, si CC, sunt concurente.

2) Fie P un punct in planul triunghiului ABC §i A'B'C' un triunghi ce are laturile
perpendiculare pe cevienele punctului P in raport cu triunghiul ABC. Cevienele
triunghiului A'B'C' perpendiculare pe laturile triunghiului ABC sunt concurente.
Demonstratia este evidentd deoarece triunghiurile ABC si A'B'C' sunt ortologice (vezi
,, T riunghiuri ortologice™).

I1.32. Teorema trisectiei

In triunghiul ABC fie medianele BB’ si CC’. Printr-un punct T < (BC) se duc paralelele
TD si TE la medianele BB’, respectiv CC’,(D € (AB),E € (AC)). Atunci, medianele BB’ si
CC’ impart segmentul DE in trei segmente congruente.

Demonstratie.

Fig. 307

Fie {M}=DENBB’ , {N}=DENCC’, {G}=BB'nCC', {K}=DTNBB’, {L}=TENCC".

. . o . . 1
Din DTCC' rezulta ca triunghiurile BKT si BGC sunt asemenea si cum C'G :ECC'
1 . . . .
rezultda DK ZEDT . Din asemanarea triunghiurilor DKM si DTE rezulta DM =%DE .

Analog, NE = %DE , de unde rezulta DM = MN = NE = %DE .
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I1.33. Teoremele lui Harcourt

,Daca numai as avea teoremele! Atunci as putea destul
de usor sa gisesc demonstratiile.” - Bernhard Riemann'*

1) Daca distantele de la virfurile A, B, C ale unui triunghi ABC la o tangenti dusa la
cercul inscris in triunghiul ABC au lungimile a,,b,  respectiv c,, atunci

aa, +bb, +cc, =24 450, (a, b, ¢ sunt lungimile laturilor BC, AC respectiv AB).

A

B C B A C

Fig. 308 Fig. 309

Demonstratie. Fie (x,y,z) coordonatele baricentrice ale unui punct P si / o dreapta ce trece
prin P, iar d,, d, si d, sunt distantele de la varfurile 4,B,C la dreapta / (Fig.309). Vom
ardta cd d,-x+d,-y+d,-z=0. Fie {4'} = APNBC si consideram d, negativ iar d, si

d, pozitive. Atunci, AP == si B4 =Z ,deci distanta de la A' la / este egala cu
PA'" y+z A'C y
. yd,+zd —d . .
d = Ve T2 , de  unde —L= AP _y+z ,  relatie  echivalenti  cu
y+z d  PA' X

d,-x+d,-y+d,-z=0. Revenind, presupunem ca dreapta [ trece prin [(a,b,c) si este
paraleld cu tangenta la cercul inscris. Atunci,distantele de la 4 la [ sunt: d, =a,-r,
d,=b~-r, dy=¢c —r. Avem: aa, +bb, +cc, =
a(d,+r)+b(d, +r)+c(d;+r)=(ad, +bd, +cd,)+(a+b+)r=0+24 150, =24 45, -

2) Daca distantele de la varfurile A, B, C la o tangentid dusa la cercul exinscris
corespunzdtor laturii BC a triunghiului ABC, au lungimile a,,b, respectiv c,, atunci

—aa, +bb, +cc, =24, (relatii analoge se obtin prin celelalte doud cercuri exinscrise).
Demonstratie. Prin centrul [ (-a,b,c) ducem o paraleld la tangenta consideratd si fie
d,,d,,d, distantele de la A,B,C la aceastd paraleld. Atunci,—ad, +bd, +cd, =0 iar
¢=d,+r,, b=d,+r,,c,=d,+r,, unde r, este raza cercului A -exinscris. Avem:
—aa, +bb, +cc, = (—ad, +bd, +cd,)+r,(-a+b+c)=0+2r,-(p—a)=24 45,

133 Bernhard Riemann (1826-1866) — matematician german, profesor la Universitatea Géttingen, contributii
fundamentale in analiza matematica si geometria diferentiala
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1.34. Teorema lui Zaslavsky

,,Geometria proiectiva ne - a deschis cu cea mai mare usurinta teritorii noi in stiinta noastra, a fost si numita pe
G 11 t desch ta terit tint; 1 fost t:
buni dreptate un drum regal, conducand in domeniul sau particular de cunostiinte.” - Poncelet'**

Fie P un punct in planul triunghiului ABC si A'B'C' simetricul triunghiului ABC fatd
de punctul P. Prin punctele A',B',C' ducem trei drepte paralele care intersecteazd

dreptele BC, AC si AB in punctele X ,Y respectiv Z. Sd se arate cd punctele X,Y si Z sunt
coliniare.

d
d
d K
d
Fig. 310
Demonstratie. Vom arata ca BY CY AZ =1. Prin punctul C ducem o paraleld (d) la
XC AY BZ

dreptele paralele date. Fie Z' simetricul lui Z fata de P. Atunci, BZB'Z' este paralelogram,

deci BZ=B'Z' si BZUB'Z'UB'A"' de unde rezulta ca punctele B',4',Z" sunt coliniare

: AZ A7 . , : - .

si AZ=A'Z'. Astfel, == === (). Fie {N}=BA4 ndsi {K}=A4B nd . Atunci, din
BZ BZ

BX BA . CY BK BX CY AZ

—=—— §1 —=——. Av ==

XC AN AY BA

BA BK AZ BK AZ BZ AZ  BZ AZ . y

- V—=———=——-—= —.—=1, unde am utilizat faptul ca

AN BA BZ AN BZ AZ BZ AZ BZ

triunghiurile 4'NZ' si B'KZ"' sunt coliniare. Din reciproca teoremei lui Menelaus rezulta

ca punctele X, Y si Z sunt coliniare.

teorema lui Thales rezulta:

]

1%Jean Poncelet (1788 - 1867) — matematician francez, contributii importante in geometria proiectiva
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[1.35. Teorema lui Zajic

»Ne vom aminti de Arhimede cand il vom fi uitat pe Eschil fiindca limbile mor, iar ideile matematice sunt fara
moarte. Nemurirea poate parea un cuvant inept, dar matematicianul are, probabil, cea dinti sansa de a se bucura
de binefacerile ei, oricare ar fi acelea.” - G.H. Hardy'*

In triunghiul ABC, fie X e(BC) si C, punctul de tangenti al cercului inscris in
triunghiul ABC cu latura BC. Daca cercurile inscrise in triunghiurile ABX si ACX sunt
tangente laturii AX in punctele T, , respectiv T, , atunci C, X =TT,.
Demonstratie. Fie a, b, ¢ lungimile laturilor
triunghiurilor ABC si p, p,, p,. semiperimetrele
triunghiurilor  4ABC, ABX respectiv.  ACX.
In triunghiul ABC avem:
BX=BC,+C, X=p-b+C,X si
CX=CC,-C,X=p-c-C,X. In triunghiul
ABX, XT,=p,—c si in triunghiul ACX,
XT, = p.—b. Atunci, TT, =XT,-XT, =
pp—P.tb—c. Dar, 2p,—p.)=
2[(c+ AX + BX)-(b+ AX + CX)] =
2(c-b+C,X), de unde rezulta ca
p, —pP,=¢c—-b+C, X, deci
ITy=c-b+C,X+b-c=CX.

Consecintia: Dacia C, este punctul de tangentd al cercului inscris in triunghiul ABC cu
latura BC, atunci cercurile inscrise in triunghiurile ABC, si AC C, sunt tangente laturii
AC, in acelasi punct.

Demonstratia rezultd din teorema lui Zajic pentru X =C, .

I1.36. Teorema lui Viviani'**

Suma distantelor de la un punct, situat in interiorul
unui triunghi echilateral la laturile triunghiului este
egald cu inaltimea triunghiului.

Demonstratie. Fie P un punct in interiorul ABC si
B, P, P, proiectiile lui P pe laturile BC, AC respectiv AB
(Fig. 312). Fie a lungimea laturii 4B si & lungimea
triunghiului echilateral ABC. Avem:
adica

A[ABC] = A[PBC] + A[PAC] + A[PAB] >
a-h PR-a PP-a PB-a
—= + +

2 2 2 2
h= PP, + PP, +PP,.

, de unde rezulta Fig. 312

133 G.H. Hardy (1877-1947) — matematician englez, profesor la Universitatea Cambridge, contributii importante
n teoria numerelor si analiza matematica
136 Vincenzo Viviani (1622-1703) — inginer italian, contributii in fizica si geometrie
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I1.37. Teorema lui Véronése'”’

,lubirea nu se daruie decat pe sine si nu ia decat de la sine. Iubirea nu stapaneste
si nu vrea si fie stapanita, fiindca iubirii fi este de ajuns fubirea.” - Gibran Kahlil'*®

Fie triunghiurile omologice ABC si A'B'C', {A"}=BC'nCB', {B"}=CA'nAC",
{C"Yy=AB'"BA'. Triunghiul A"B"C" este omologic cu fiecare din triunghiurile
ABC,A'B'C" iar cele trei centre de omologie sunt coliniare.

Demonstratie. Fie {4}=BCNB'C,{B}=ACNA'C,{C}=A4ABNA'B' (Fig.313).
Triunghiurile ABC si A'B'C"' fiind omologice rezultd ca punctele 4,5,,C, sunt coliniare.

Fig. 313

Omologia triunghiurilor ABC si A'B'C' implicd omologia triunghiurilor ABC' si
A'B'C de unde rezultd cd punctele C,,4",B" sunt coliniare. Analog, punctele
(4,,B",C") si (B,,C",A") sunt coliniare, deci triunghiul A"B"C" este omologic cu
fiecare din triunghiurile 4BC si A'B'C',avand drept axd de omologie dreapta A4,C,, iar
cum dreapta 44" nu trece prin centrul O de omologie dintre triunghiurile ABC si 4'B'C"
rezulta ca centrele de omologie O, si O, - dintre triunghiurile 4"B"C" si ABC respectiv
A"B"C" si A'B'C" - i punctul O sunt coliniare.

7 Giuseppe Véronése (1854-1917) — matematician italian, profesor la Universitatea din Roma, contributii
importante in geometria proiectiva
1% Gibran Kahlil (1883-1931) — poet, filosof, sculptor libanez
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I1.38. Teorema lui Cosnita™

~.Matematica este o stiintd in care nu se stie niciodatd despre ce se
vorbeste si nici daca este adevirat ce se vorbeste.” — Bertrand Russel'*’

Teorema lui Cosnita

Fie O centrul cercului circumscris unui triunghi ABC si X, Y, Z centrele cercurilor
circumsrise triunghiurilor BOC, COA, respectiv AOB. Dreptele AX, BY si CZ sunt
concurente.

Demonstratial. Fie {4} = AX nBC,

{B,} =BYNCA, {C,}=CZnAB (Fig. 314). Deoarece
m(J BOX)=m( OCX) = %m([ BOC)=m(1 A),

rezults m(0 OBC)=90°—m(0 BOX)= 90°—m( A) si
m(@ CBX) =m0 BCX) =m0 A)—m(@ OBC) =
2m(0 A)—90° = . Analog,  m(] ACY)=2m( B)—90°=j3

BA
si m(U AZB)=2(0 C)-90° = y. Avem: —~ _ sy _ B

Alc AACX
1 .
5 AB-BX sin(B+a)  ypon(Bia)

%-AC-CX-sin(C_Fa) AC sin(C + a)

B4, AB-cos(C—4) CB, _ CB-cos(4-B) ; CA_ CA-cos(B-C)

. Analog, .

AC AC-cos(B—A) B A BA-cos(C-B) CB CB-cos(4-C)

Atunci, %~%~%:1 (unde am tinut cont cd cos(—x)=cosx,Vxell ) si din
AC B A CB

reciproca teoremei lui Ceva rezulta ca dreptele 4X, BY si CZ sunt concurente.
Demonstratia 2: Fie {4V =ZY "BC,{B"}=XZ N AC si {C"'} = XY N AB. Deoarece Z7,
XZ, XY sunt mediatoarele segmentelor 40, BO respectiv CO din teorema lui Ayme rezulta
ca punctele 4°,B",C" sunt coliniare si din reciproca teoremei lui Desergues aplicati
triunghiurilor ABC si XYZ rezulta ca dreptele AX, BY si CZ sunt concurente.

Observatii:

1) Punctul de concurenta al dreptelor AX, BY si CZ se numeste punctul lui Cosniti al
triunghiului 4BC.

ii) Triunghiul XYZ se numeste triunghiul lui Cosnita al triunghiului ABC.

iii) AX, BY, CZ se numesc dreptele lui Cognitd.

1) Intr-un triunghi ABC, punctul lui Cosniti (O") si centrul cercului lui Euler 0,) sunt
izogonal conjugate.

Demonstratie. Fie A' si A" punctele de intersectic dintre bisectoarele interioarda si
exterioard a unghiului 0 4 cu cercul circumscris triunghiului ABC si O, centrul cercului

13 Cesar Coasnita (1910-1962) — matematician roman, profesor la Universitatea din Bucuresti
10 Bertrand Russell (1872 - 1970) — filosof, logician si matematician englez, laureat al Premiului Nobel pentru
literatura
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circumscris triunghiului BHC. Punctele A4,0,,0, sunt coliniare (vezi ,Cercurile lui

. R .
Carnot”) (Fig. 315). Avem: OX = 2 A,XA':XO—R,OOG =AH =2Rcos A (vezi
cos
A"O, A'O
,Cercurile lui Carnot™). Atunci, < = £ =2Rcos A,
A"X A'X

deci fasciculul (4, NO,MO,) este armonic si cum
m(J A'AA")=90° rezulta ca dreptele AA' si AA" sunt
bisectoarele unghiurilor U XAO,, respectiv U O,AP, unde
P e(BA\[AB]) (vezi ,,Centrul cercului inscris in triunghi”),
deci [XAA'=0A'AO, sau [ XAA'=0A4'A0, (1), adica
dreptele AX si AO, sunt izogonale. Analog se aratd cd
dreptele BY si BO, sunt izogonale, deci punctele lui Cosnitad

(O") si centrul cercului lui Euler (O,) sunt izogonal
conjugate.

2) Raza cercului circumscris triunghiului BOC are raza egali cu

cosd

2
Demonstratie. Avem: XO = R-R-a = R; .a = .a = R .
4- Aoy 4_R -sin24  2sin24 2cos A

2

3) Fie A",B",C" simetricele varfurilor triunghiului ABC fata de laturile opuse si O
centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Cercurile circumscrise triunghiurilor
AOA*,BOB" si COC" se intilnesc intr-un al doilea punct care este inversul in cercul

circumscris al punctului lui Cosnitd.
Demonstratie. Vezi ,,Teorema lui Goormaghtigh - Musselman”.

Teorema lui Yiu

4) Fie A",B",C" simetricele varfurilor triunghiului ABC fati de laturile opuse.
Cercurile circumscrise triunghiurilor AB"C*,BC"A*,CA*B" trec prin inversul punctului
lui Cognitdi in cercul circumscris triunghiului ABC .

Demonstratie. Fie Q inversul punctului lui Cosnita(O')in cercul circumscris
triunghiului ABC. Din teorema lui Musselman ( apartine cercurilor circumscrise
triunghiurilor BOB* si COC"  (Fig. 316). Atunci, O0B'QO=0B'BO si
0C'Q0=0C"CO, de unde rezultda cd m( B'QC")=m( BQO)+m( C*Q0) =
m({J B"BO)+m(0 C*CO) =[m(@ CBB")—m(0 CBO)|+[m(0 BCC")—m( BCO)]=
[m(O CBB")+m(0JBCC")]-[m(0J CBO)+m (0 BCO)]-=
m(0 CBB")+m(0 BCC")—(180°—m(0 BOC)) . Dar m(l CBB")=90°—m( C)=90°-m(L B)
m(0 BOC) = 2m(0 BAC). Astfel, m([l B°OC")=(90°—m(0 C))+(90°—m([ B))—180°—2m([] 4) =
2m(0 A)—m( B)—m(@0 C) =3m(0 4)—180°. Deci, 180°—m(] B*QC")=2-180°-3m( A).
Pe de altd parte, 0 BAC"=0BAC si [0 CAB" =0BAC, de unde rezultd ca
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m(0 B*AC") = 2-180° —[m(0 BAC*)+m(0 BAC)+m() CAB")] = 2-180°—3m({] BAC). Ur
meazd ca, m(J B*AC") =180°—m(0 B"QC"), de unde rezultd ca Q apartine cercului

Fig. 316

circumscris triunghiului AB*C*. Analog, se aratd cd punctul Q apartine si cercurilor
circumscrise triunghiurilor BC* A" si CA'B".

Observatie: in general, dat fiind un triunghi ABC si punctele A°,B",C" astfel incét
cercurile circumscrise triunghiurilor 4"BC,B*CA si C"AB au un punct comun, atunci

cercurile circumscrise triunghiurilor AB*C*,BC*A" si CA'B" au de asemenea un punct
comun.

5) Centrul cercului circumscris triunghiului de simetrie A*B"C" al triunghiului ABC
este simetricul centrului cercului circumscris triunghiului ABC fata de punctul lui
Cosnita.

Demonstratie. Centrul cercului circumscris o’

triunghiului podar al unui punct P este mijlocul

segmentului PP" ( P fiind izogonalul conjugat N*

al Iui P). Fie O"centrul cercului circumscris
triunghiului  A°B"C" (Fig. 317). Cum O, si

N sunt izogonal conjugate rezulti ci O este H 0, G 0

imaginea mijlocului segmentului OQN* prin
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omotetie H(G,4) (unde am folosit teorema lui Boutte — ,, Triunghiul celor trei imagini”).
Fie T mijlocul segmentului O,N" . Din teorema lui Menelaus aplicatd triunghiului O,7G
O*G_OO9 NT 43

avem: — . — === =1 rezulti punctele O,N si O" sunt coliniare. Cum
oT 0G ON" 322
‘T HO, 5 R . .
oT _HO, =3 rezulta O,TUO"H,adica O,N [JO"H,deci N este mijlocul segmentului
¢ 0O,G
00".

I1.39. Teorema lui Kiepert

,Cum se face ca matematica - produs prin excelenta al gandirii umane, independent de
experientd — poate fi atat de admirabil adaptat obiectelor lumii reale?” — A. Einstein'*'

Pe laturile unui triunghi ABC, in exteriorul sau, se construiesc triunghiurile isoscele
asemenea BA'C,AB'C,BC'A. Dreptele AA', BB' si CC' sunt concurente.
Demonstratie.

Al

Fig. 318

Notam afixele punctelor cu litere mici corespunzatoare. Fie [l A'CB=a si A" mijlocul

' "

_a"+csina

. . . 2csi .
laturii BC. Avem sino =———, deci ¢'=—  sau a' :w si analog
' l+sina 2(1+sina)
. e 2asi 2bsi .
se obtin egalitatile: b,:a+c+ .asma’ c'= brat .bsma . Suméand ecuatiile dreptelor
2(1+sine) 2(1+sin &)

AA', BB' respectiv CC' obtinem :

_ b+e+desing) ( btetdesing)_ a(b+C+2singe) a(b+c+desing)
2(1+sina) 2(1+sina) 2(1+sina) 2(1+sinea) ’

Obtinem identitatea a(c — b)+c(b - a)+b(a—c)=0,deunde rezulta ca dreptele
AA', BB' si CC' sunt concurente.

! Albert Einstein (1879-1955) — fizician german, profesor universitar la Berlin i Princeton, laureat al Premiului

Nobel
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11.40. Teorema lui Gergonne'*

Infinitul este numai un fel de a vorbi.” — C. Gauss'*®

Daci cevienele AD,BE si CE sunt concurente intr-un punct P interior triunghiului ABC,
atunci:

. PD PE PE ... AP BP CP
Q) —+—+——=1, i) t——+—==2.
AD BE CF AD BE CF A
Demonstratie.
. PD PE .
i) Avem: ——= M, — = Aapc) si
AD A 4BC] BE 4 4BC)

PF . . .

—= = M , de unde prin sumare rezulta concluzia. E
CF 4 4BC)
.. PD  AP-AP AP PE BP PF CcpP
W Cm Sp==mp " pE e T

B D C

rin sumare rezultd 1=3- (£+E+gj adica
P AD BE CF)’ Fig. 319

ﬁ + E + g — 2
AD ' BE CF ~
11.41. Teorema lui Heron'*

,.Un matematician care nu are si fire de poet nu poate fi niciodati un matematician complet.” - K. Weierstrass'*

Fie a, b, c lungimile laturilor BC, CA respectiv AB ale unui triunghi ABC, iar 2p=a+b+c.
Aria triunghiului ABC este datd de formula A[ABC] = \/p(p —-a)(p-b)(p-c).

Demonstratie. Fie D piciorul indltimii din 4 a triunghiului ABC.

Notam AD =h,. Din teorema lui Pitagora generalizatd rezulta A
a’+b*-¢’
¢’ =d’+b*-2a-DC,de unde DC = D Din triunghiul
a
2 72 2)? )
dreptunghic =~ ADC  rezulta: h =b _(CZJFZ#] - B D C
a
Fig. 320
L ab-a B +)-Qabrd +B ~E), de unde
4a

h -
h, = %\/ p(p—a)p=b)(p—c) sideaiciobtinem: 4, = "Tax/ p(p—a)p-b)(p—c).

2 Joseph Gegonne (1771-1859) — matematician francez, fondator al revistei Annales de Mathématiques in 1810

'3 Carl Gauss (1777-1855) — matematician, fizician si astronom german,contributii in teoria numerelor, geometrie
diferentiald, analizd matematica, statistica

' Heron (10-75) — geometru egiptean

' Karl Weierstrass (1815-1897) — matematician german, contributii importante in analiza matematica
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11.42. Teorema lui Catalan'*

.Geometria este cea mai bund §i mai simpla dintre toate logicile, cea mai potrivitd sia dea inflexibilitate
judecitii si ratiunii.” - Denis Diderot'"

Trei antiparalele egale relative la laturile unui triunghi determind pe laturi puncte
conciclice.

Demonstratie. Fie A'C",B'A",C'B" trei
antiparalele egale A',A"e(BC),
B'.B"e(CA), C',C"e(4B). Din
Blircr=Bac=th"B" rezulta
e'a'c=B4"B"; cum A'C"=4"B'
rezultd ca A'A"B'C" este trapez isoscel,
deci inscriptibil (1), Atunci B'C"[0BC , deci
dreapta C'B" este antiparaleld cu B'C", de
unde rezultd cd patrulaterul B'B"C'C" este
inscriptibil ~ (2).  Analog, patrulaterul
A'C"C'B" este inscriptibil (3). Din relatiile
2) st (3) rezulta ca  punctele
A,C",C",B",B'sunt conciclice (4). Din
relatiile (4) si (1) rezultd cd punctele
A,C",C"'B",B' C",C" sunt conciclice. Fig. 321

Observatie: Cercul ce contine punctele A',C",C',B",B' C",C' se numeste cercul lui
Taylor.

11.43. Teorema lui Blanchet

.Geometria se bazeaza pe aceastd sinteza succesivd a imaginatiei productive in generarea figurilor. Este o baza a
axiomelor care formuleaza conditiile intuitiei sensibile a priori, potrivit careia douad drepte nu pot incadra un
spatiu.”- I. Kant'*®

Fie M un punct oarecare pe inaltimea Q A
AD a triunghiului ABC, D € (BC) g§i
{E}yeBM nAC , {F}eCM N AB. Sa
se arate cd AD este bisectoarea E
unghiului U] FDE .

Demonstratie. Ducem prin 4 o paralela F M
d la. BC si fie {P}=DEnNnd,
{0}y =FDnNd. Din asemanarea

triunghiurilor AFQ si BFD, respectiv

Fig. 324

1% Fugéne Catalan (1814-1894) — matematician belgian, contributii in geometrie, algebri si analiza
"7 Denis Diderot (1713-1734) —filosof si scriitor francez, figura centrala a iluminismului
'8 Immanuel Kant (1724-1804) — filosof german
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— si —=—, de unde —.—.—=1 (s-a utilizat
FB DC EC AP DC FB AE

teorema lui Ceva), deci AQ = AP. Cum BCUPQsi AD L BC rezulta 4D 1 PQ . Din
relatiile (1) si (2) rezultd ca triunghiul PDQ este isoscel,deci 4D este bisectoarea unghiului
1 PDO.

AEP si CED rezulta Q =
BD

[1.44. Teorema lui Alasia'®’

Un cerc intersecteazd laturile AB, BC, CA ale unui triunghi ABC in punctele
D,DE,E" respectiv F,F'. Dreptele DE',EF' si FD' determind un triunghi A'B'C'
omologic cu triunghiul ABC.
Demonstratie.Fie

{4ty =DE'NEF"{B'} = FD'"EF",
{C"'Yy=FD'"DE", {A"}=B'C'"\BC,
{B"}=A'C'nAC, {C"y=A'B'nA4B.
Teorema lui Menelaus aplicata
triunghiului ABC cu transversalele
A"-D'-F, B"-D - E ",
respectiv. C"-E—-F' ne da:

A"B D'4 FC _ |
A4"C D'B FA ’
B"C E'B D4 _,
B"A E'C DB ’
c"4 F'C EB _,
C"B F'A EC ’
de unde rezulta:

A " B B n C C n A
A n C B n A C n B
D'B FA\(E'C DB\ (F'A EC 1
D'A FC)\E'B DA)\F'C ED
(cf. th. lui Carnot) si din reciproca
teoremei lui Menelaus rezultd ca
punctele 4",B",C" sunt coliniare,
iar din reciproca teoremei lui
Desargues rezulta ca triunghiurile 4BCsi A'B'C' sunt omologice.

Observatie: Din teorema rezulta ca dreptele A4',BB' si CC' sunt concurente.

149 Cristoforo Alasia (1869-1918) —matematician italian
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I1.45. Teorema lui Ayme

»Nu existd pe lume un stadiu care sd pund mai armonios in actiune facultitile spiritului decat cel al
matematicienilor. Matematicianul traieste mult timp si totusi ramane tanar; aripile sale nu se frang de timpuriu si
porii sdi nu-s obturati de praful ce se ridica pe marile drumuri prafuite de vieti obisnuite.” — James Sylvester'>

Fie O centrul cercului circumscris unui triunghi ABC §i X, Y, Z punctele de intersectie
dintre mediatoarele segmentelor OA, OB, OC cu dreptele BC, CA respectiv AB.

Demonstratie. Fie D, E, F mijloacele segmentelor OA, OB respectiv OC. Deoarece EF este
linie mijlocie in triunghiul isoscel BOC rezulta ca patrulaterul BCFE este trapez isoscel,

Fig. 323

deci punctele B, C, F si E sunt conciclice (Fig. 323). Analog, punctele C, 4, F si D
respectiv A, B, D si E sunt conciclice. Conform teoremei lui Dergiades aplicata cercurilor
precedente rezulta ca punctele X, Y si Z sunt conciclice.

Teorema lui Musselman

Fie A',B",C" simetricele varfurilor triunghiului ABC fatd de laturile opuse si O centrul
cercului  circumscris triunghiului ABC. Cercurile circumscrise triunghiurilor
AOA",BOB",COC" se intilnesc intr-un al doilea punct.

Demonstratie. Fie X, Y, Z centrele cercurilor considerate. Mediatoarele segmentelor O4,
OB, OC trec prin punctele )X, Y respectiv Z si conform teoremei lui Ayme punctele X, Y si Z

'James Sylvester (1814-1897) — matematician englez , professor la Universitatea Oxford, contributii importante
in algebra
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sunt coliniare. Cum punctul O apartine cercurilor considerate §i centrele lor sunt coliniare,
rezultd cd cercurile se intdlnesc intr-un al doilea punct.

Observatii:

i) Cercurile circumscrise triunghiurilor A40OA", BOB",COC" se numesc cercurile lui
Musselman.

ii) Al doilea punct de intersectie dintre cercurile considerate se numeste punctul lui Gibert
(G,) al triunghiului 4BC.

[1.46. Teorema lui Bobillier

»~Ajung tot mai mult la concluzia ca necesitatea geometriei noastre nu poate

fi demonstrata...Poate ca in altd viatd vom reusi sa definim spatiul, pentru
152

cd acum este practic imposibil.” - Carl Gauss

Fie M un punct in planul triunghiului
ABC. Perpendicularele ridicate din punctul
M pe dreptele MA, MB, MC intersecteazd
laturile BC, CA respectiv AB in trei puncte
coliniare.

Demonstratie. Fie N, P si Q punctele de
intersectie ale dreptelor AC, BC si AB cu
perpendicularele duse din
M pe MB, MA respectiv MC. Avem:

PB  Apwey  MB-MP-sinll BMP _
PC Apyipey MC -MP -sinll PMC

MB -sin[] BMP sau PB _ MB-cosll AMB

MC -sin[l PMC PC  MC-cosll AMC"

. . NC MC cosll BMC

Analog se arati cd —=—————

NA MA cosll AMB

%_ﬂ'cosﬂ AMC

si = . Deci,
OB MB cosl BMC

PB

£B NC 04 =1 si din reciproca teoremei

PC NA OB

lui Menelaus rezultd ca punctele N, P si Q
sunt coliniare.

5! Etienne Bobiller (1898-1940) —geometru francez
152 Carl Gauss (1777-1855) — matematician, fizician si astronom german,contributii in teoria numerelor, geometrie
diferentiala, analizd matematica, statistica
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11.47. Teorema lui Boutin

,,O demonstratie matematica nu inseamna o simpld alaturare de silogisme, ci silogisme asezate intr-o anumita
ordine, iar ordinea in care sunt agezate aceste elemente este mai importantd decat elementele insasi.” - Henri
Poincaré'>*

Fie M M ,M_ triunghiul median corespunzitor unui triunghi ABC si O centrul
cercului circumscris triunghiului ABC. Pe dreptele OM , ,OM,,OM,k se considera
04, OB  0OC
OM, OM, OM,
concurente intr-un punct ce apartine dreptei lui Euler a triunghiului ABC .
04, OB 0OC
OM, OM, OM,

punctele A, B ,C, astfel incit . Dreptele AA,BB,CC, sunt

Demonstratie. Din rezultd cd triunghiurile M M, M _ si A B,C, sunt

Fig. 326

asemenea, iar cum {O} = AM "NBM, "CM, rezultd cd triunghiul M M, M  si ABC,
sunt omotetice, centrul de omotetie fiind punctul O (Fig. 326). Dar si triunghiurile
M M, M, si ABC sunt omotetice, centrul de omotetie fiind punctul G centrul de greutate
al triunghiului ABC . Atunci, rezultd cd triunghiurile ABC si A4B,C, sunt omotetice,

centrul de omotetie apartindnd dreptei determinate de celelalte doud centre de omotetie -
dreapta OG - adicd dreptele A4 ,BB,,CC, sunt concurente intr-un punct ce apartine

dreptei lui Euler a triunghiului 4BC .

Observatie: Punctul de concurenta al dreptelor 44 ,BB, si CC, se numeste punctul lui
Franke.

'*Henri Poincaré ( 1854 -1912) — matamatician si fizician francez, contributii importante in toate ramurile
matematicii



11.48. Teorema lui Cantor'**

LInfinitul? Nici o intrebare nu a miscat atit de profund spiritul omului.”- D. Hilbert'*

Perpendicularele duse din mijloacele laturilor unui triunghi pe laturile opuse ale
triunghiului tangential corespunzditor sunt concurente.

Demonstratie.

Alegem ca reper complex cu originea in centrul triunghiului 4BC si fie T,T,T,. triunghiul
sau tangential. Notam cu litere mici afixele punctelor corespunzitoare. Fie A',B',C'
mijloacele laturilor BC, AC, respectiv AB.

Ty

TA
, b+c ,, a+c , a+b . S
Avem: a'= 5 ,b'= 5 ,¢'= . Afixul centrului cercului lui Euler este egal cu
a+b+c_b+c
n =Lb+c Deoarece nma 2 2 - —le { rezultda ca A'NUAO.
2 o—a —a 2

Cum A0 LT,T, rezultd cd A'N L T,T-. Analog, se demonstreaza cd si perpendicularele
din B’ si C’ pe laturile T,T,. respectiv 7,7, trec prin punctul N (centrul cercului lui lui
Euler al triunghiului ABC).

1% Georg Cantor (1845-1918) — matematician german, contributii remarcabile in teoria multimilor; este considerat
unul din fondatorii matematicii moderne.

'3 David Hilbert (1962-1943) — matematician german, profesor la Universitatea din Gottingen, contributii
remarcabile in geometrie §i analiza matematica
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11.49. Teorema Carnot'**

,...dacd Dumnezeu existd cu adevdrat si a creat lumea, atunci, dupa cum stim cu totii, a creat-o conform
Geometriei Euclidiene si a inzestrat mintea umana cu conceptia a numai trei dimensiuni spatiale. Cu toate acestea
au existat i mai existd inca matematicieni, unii chiar geniali, care se indoiesc ca intregul univers a fost creat
conform geometriei euclidiene.” — Feodor Dostoievski'’

Teorema lui Carnot
Fie triunghiul ABC §i punctele A'e BC,B'e AC respectiv C'e AB. Perpendicularele

duse din punctele A',B',C' pe laturile BC, AC, respectiv AB sunt concurente daca si
numai dacd AC”?—BC"?+ BA”?—CA”+CB*—AB” =0 (0).
Demonstratie.

Presupunem cd perpendicularele se
intdlnesc intr-un punct P. Din teorema
lui Pitagora rezulta:

AC?+C'P*=4P* (1)
BC?+C'P? =BP* (2)
BAZ+A4'P*=BP*> (3)
CA”+A'P*=CP*> (4
CB*+B'P*=CP* (5
AB?+B'P> = AP*  (6)

Din ecuatiile (1), (3) si (5) respectiv
Fig. 328 (2), (4) i (6) prin sumare rezulta:

AC?+C'P?+BA*+ A'P> +CB"”+ B'P? = AP? + BP? + CP* (7), respectiv
BC?+C'P?>+CA”+A'P* + AB”+ B'P* = BP* + CP* + AP* (8). Scazand membru cu
membru relatiile (7) si (8) rezultd concluzia. Pentru a  demonstra  reciproca, fie
{P}=A'PNB'P . Fie D piciorul perpendicularei duse din P pe latura AB. Conform primei
parti avem AD* —BD* + BA?—~CA®+CB"?-4B? =0, care cu ipoteza  da
AD? —BD? = AC*~BC"™ (*).Fie BD=x, DC'=y si C'A=z. Atunci, x+y+z=csi

din relatia (*) rezultd D=C".

Consecinte:
1) Fiecare din relatiile urmatoare este echivalentd cu relatia (0):

(9) ¢c-AC'+a-BA'+b-CB'=c-C'B+a-A'C+b-B'A,

(10) 2(c-AC'+a-BA'+b-CB" =c* +a* +b*,

(11) AC"sinC+BA'sin A+ CB'sinB=C'B-sinC+ A'Csin A+ B'Asin B

Demonstratie. Relatia (0) este echivalenta cu
(AC'-C'B)(AC'+C'B)+(BA'-A'C)(BA'+ A'C)+ (CB'-B'A)(CB'+ B'A) =0 sau

16 Lazare Carnot (1753-1823) — matematician si inginer francez
17 Feodor Dostoievski (1821-1881) - scriitor rus
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AC"c—C'B-c+BA"a—A'C-a+CB"b—B'A-b=0 (adicd relatia (9)). Relatia (10) se
obtine din relatia (9) astfel: 2(c-AC+a-BA+b-CB")=2(c-C'B+a-A'C+b-B'A) =
=c-C'B+a-A'C+b-B'A+c-AC'+a-BA'+b-CB'=c" +a’ +b>. Relatia (11) este
echivalenta cu relatia (9) utilizand teorema sinusurilor.

2) Fie punctele diferite A §i B. Sa se determine locul geometric al punctului M din plan
care diferenta AM* —BM* este constanti.
Demonstratie. Fie MN L AB, {N}=MN N AB . Atunci, AM?—AN* = MN* = BM? — BN*

de unde rezulti ci: AM?* - BM?* = AN? — BN? = const. Daci M apartine locului
geometric, atunci si NV apartine locului geometric si reciproc. Locul geometric este o dreapta.

3) Mediatoarele laturilor unui triunghi sunt concurente.
Demonstratie. Fie A',B',C' mijloacele laturilor BC, AC respectiv AB ale triunghiului

ABC  (Fig.  329). Din  reciproca teoremei lui  Carnot rezulta
AC?—BC?+BA?-CA*+CB*-4AB”? =0, deoarece @~ BA'=A'C, B'A=B'C i
C'A=C'B.

Al
Fig. 329

4) Inaltimile unui triunghi sunt concurente.
Demonstratie. Fie AA',BB',CC' indltimile triunghiului ABC (Fig. 330). Avem:

AB* —BA™ = AA™ = AC? -CA” de unde AB* — AC* = BA*—CA"” . Analog se obtin
relatiile: ~ AC* —BC? = AC*~BC" si BC?—-AB*=CB"-AB". Sumind relatiile
precedente obtinem : AC 2_BC"+BA?—-CA*+CB?-AB? =0, relatie care aratd ca
inaltimile 44", BB',CC" sunt concurente.

5) Perpendiculare duse in punctele de tangentd ale cercului inscris in triunghiul ABC cu
laturile acestuia pe laturile triunghiului sunt concurente .
Demonstratia este evidenta.
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6) Teorema lui Soons (Existenta ortopolului unei drepte)

Varfurile A,B,C ale triunghiului ABC se proiecteazd pe o dreaptd d oarecare ce nu
trece prin vérfurile triunghiului ABC in L,M respectiv N. Perpendicularele din L pe
BC, M pe AC si N pe AB sunt concurente intr-un punct numit ortopolul dreptei d a
triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie AL, BM i CN perpendicularele
duse din 4, Bsi C pe dreaptad , (L,M,N €d).
Fie LA'L BC, MB'1l AC, NC'l AB, A'e BC,
B'e AC, C'eAB (Fig. 331). Avem:
AM?* —MI? = AI’ = AN* ~LN*, de unde rezulta
AM? — AN* = LM?* - LN?. Analog ,
BN* B> =MN*-LM* si CI* —CM? =LN*—MN*.
Sumand relatiile precedente rezulta
AM?* — AN? + BN?> - B[’ + CI? ~CM* =0, adica
(MB"”+ AB")—(C'N* + AC™*)+(C'B* +C'N*) -
(BA”+A'I’)+(A'C* +LA™)~(B'M*> +B'C*) =0 Fig. 331

egalitate echivalenta cu:
AB?—AC?+C'B*~BA”+A'C*-B'C* =0 si din reciproca teoremei lui Carnot rezulta
concluzia.

I1.50. Teoremele lui Carnot'*

,,eXistd matematicieni.... care indraznesc sa viseze ca doua paralele, care conform teoriei lui Euclid, nu se pot
intdlni niciodatd pe pamant, se intdlnesc undeva la infinit. Eu.... am ajuns la concluzia cd, din moment ce nu
inteleg nici micar atata lucru, cum as putea si -1 inteleg pe Dumnezeu? ” — Feodor Dostoievski'*’

Teorema lui Carnot

Intr-un triunghi ascutitunghic ABC suma distantelor de la centrul cercului circumscris
(O) la laturile triunghiului este egald cu suma lungimilor razelor cercului inscris si
circumscris triunghiului.

Demonstratie. Fie A, B; C,;, proiectiile lui O pe

laturile BC, CA, respectiv AB. Avem de demonstrat

faptul cd: 04, +0OB, +0OC, =r+R. Notam cu x, y, z

lungimile distantelor O4,, OB, , respectiv OC,. Din ~
teorema lui Ptolomeu pentru patrulaterul inscriptibil
OB AC, rezultd: OB, -AC,+OC,-AB, =04-B,C,,
adica y-£+z-é:R-£, de unde cy+bz=Ra. C
2 2 2
Analog se demonstreazd ca ax+cz=Rb i

bx+ay=Rc. Sumand relatiile precedente rezulta: Fie 332
ig.
2(x+y+z)—(ax+by+cz) =2Rp ,unde s

'8 Lazare Carnot (1753-1823) — matematician si inginer francez
1% Feodor Dostoievski (1821-1881) - scriitor rus
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a+b+c -
=——— Deoarece ax+by+cz =24 ., =2rp rezultd x+y+z=R+r.

Observatii:

1) Egalitatea O4, + OB, + OC, =r + R se numeste relatia lui Carnot.

2) Daca triunghiul ABC este obtuzunghic (de exemplu fie m(J 4) > 90°)), atunci teorema
lui Carnot devine —x+y+z=R+r.

3) Cum m( BOA4)=m(l BAC) rezulta = x=RcosAd si  analog rezulta
y=RcosB,z=RcosC, care inlocuite in relatia lui Carnot dau:

cosA+cosB+cosC:1+%.

4) (0) forma echivalenta a teoremei lui Carnot este:
abc(|cos A| + |cos B| + |cos C|)
x+y+z= .
4- A[ABC]
Consecinta:

Daca ABCD este un patrulater inscriptibil si v, r,, r;, r,, sunt razele cercurilor inscrise in
triunghiurile ABC, BCD, CDA, respectiv DAB sd se arate cd 1, +1, =1, +71,.

Demonstratie.

Notam cuyx, y, z, ¢, u, si v distantele de la centrul cercului circumscris patrulaterului (O) la
AB, BC, CD, DA, AC, respectiv DB. Fie R raza cercului circumscris patrulaterului. Teorema
lui Carnot aplicatd triunghiurilor ABC, BCD, CDA, si DAB da: x+y+u=R+r (1),

y+z+v=R+r (2), z+t—u=R+r (3), x+t—v=R+r (4). Din relatiile (1) si (2)
respectiv. (3) si (4) x+y-z-v=n-r, si z-u-x+v=r-r, de unde:

n—r+r+r,=0,adica n+r=r,+r,.
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Teorema lui Carnot
Dacd un cerc taie laturile unui triunghi in punctele D, M, E, N, F, P atunci:

DB MB EC NC FA PA_1

DC MC EA NA FB PB A

Demonstratie.
Di . - < . F/AN
in puterea punctului fatd de un cerc avem:

p(A4)=AF-AP=AN-AE, p(B)=BD-BM = BP-BF,
p(B) p(C) p(4)

p(C)=CM-CD=CE-CN . Cum -1
p(C) p(4) p(B) A
_ DB MB EC NC FA PA £
ta: —  — . — .- — . .-~ 1.
P e mc EA N4 FB PB B
Fig. 334

I1.51. Teorema lui Casey'®

,.Ca si In geometrie, inteleg prin poezie o anumita simbolicd pentru reprezentarea formelor posibile de existenta.
Pentru mine poezia este o prelungire a geometriei, aga ca, ramanand poet, nu am parasit niciodatda domeniul divin
al geometriei.” — Ion Barbu

Teorema lui Casey

Fie cercurile C(O,r), C(0,,n),C(0,,n),CO0,,n),C(O,,r,). Daca cercurile
C,C,C, si C, sunt tangente interior la cercul C (orientarea fiind in ordinea
numerotdrii), atunci avem urmdtoarea relatie intre distantele tangentiale dintre cercuri
tdydy+dy-d, =d;-d,, (prin distanta tangentiald d dintre cercurile C, si C,

intelegem lungimea tangentei comune exterioare duse la cele doud cercuri, cele doud
cercuri afldndu-se de aceeasi parte a tangentei).

Demonstratie.
T,
3
O O
0, 0,
O
Ol / \ 02
T 1\ 2
Fig. 335
10 John Casey (1820-1891) — matematician britanic, profesor la Universitatea Dublin, contributii importante in
geometrie
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Fie T, ,T,,T,, T, punctele de tangenta ale cercurilor C,,C,, C, sirespectiv C,cu cercul C.
Din  teorema  cosinusului in ftriunghiul 7,07, si  Q,00;  obtinem
2 2
cos(U T,.OTJ.):T” si 007 =(r—r) +(r—r,) =2r=r)(r—r)cos(] T,OT,) sau
r

2

0,-0,-2 =(n-r Y +(r=r)(r— r) lrzj . Fie tangenta comund interioard cercurilor C(O,,r,)

si CO,,r), d,=AB. Din  trapezul  dreptunghic A4BO,0, rezulta:
2

d?=A4AB*=00?-(0A-0.B) = z I
i =YY _( (] ) _(’?_kj) +(l”—l”l-)(l”—lf/.)

J
2
r

(r—=r)(r-r;) . Egalitatea

dy, -dy, +d,,-d,, =d,,-d,, este echivalentd cu

T, T, T.T, T,T,
S ) L =R = =

T,
e =r)r=r) +
r r r
TT, T, .
=) =r) =) =r) , adied TT, TT+ LTI =TT, - T,T,  care
r r

este teorema lui Ptolemeu.

2 s %
=(r-r) adica
2

d} =(r=r)r—-r)———, de und =
y =(r=n)r-r) et e unde rezulta =

7
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1) Fie triunghiul ABC inscris in cercul C §i cercurile C, ,(; ,C; tangente interioare
cercului C si laturilor BC, CA respectiv AB, astfel incit A si C;, B §i &, C §i C; sd fie de
parti diferite fati de BC, CA, respectiv AB. Notam cu 1,1,,l, lungimile tangentelor din A,
B, C la cercurile (;,C; respectiv C; si prin 1, lungimea tangentei comune exterioare a
cercurilor (& §i G ,i,j =1,3,i # j . Atunci: t,=t,=t, dacd s§i numai dacd

b+ + +b
jbie, cta, _ath

2 2 2

Demonstratie. Cercurile &, ,C;  sunt tangente laturilor triunghiului 4BC in mijlocul

acestora. Aplicand teorema lui Casey pentru cercurile: Csi 4,0, ¢, G ;C $iB, (3,6,05;

’c si C, 14 LG G se obtin egalitatile:
b c c a a b

E'dw +E'd12 =1 -dy; E'dlz +5'd23 =1 -dy; E'dn +5'd13 =l-dy, (%) de unde
rezultd / = b+c’12 = CJra,l3 = a+b' Reciproc, daca [, = bJrc,l2 _cra = ath prin

2 2 2 2 2 2

inlocuirea  acestora  in  relatiile (*) rezultd b(d,, —d,)=c(d,; —d,),
cd,—dy)=ald;—dy), a(d,, —d,)=b(d,, —d;)si de aici:
d12 _d13 d23 _dlz d13 _d23 0

= = = ,deunde d,, =d,, =d,,.
a b c a+b+c 2 » o

2) In triunghiul ABC, fie C, si C, doua cercuri tangente exterior in punctul I, tangente

laturii BC a ABC §i tangente interior cercului circumscris triunghiului ABC. Sa se
arate cd punctul I este centrul cercului inscris in triunghiul ABC .

A

Fig. 337
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Demonstratie.  Fie C,NBC={X}, C,NBC={Y}, {D}=4AINBC. Fie Al=z,
BX=x, CY=y, DX=DY=DI=a. Din teorema lui Casey aplicata cercurilor
(4,C,,B,C) si respectiv  (4,C,,C,B)ne da : az+bx=cQRa+y) (1) si

x+a c . . <
=—, relatie echivalenta cu

az+cy =bQa+x) (2),deunde bx—cy =a(c—b) adica
y+a

BD 4B T . L . . .

—— =——, ceea ce implicd ca Al este bisectoarea unghiului 4 si BD = € Din (1) si

DC AC b+c

(2) rezultd az =a(b+c), de unde Z- bte , adica Al AB , egalitate care aratd ca B/
a ID BD

este bisectoarea [ ABC , deci I este centrul cercului inscris in triunghiul ABC .

TEOREMA LUI CASEY ( T. GENERALIZATA A LUI PTOLEMEU)
Prin #, vom nota lungimea tangentei comune exterioare cercurilor C;si C, (cele doua

cercuri se afla de aceasi parte a tangentei). Dacd cercurile C;,C,,C; si C, toate tangente
interior (sau exterior) unui cerc C in ordinea ciclicda C,C,,C,,C,, atunci
by by Fty -t =1, -1, . Mai mult daca exista relatiile +z, -t,, +¢,-1,, 1,1, =0 pentru

o anumita alegere a semnelor + sau -, existd un cerc tangent (interior sau exterior) tuturor
celor 4 cercuri.

I1.52. Teorema lui Clairaut™

,,Matematicianul este imblanzitorul ce a domesticit infinitul.” — Lucian Blaga"’2

Pe laturile AB si AC ale unui triunghi ABC sc construiesc in exterior (sau in interior)
paralelogramele A4, BB si AA,C\C . Fie {M}=A B, N A,C,, { 4; }= MAN BC ; construim
punctul A4, astfel 1incat 4; €(A44,), A;A,=AM si paralelogramul BCC,B, cu
BB, 1 4;4, si BB, = 4,4, (Fig. 338).

Teorema lui Clairaut
Suma ariilor paralelogramelor AA BB si AA,C,C este egalid cu aria paralelogramului

BCC, B, .

Demonstratie. Fie {B3} = BB, "4 B, si {C )= CC, N 4,C,. Din
AM=BB, =BB;=CC,=CCy, MBy = AB si MC; = AC rezultd ca: A 4455 = A pp,pa7
Auncic) = Aceuas el = Aipyc,c1 st Amse) = Aapcy. Avem:
At aa 81+ Aras,c,cr = Arpamay ¥ Aicesmar = Aipecymsy) — Arasey =

Aru,e) t Aiss,cier ~ Araser = Aissieicr = Aisaycor-

11 Claude Clairaut (1713-1765) — matematician, fizician francez, membru al Academiei Franceze, contributii in
analiza matematica si geometrie
'2 Lucian Blaga (1895-1961) - filozof, umanist, jurnalist, poet, dramaturg, traducitor, profesor universitar si
diplomat roman, membru titular al Academiei Romane
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Observatie: O consecintd a teoremei lui Clairaut este teorema lui Pitagora.

Z

Fig. 338
Astfel, daca m(U BAC)=90°, AA BB si AA,C,C sunt patrate si MA= 4,4, = BC
(Fig. 339). Din teorema lui Clairaut avem: A[AAlglg] + A[AA2C1C]

= Aigz,c,0
relatie echivalenta cu: AB* + AC* = BC?.

CZ
C, C
Ay
2
C3
A

AZ

Fig. 339

M B,
B3 Al
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I1.53. Teorema lui Mathieu=

Istoria ne aratd, ca viata este doar un episod intre doua vesnicii ale mortii §i in acest episod gandirea constienta
dureazd doar o clipa. Gandirea este doar o explozie de lumina in mijlocul unei nopti lungi, dar aceasta explozie
este totul.” - Henri Poincaré'®*

Intr-un triunghi izogonalele a trei ceviene concurente sunt la rdndul lor concurente.

Fig. 340

Demonstratie. Fie triunghiul ABC si cevienele AA', BB',CC" concurente in punctul M'.
Fie AA4",BB",CC" (A"eBC,B"e AC,C"eAB) izogonalele dreptelor AA',BB',

respectiv. CC' (Fig. 340). Atunci, m(BAA")=m(4"AC), m(B'B4)=m(B"BC) si
m(glCC = m(@"CB). Din forma trigonometricd a teoremei lui Ceva aplicata pentru

sind BAA' sinll ABB' sin ACC'

cevienele concurente in M rezulta: - - — -— =
sind A'AC sinJ B'BC sinll C'CB

sau

sinl A"AC sinl B"BC sinlJ C"CB
sinl] BAA" sin ABB" sin ACC"
izogonalele AA",BB",CC" sunt concurente intr-un punct M ".

=1 si din reciproca teoremei lui Ceva rezultd ca

Observatie : Punctele M' si M" se numesc puncte izogonale.

1 Claude Mathieu (1783-1875) — matematician francez, profesor la Ecole Polytechnique din Paris
' Henri Poincaré ( 1854 -1912) — matematician i fizician francez, contributii importante in toate ramurile
matematicii
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I1.54. Teorema lui Miquel

,Dincolo de pamant si infinit
Cdtam sa aflu cerul unde vine.
Si-un glas solemn atunci s-a auzit
Si cerul si infernul sunt in tine.”
Omar Khayyam'®®

Teorema lui Miquel
Pe laturile triunghiului ABC se considera punctele necoliniare D, E, F

(DeBC,E€CA,F € AB). Sa se arate ca cercurile circumscrise triunghiurilor AEF,

BFD, CDE au un punct comun P.

Demonstratie. Fie P punctul comun cercurilor A
circumscrise triunghiurilor BDF si DCE. Deoarece

patrulaterele FBDP si CEPD sunt inscriptibile

rezulta: m(FPE) =360°— m(FPD)— m(PPE) =
360° —[180° — m(B)]—[180° — m(€)] = 180° — m(A).
deci patrulaterul FPEA este inscriptibil, adica

punctul P  apartine cercului  circumscris B C
triunghiului AFE. D
Observatii: Fig. 341

1) Punctul P de concurenta a celor 3 cercuri se

numeste punctul pivot al triunghiului DEF.

2) Triunghiul DEF se numeste triunghiul lui Miquel .

3) Cercurile circumscrise triunghiurilor AFE, BFD, CDE se numesc cercurile lui Miquel.

4) Din teorema lui Miquel rezults m(FPE)=180°—m(4), m(FPD)=180°—m(B),

m(DPE) =180°—m(€) .

5) Fie P un punct si P P, P, triunghiul sdu cevian in raport cu triunghiul 4BC. Cercurile
circumscrise triunghiurilor AP, P, BP P si CPF, se intersecteazd intr - un punct Mp
numit punctul pivot asociat lui P.

1) Coordonatele unghiulare ale punctului pivot P sunt:
m(EDF)+m(4),m(DEF) + m(B), respectiv m(EFD)+m(C).

Demonstratie. Avem: m (@PC) =m (@PD) +m (@PC) =m (@FD) +m (@EC) =

[180° — m(BDF) — m(B)]+[180° - m(EDC) — m(€)] = 360° - [m(BDF) + m(EDC)] - [m(B) + m(€)] =
360°—[180° — m(EDF)]-[180°— m(A)] = m(EDF) + m(4).  Analog se arati ci
m(€PA) = m(FED)+m(B) si m(4PB) = m(EFD)+m(€).

2) In triunghiul ABC fie punctele D,D'<[BC],E,E'€[CA],F,F'c[AB]. Daci P si P'

sunt punctele pivot ale triunghiului DEF, respectiv D'E'F' atunci punctele P si P'
coincid daca si numai daca triunghiurile DEF si D'E'F' sunt asemenea.

1> Omar Khayyam (1048-1122) — matematician, poet, filosof, astronom persan, contributii in algebra si geometrie
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Demonstratie. Avem: m(BPC) = m(BPD)+m(DPC) = m(BFD)+m(PEC) =
[180° — m(DFE) — m(EFA)] +[180° — m(DEF) — m(FEA)] = m(EDF) + m(BAC) . Analog se
aratd ci m(CPA) = m(DEF)+m(4BC), m(4PB)=m(EFD)+m(4CB) (Fig. 342). Daci
punctele P si P' coincid, atunci m(@PC) =m(§|P’C) , de unde m(@DF)+m($AC) =

m(;@D’F')+m(§AC), adica m(;@DF)zm(;@D’F') si analoagele de unde rezultd ca
triunghiurile DEF si D'E'F' sunt asemenea. Daca triunghiurile DEF si D'E'F' sunt
asemenea atunci, m(BPC)=m(BP'C),m(4PB)=m(4P B),m(4PC)=m(4P ),
deci P coincide cu P'.

D

Fig. 343

3) Triunghiul podar al punctului pivot P al triunghiului DEF este asemenea cu
triunghiul DEF.

Demonstratie: Fie BP P, triunghiul podar al punctului pivot P (Fig. 343). Deoarece
patrulaterele AP, PP, , BEPP, si CFPP, sunt inscriptibile rezultd cd punctul pivot al
triunghiului AP,P, este tocmai punctul P si conform teoremei precedente rezultd ca
triunghiurile FP,P, si DEF sunt asemenea.

4) Centrul cercului circumscris (O) al triunghiului ABC este punctul pivot asociat al
centrului de greutate (G) al triunghiului ABC .

Demonstratie. Daca M M, M este triunghiul median al triunghiului ABC, atunci
patrulaterele AM OM,, BM ,OM., M ,CM,O sunt inscriptibile, deci O este punctul pivot
asociat al lui G.

5) Ortocentrul (H) al triunghiului ABC este punctul pivot asociat tot al lui H
Demonstratie: Daca H H,H, este triunghiul ortic al triunghiului ABC ,atunci

patrulaterele HH,AH_ , H HH B, HH,CH,k sunt inscriptibile, deci H este punctul pivot
asociat al lui H.
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6) Centrul cercului inscris (I) in triunghiul ABC este punctul pivot asociat al punctului
lui Gergonne (T') al triunghiului ABC .

Demonstratie. Daca C,C,C. este triunghiul de contact al triunghiului 4BC, atunci
patrulaterele AC.IC,,BC,IC,,CC,IC, sunt inscriptibile, deci cercurile circumscrise
triunghiurilor AC.C,,BC,.C. si CC,C, se interesecteazd iIn [ si cum
{['} = AC,NBC, N CC, rezultd concluzia.

7) Dreptele ce unesc punctul pivot (M) asociat unui punct P cu picioarele cevienelor lui P
intersecteaza laturile triunghiului ABC sub acelasi unghi.
Demonstratie. Fie P P, P. triunghiul cevian al punctului P in raport cu triunghiul ABC .

Deoarece patrulaterele MP ,CP,, MP,AP,, MP.BP, sunt inscriptibile rezultd ca
m(MP.C) = m(MP, 4) = m(MP B) .

I1.55. Teorema lui Sawayama - Thebault

,Matematica e arta de a gandi prin teoreme.” - Ton Barbu'®®

Fie D un punct pe latura BC a triunghiului ABC, O' centrul unui cerc (C’) tangent

dreptelor AD, DC si cercului (C) circumscris triunghiului ABC in punctele M, N respectiv
P centrul cercului inscris (1) in triunghiul ABC apartine dreptei MN.

Demonstratie. Fie M' si N' punctele de intersectie dintre MP si PN cu cercul circumscris
triunghiului ABC iar {J} = AN'"MN. Fie N" punctul de intersectie dintre mediatoarea
segmentului BC si dreapta NP, iar O centrul cercului circumscris triunghiului ABC (Fig.
344). Atunci, O'NUON" de unde rezulta ca [O'NP=[ON"P (1). Dar
0O'NP=[0O'PN (2), triunghiul O'NP
fiind isoscel O'P=0'N. Din relatiile (1) si
(2) rezultd [0 OPN =00 ON"P, deci triunghiul
OPN" este isoscel. Atunci ON"= OP(=R),
adica punctul N" apartine cercului
circumscris triunghiului 4BC, deci punctele
N" si N' coincid. Punctul N' este astfel
mijlocul arcului BC, deci PN este bisectoarea
unghiului 0 BPC (3) si AN' este bisectoarea

unghiului [0 BAC. Deoarece cercurile (C) si

(C’) sunt tangente interior in punctul P,
MNUOM'N', de unde rezulta ca

[ MIA=[] M’N’AEDM'PAEDMPA(:%WA(@I’/QJ

deci patrulaterul MAPJ este inscriptibil (4).

166 Ton Barbu (1895-1961) — matematician roman, profesor la Universitatea din Bucuresti, contributii in algebra si
geometrie
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Din teorema lui Miquel aplicata triunghiului AMJ (cu M e AM,J € AJ si NeMJ)
rezultd cd cercul circumscris triunghiului NPJ este tangent dreptei 4J in J (5). Cercul cu
centrul in N' si raza BN trece prin centrul cercului inscris (/) in triunghiul ABC (vezi
,,Cercuri exinscrise”). Deoarece m(l] BPN)=m(0 N'AC)=m(0 N'BC) rezulta ca cercul
circumscris triunghiului BNP este tangent dreptei BN' in B, de unde rezultd ca cercul
C(N',N'B)este ortogonal cercului circumscris triunghiului BNP, in consecinta si cercului
circumscris triunghiului MNP. Cum cercul C(N',N'B) este ortogonal si cercului
circumscris triunghiului JNP rezultd cd N'J =N'I, deci J =1, adica I apartine dreptei
MN.

Teorema lui Sawayama — Thebault
Fie punctul D pe latura BC a triunghiului ABC, I centrul cercului inscris in acest

triunghi, C,(O,,1;) un cerc tangent interior cercului circumscris triunghiului ABC si
segmentelor AD §i BD, iar C,(0O,,r,) un cerc tangent interior cercului circumscris
triunghiului ABC si segmentelor AD si CD. Punctele O,,1 si O, sunt coliniare.

Demonstratie. Fie ON L BC,O,N'1 BC(N,N'e BC) de unde O,NUO,N'. Conform
teoremei de mai sus dreptele MN si M'N' trec prin [ (unde M si M' sunt punctele de
tangenta ale cercurilor C, si C, cu 4D) (Fig. 345). Triunghiurile DMN si O,.NM fiind

isoscele rezultda ca DO, este mediatoarea segmentului MN si bisectoarea unghiului

UMDN. Analog DO, este bisectoarea unghiului WpMm', deci DO, 1 DO,, de unde
DO UN'M' si DO,UMN. Conform teoremei lui Pappus aplicatdi hexagonului
O,NIO,DO,, punctele O,,I si O,sunt coliniare.

Consecinte:

ol
1) Dacid m(J) ADC) =26, atunci —— = tg’0.
10,
Demonstratie. Fie C, proiectia lui I pe
I NC
BC. Avem: 0—1:—" (1). Deoarece
10, C/N'
DO, este bisectoarea unghiului U ADN
rezultd m({ ODN)=6 si cum
N'IUDO, rezulta m(IN'N)=0.

IC,

Atunci, tgl = , deci
N'C,
N'C, =rctgd (2). Iar in triunghiul
r
IC N : tg(90°—-8) = ctgd = ,
a g( ) =cig CN

a

deci C,N =rtg@ (3). Din relatiile (1),

. oI
(2) si (3) rezultd ﬁ =1g°0. Fig. 345

2
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2) r=rcos’ @+r,sin’ 6.
Demonstratie. Avem: N'N=N'C,+C,N =r(ctgl+1tg0) si
retgl +rtgh

N'N = ND+DN'=rctgf+rtg0 , deci r =
ctgd+1tgl

=7c0s” @ +r,sin’ 6.

3) In triunghiul ABC, fie C, si C, doud cercuri tangente exterior in punctul I, tangente

laturii BC a ABC si tangente interior cercului circumscris triunghiului ABC. Sa se
arate ca punctul I este centrul cercului inscris in triunghiul ABC .
Demonstratia rezulta din teorema lui Sawayama — Thebault.

4) Fie patrulaterul inscriptibil ABCD si C/({,,1),C,(1,,1,),C,(1;,1,),C,(1,,¥,) cercurile
inscrise in triunghiurile BCD, CDA, DAB, respectiv ABC. Atunci, patrulaterul 11,11,
este dreptunghi si 1, +r, =r, +71,.

Demonstratie.

D C
O
1/‘\ 3
, \
, N
it \\\
, ~
’ N
IZ R4 AN Il
’ \
’ N
// \\
0, |« >
ol 7
N \ 10,
A ’
A ’
I3 AN 7 I4
’
\
’
\\\ L
N ’
N ’
NI R4
’
Ol
A
B
Fig. 346

Fie ACNBD={E}, C'(0,p),C",(0,,p,),C"(0;,p,),C',(O,,p,) cercurile tangente
cercului circumscris triunghiului 4BC si laturilor AE, EB; BE, CE; CE, DE; respectiv DE
si AE. Fie m(U AEB)=m(J CED)=6, de unde m(U AED)=m( CEB)=r—-0 (Fig.
346). Conform teoremei Iui Thébault rezultd I, € 0,0,,1, € 0,0,,1, € 0,0,,1, € 0,0, si
01, _ 0,1, =tg2[ﬂ_0j=ctgzg, Ol _0l,

LO, 10 2 2 1,0, 1,0,

Analog se aratd ca

0
=tg? =,
&5
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ol 01, ol, Ol 0O 01, Ol, Ol

Lo, 1,0, 1,0, 10, 10, L0,’L0, 10,’
1,1,00,0,,11,000,, 11,00,0,,1,I,00,0,. Deoarece 0,0, L 0,0, ( OO0, si 0,0,
sunt bisectoarele unghiurilor U DEC, respectiv [0 CEB ) rezulta ca patrulaterul [,/,1,1,

de unde rezulta

o . .0
este paralelogram. Avem: 7, +7, = (p, + p,) cos’ E+ (p, + p,)sin’ 2 =7, +r,.

[1.56. Teorema lui Schooten'”’

Atatea claile de fire stangi!

Gasi-vor gest inchis, sa le rezume,

Sa nege, dreapta, linia ce frangi:

Ochi 1n virgin triunghi taiat spre lume?”

Ton Barbu'®

Daca M este un punct situat pe arcul BC al cercului circumscris triunghiului echilateral
ABC, atunci AM =BM +CM .
Demonstratie. A
Solutia 1. Fie D e (AM) astfel incadt MD = BD .

Deoarece m(QCB) = m(QMB) =60° rezultd cd
triunghiul MBD este echilateral, deci MD = BM .
Deoarece AB=BC, BD=BM si ABD=CBM

rezultd ca AABD =ACBM , de unde AD = MC. D
Atunci, AM = AD+ DM = MC + MB.

Solutia 2. Din prima teorema a lui Ptolemeu
rezulta: AM -BC = AB-MC+ AC-BM, adica

AM =MC+MB  (deoarece AB=BC=AC) ) M
Fig. 347

Generalizarea teoremei lui Schooten

Fie ABC un triunghi echilateral. Pentru orice punct M din plan are loc relatia
MB < MA+MC, cu egalitatea daca si numai dacd punctul M apartine cercului
circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie. Avem MB < MA+MC < MB-AC < MA-BC+ MC- AB, care reprezinta
inegalitatea lui Ptolemeu .

! Frans van Schooten (1615 — 1660) — matematician olandez, promotor al geometriei carteziene
168 Ton Barbu (1895-1961) — matematician roman, profesor la Universitatea din Bucuresti, contributii in algebra si

geometrie
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I1.57. Teorema lui Smarandache'”

,,Noi stim ca unu ori unu fac unu,
dar un inorog ori o pard

nu stim cat face.
Stim ca cinci fara patru fac unu,
dar un nor fara o corabie

nu stim cat face.” — N Stanescu'”

'

Fie H, ,H,,H, picioarele inaltimilor unui triunghi ascutitunghic ABC. Dacd a',b',c

sunt lungimile laturilor triunghiului podar HHH_, atunci

4(a 'b'+a'c'+ b'c') <a*+b*+c*, undea, b, ¢ reprezintd lungimile laturilor triunghiului
ABC.
Demonstratie.

A

Lema: Daca p si p' sunt semiperimetrele triunghiurilor

ABC si H H, H_ atunci p’S%.

Demonstratie: Avem: AH, = bcosA, AH, =ccosA, de
unde  H,H’=AH,’ + AH> ~2A4H, - AH,cos A=a’ cos” 4,
adicd H,H,=acosA. Analog, H,H_, =bcosB si

H,H, =ccosC (Fig. 348). Astfel, p'=$=

C acos A+ bcosB +ccosC

Fig. 348 2

R(sin24+sin2B +sin2C) o
p'= 2 = 2Rsin Asin BsinC

(unde am utilizat teorema sinusurilor, R fiind raza cercului circumscris triunghiului ABC' ),

sau

deci: p'=2R— - —-— , (unde reprezinta aria triunghiului ABC). Cum
p R 2Rk r ¢ A ey TED g )

4 4pc) =7 P, (r-raza cercului inscris in triunghiul ABC) rezulta: p'=

NRLS

- p <= (unde am

p
R
utilizat inegalitatea lui Euler 2r <R).

Demonstratia  teoremei  Iui  Smarandache.  Utilizdnd  inegalititile  cunoscute:

3(xy+xz+yz)<(x+ y+ z)2 < 3(x2 + y2 + 22),‘v’x,y,z e R rezulta
2 2
2p' 2 (a+b+c
a’b’+a'c’+b'c'£l(a’+b’+c')2:ﬂsp—zgﬁl(az+b2+c2).
3 3 3 3-4 4

' Florentin Smarandache (1954 - ) - matematician roman, profesor la Universitatea New-Mexico contributii in
teoria numerelor §i statisticd matematica
17 Nichita Stinescu (1933 — 1983) — eseist, poet romén, ales postum membru al Academiei Romane
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[1.58. Teorema lui Snapper

,-..poezia nu este lacrima

ea este insusi plansul,

plansul unui ochi neinventat,

lacrima ochiului

celui care trebuie sa fie frumos,

lacrima celui care trebuie sa fie fericit.”
Nichita Stanescu'”'

Fie un punct oarecare Q in planul triunghiului ABC, M ,,M,,M_. mijloacele laturilor

c

BC,AC respectiv AB. Fie (a) o dreapta ce trece prin M, si este paraleld cu AQ, (b) o

dreaptd ce trece prin M, paraleld cu BQ si (c) o dreapti ce trece prin M, paraleld cu
CQ. Atunci :

i) dreptele a,b,c sunt concurente intr-un punct P;

ii) centrul de greutate G al triunghiului ABC se afla pe dreapta PQ astfel incit
2PG=GQ.

Fig. 349

Demonstratie. Prin omotetia de centru G si raport (%) triunghiul ABC se transforma in

triunghiul M M, M. Omotetia ]-[(G,—%) transformd dreptele 40,B0,CQ 1in dreptele a,b,c

respectiv paralele. Cum dreptele 40,BQ,CQ sunt concurente in Q rezulta ca dreptele a,b,c
dreptele a,b,c sunt concurente si fie P acest punct. Cum prin omotetia de centru G si raport

]
(%) punctul O se transformd in punctul P rezultd : GP:—EGQ de unde rezultd

concluzia.

! Nichita Stanescu (1933 — 1983) — eseist, poet roman, ales postum membru al Academiei Roméane
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I1.59. Teorema lui Urquhart - Pedoe

~.Matematica va fi limba latina a viitorului, obligatorie pentru toti oamenii de stiintd,tocmai pentru cd matematica
permite accelerarea maxima a circulatiei ideilor stiintifice.” — Grigore Moisil'™

In triunghiul ABC fie transversala B'-D—C' astfel incat B<(B'A), D e(BC),
C'e(AC). Sd se arate cd AB+BD=AC+C'D daca si numai dacd

AB'+B'D=AC+CD.
Demonstratie. Vom demonstra mai intii teorema:

Lema lui Breusch
Fie triunghiurile ABC, si A,B,C, astfel incit m(4)=2a,, m(4,)=2a,, m(B) =28,
m(B,)=2p,, m(€)=2y,, m(€,)=2y, si BC,=B,C,. Atunci p(4BC,)> p(4,B,C,)
dacd si numai daca 1gp, -tgy, 2tgp, -1gy, , unde am notat cu p(XYZ) perimetrul
triunghiului XYZ .

Demonstratie.
p(4,B,C)) -1+ A4,B, + 4,C, _
Blcl BICI

1+sin2}/1 +sin2/3 :1+2sin(;/1 +)-cos(n —f3) _
sing; 2sin(y; +43)-cos(y; + )

3 2cosy, -cos _ 2

- cosy, -cos B —siny, -sin 3 - 1-tgy, -1gh

(Fig. 350) si analog,
p (A4 , B, C 2 ) _ 2
B,C, l-tgy, - tgp,
Conditia p(4,B,C) = p(4,B,C,)
este echivalenta cu B
2 2 .
> adica cu

L-tgy,-1gf,  1-1gy, 18P,

18y, 1gP 218y, 185, -

Demonstratia  teoremei.  Fie m(@AD) =20, m(@DA) =20, m(@AC’) =2y,
m(@DC ") =2y'. Din lema lui Breusch rezulta ca p(4AB'D) = p(ACD) daca si numai daca
1gf 1g(O0°—y ) =tgy-1gO°—p) adica g cigy'=1gy-cigf sau 1gf"1gf=1gy-1gy’,
conditie echivalentd cu p(ABD) = p(AC'D), ceea ce trebuia demonstrat.

' Grigore Moisil (1906-1973) — matematician roman, profesor la Universitatea din Tasi, membru al Academiei

Romane
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I1.60. Relatii metrice in triunghiul dreptunghic

,Lumea este o imensd problema matematica. Dumnezeu este geometrul atotputernic care pune problema si o
rezolva.” — Gottfried Leibniz'™

Teorema inaltimii: Intr-un triunghi dreptunghic lungimea inaltimii duse din virful
unghiului drept este medie proportionala intre lungimile catetelor pe

ipotenuzd.
Demonstratie.
A . . . . . . . ..
Fie triunghiul 4BC cu m(@AC) =90°si D piciorul inaltimii
duse din A4 pe latura BC. Deoarece [0 ADB =0 ADC si
BAD =4CD rezulta ca triunghiurile 4BD si CAD sa fie
AD BD .
B D ¢ asemenea, de unde — =—— adica 4D’ = BD-DC.
DC 4D
Fig. 351

Reciproca teoremei indltimii: Fie D e (BC) proiectia varfului A al triunghiului ABC pe
latura BC. Daci AD’ = BD-DC, atunci triunghiul ABC

este dreptunghic.

Demonstratie. Deoarece 4DB =€DA si g—lé = % rezultd ca triunghiurile ABD si CAD
sunt asemenea, de unde avem YBD =PAC si Bap=Y4cDp. Dar

m(4BC)+m(BAC)+ m(4CB) =180°

A Adici 2 [m(QBC) +m(H4 CB)J ~180°, de unde rezultd
m(ABC) + m(ACB) = 90° si de aici
m(@AC )=180°-90°=90° adica  triunghiul =~ ABC  este

D B C  dreptunghic.

Observatie: Daca D e (BC)\BC, atunci teorema reciproca nu
Fig. 352 mai este adevarata. Se observa ca triunghirile DAB si DCB sunt
asemenea, de unde rezulti cd AD’ = BD-DC,dar triunghiul
ABC nu este dreptunghic. Deci, conditia ca D € (BC) este esentiald pentru ca triunghiul

ABC sa fie dreptunghic.

A
Teorema catetei: Intr-un triunghi dreptunghic lungimea
unei catete este medie proportionali
intre lungimile ipotenuzei §i a proiectiei
acestei catete pe ipotenuzd.
B D C
Fig. 353

'3 Gottfried Leibniz (1646-1716) — matematician si filosof german, contributii importante in analiza matematica si

algebra
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Demonstratie.Fie D proiectia varfului 4 al triughiului ABC (m(@AC ) =90°) pe ipotenuza

BC. Deoarece BAD =4CB si YDB =BAC rezultd ci triunghiurile ABD si CBA sunt

asemenea, de unde BD _A4B , adicd Analog se arati ci AC* = BC-DC.
AB BC

Reciproca teoremei catetei: Fie D e (BC) proiectia virfului A al triunghiului ABC pe
latura BC. Daci AB* =BC-BD (sau AC*=BC-DC)

atunci triunghiul ABC este dreptunghic.

. AB BD . . .
Demonstratie. Deoarece 4BD =4BC si 3C :E rezultd ca triunghiurile ABD si CAB

sunt asemenea, de unde BpA=Bac (1). Analog, din asemanarea triunghiurilor CDA4 si
CAB rezulti €DA=E4B (2). Din relatiile (1) si (2) rezulta BDA=€DA , lar
m(BDA) + m(€DA) =180°, de unde : m(BDA) =90° si deci m(BAC)=90° .

Teorema lui Pitagora: Intr-un triunghi dreptunghic patratul lungimii ipotenuzei este
egal cu suma patratelor lungimilor catetelor.

Demonstratie. Fie D proiectia varfului 4 pe ipotenuza BC a triunghiului 4BC. Din teorema

catetei obtinem AB*> = BD-BC si AC* =CD-BC, de unde

AB® + AC* = BC(BD +CD) = BC™.

Reciproca teoremei lui Pitagora: Daca intr-un triunghi patratul lungimii unei laturi este
egal cu suma pdtratelor lungimilor celorlalte doud
laturi, atunci triunghiul este dreptunghic.

Demonstratie. Fie triunghiul ABC in care BC®> = AB* + AC’si triunghiul dreptunghic

A'B'C'astfel incait A'B'=ABsi A'C'= AC. Din teorema lui Pitagora aplicatd in

triunghiul A'B'C' rezulti B'C” =A'B"+A4'C”"= AB*+AC*=BC*,de unde

BC = B'C"'. Din congruenta triunghiurilor ABC si A'B'C"' (conform cazului de congruenta

LLL) rezulta m(J A)=m(J A") =90°.

[1.61. Aria unui triunghi

,»Ar fi trebuit sa fii un cerc subtire,
dar n-ai fost, n-ai fost asa.
Ar fi trebuit sd fiu un romb subtire,
dar n-am fost, n-am fost asa..."
Nichita Stanescu

In cele ce urmeaza notim cu A 4pc, aria triunghiului ABC, cu a,b,c lungimile laturilor
BC,CA, respectiv 4B, iar cu h,,h,,h lungimile inaltimilor triunghiului duse din 4,B,

. . L o . a-h, b-h, c-h
respectiv C. Din definitia ariei unui triunghi avem: 4 ., = 3 £ = 3 b= 3 <.
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H a
Fig. 354

1) Aria unui triunghi este egald cu jumdatatea produsului a doud laturi inmultit cu
sinusul unghiului dintre ele.

L . . h . . h
Demonstratie. Din triunghiul ABH, avem sinB=-— (Fig. 354), sau sin(7 —B)=—+*
¢ ¢

a-c-sin B

(Fig. 355), de unde h, =csin B, deci 4 0, = 2

c-b-sind_b-a-sinC

Observatie: Prin permutari circulare obtinem 4, = 5 5

2) Aria unui triunghi este egali cu 4 ,,., = \/p(p —a)(p-b)(p—c),unde p= %ZHC
(formula lui Heron).
Demonstratie. Avem
4BCY T absin€ _ @-2-sin£-cos£ = ab\/(p—a)(p ) .\/p(p —©) sau
2 2 2 2 ab ab

A se) =\ P(P—a)(p—b)(p—c).

3) Aria unui triunghi este egali cu 4 ,,., = % , unde R este raza cercului circumscris
triunghiului ABC.
Demonstratie. A4 5., = acsmB_ac sin B = ac b _abe .
2 2 2 2R 4R
4) Aria unui triunghi ABC este egald cu

A ey = pr=(p—a)y, =(p=b)r, =(p—c)r, =\Jrr,1,r, , unde r este raza cercului inscris,
iar r,,r,,7. sunt razele cercurilor exinscrise.

Demonstratie: Aceste formule rezultd imediat din descompunerea triunghiului ABC.
Dacd I este centrul cercului inscris in  triunghiul 4BC  atunci:

A[ABC] = A[AIB] +A[BIC] + A[CIA] =%ar +%br+%cr =pr si A[ABC] = A[ABIL,] + A[ACI(,] _A[BCIL,] =
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c-r, +b-ra _ar, (b+c—-a)-r,

2 2 2 2
primele patru expresii ale ariei triunghiului ABC si tinand seama de formula lui Heron.

=(p—a)-r,. Ultima formuld se obtine Inmultind

A B A B
5) Aria unui triunghi ABC este egala cu 4 ;) = rzctgzctggctgg = rfctg;tg;tg%.

. A B C . . .
Demonstratie. Din p = r-ctg;-ctg;-ctg;. (vezi ,,Cercul Inscris”) si 4 5, = pr rezulta

A B . . . .
A sy = rzctgzctggctg%. A doua egalitate se obtine utilizdnd teorema 27) — ,,Cercuri

exinscrise”, efectudnd produsul p(p—a)(p-b)(p—c).

6) Dacda virfurile AB,C  ale triunghiului ABC au coordonatele carteziene
(x,,5,),(x5,y5), respectiv (x.,y.), atunci aria triunghiului ABC este egali cu:

| Xy yaol
A s =E-|A|, unde A=|x, y, 1.
X Yo 1
x y 1
Demonstratie. Ecuatia dreptei BC este: |x, y, 1=0, iar distanta de la punctul 4 la
X Yo 1
4]

dreapta BC este egala cu: d(4,BC) = , deci aria triunghiului 4BC

(xc _x3)2 +(yc _y3)2

este egala cu: 4 5, = —~|A| .

7) Consecintd: Dacd vérfurile A,B,C ale triunghiului ABC au afixele z ,z,, respectiv z,.

z, z, 1
oL, R . i —
atunci aria triunghiului ABC este egald cu: 4 ,,., =|A , unde A =7 z, zyp ..
Z Z 1
. e : : i z,+z,
Demonstratia rezultd imediat utilizdnd proprietatea 5) si faptul ca x, = 2 si
_Z4" %4
ST

8) Pe laturile triunghiului ABC se considerd punctele A ,B,C, astfel incdt
B4 _ CB _  AC _

—L=p——=q,—"L=r. Daci {P}=AA4 NCC, {R}=BB NCC, {0Q}=BB N AA,
aC PBa P} =44, 1»1R} = BB, 1105 = BB, N A4,

_ (1= pgr)’
A+ p+pg)l+q+gr)1+r+ pr)

atunci A4,y

'A[ABC] .
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Lema: Pe laturile BC si AC ale unui triunghi ABC se considera punctele 4, respectiv B,

BA CB
astfel tncat—-=p,—L=gq. Dacd = AA N BB sd se arate
A ac a1t 10} =44 :
A +l B
QA QB
Demonstm,tze. Fie BB,0A44,B,e(BC). Avem : A
BQ _ B4 _ AC :p-A—C:p(q+l). Analog,
BQO 4B, 4B, AB,
fie 4,4, [ BB,, 4, € (AC), OA,
AB B,
avem:ﬂz LGB _p+l (Fig. 356). '
04, B4, qB4, pq
B A, B, C
Fig. 356
Observatie: Din B0 =p(g+1) rezulta ‘8
B0
BO __ptrd i AQ_PHL e AQ Pt
BB, 1+p+pq 04  pq A4, 1+p+pq

A[PQR] _OR PR A[RBlC] _BC-d(R,BC) BC RB
Auney RB RC' 4, AC-d(B,AC) AC BB’
de unde rezulta ca
A[PQR _OR PR BC QR PR CC BC

A ey BB RC AC BB CC, RC AC
Utilizand lema de mai sus obtinem:

Demonstratie teoremd. Avem

CR  pr CR_ _q+qr (2). Din CB,

CC, 1+r+pr’CC l+g+gqgr B4 i

rezultd BI—C:L 3). Mai mult, C
AC  g+1

gzl_BQzl_BR_BIQ_

B B, B B, B B, B B,

- ptrqg __ qr  _ 1+ g)(1— pgr) si PR :I—RCI _PC _
l+g+pqg l+qg+qr (+q+pg)l+q+gqgr) CC, ccC, CC
U+rA=p4r) (5 Din relatiile (1), (2), (3), (4) si () rezulté concluzia,

(+q+gr)Q+r+ pr)
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