CAPITOLUL III

TRIUNGHIURI REMARCABILE

III.1. Triunghiul ortic

~,Matematica poate sa descopere o anumita ordine chiar si in haos.” - Ch. Stein'7

in triunghiul ABC, fie H ,H,,H_ picioarele indltimilor duse din varfurile 4, B, respectiv C
pe laturile triunghiului ABC. Triunghiul H H,H, se numeste triunghiul ortic al
triunghiului 4BC.

1) Triunghiul ortic este triunghiul cevian A
al  triunghiului  ABC  corespunzitor
ortocentrului.

2) Triunghiul ortic este triunghiul podar H,
al ortocentrului triunghiului ABC in
raport cu triunghiul ABC. H

3) Triunghiurile AH,H ,H BH ,H,H,C
sunt asemenea cu triunghiul ABC.
Demonstratie. Deoarece patrulaterul

BCH, H, este inscriptibil B H, ¢
(UBH,C=UBH,C) rezultd ca

UAH H,=0ACB si UAH,H, =0 ABC, D

deci triunghiurile AH H, si ACB sunt Fig. 358

asemenea. Analog se aratd ca triunghiurile
H/BH, si H,H/C sunt asemenea cu

triunghiul ABC.

4) Dreptele H H,,H, H ,H _H, sunt antiparalele cu dreptele AB, BC, respectiv CA.
Demonstratia rezulta din proprietatea precedenta.

5) Semidreptele [AH ,[BH,,[CH, sunt bisectoarele unghiurilor triunghiului ortic.
Demonstratie. Deoarece UBH,H, =UBH H,=UBAC rezultd cd
m(H H,A)=m( HH,A)=90°-m(] BAC), iar AH, este bisectoarea unghiului
UH,H,H_. Analog, BH, si CH_ sunt bisectoarele unghiurilor U H H,H_, respectiv
UH,HH,.

" Charles Stein (1920 - ) — matematician american, profesor la Universitatea Stanford, contributii in statistica
matematica
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6) Ortocentrul H al triunghiului ABC este centrul cercului inscris in triunghiul ortic
HHH,_.
Demonstratie. Deoarece AH,,BH,,CH_ sunt bisectoarele unghiurilor triunghiului ortic

rezultd cd punctul de intersectie al lor (adica H) este centrul cercului Inscris in triunghiul
ABC.

7) Varfurile triunghiului ABC sunt centrele cercurilor exinscrise triunghiului ortic
HHH,.

Demonstratie. Fie DeH H, astfel incdt H_ e[H D] (Fig. 358). Avem
UBH H,=U0DH C=0HH,C, deci H,C este bisectoarea exterioard a unghiului
UDH H,.Cum CH_ este bisectoarea exterioard a unghiului U A H_H, rezultd cd punctul

C este centrul cercului exinscris triunghiului /M, H_ tangent laturii H H, .

8) Cercul circumscris triunghiului ortic al unui triunghi ABC este cercul lui Euler al
triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,,Cercul lui Euler”. A B'
9) Raza cercului circumscris triunghiului
ortic are lungimea egald cu jumdtate din
lungimea razei cercului circumscris
triunghiului ABC. H
Demonstratie. Fie A',B',C' punctele de

intersectie dintre Tnaltimile triunghiului ABC

(Fig. 359) cu cercul circumscris triunghiului O
ABC. Deoarece A',B',C' sunt simetrice
ortocentrului fatd de laturile triunghiului B & C
ABC, rezulta ca triunghiul ortic H H, H,
este asemenea cu triunghiul 4'B'C'. Cum
H,H ,H H, HH, sunt linii mijlocii in
triunghiul A4'B'C' rezulta cd raportul de

Al
) R Fig. 359
asemanare este E,deci R’=E (R este

raza cercului circumscris triunghiului ABC si R' raza cercului circumscris triunghiului ortic
HLIH/JHC )’

10) Triunghiul ortic H H,H_ al triunghiului ABC este omotetic cu triunghiul

circumpedal A'B'C' al ortocentrului H al triunghiului ABC, centrul de omotetie fiind
ortocentrul triunghiului ABC
Demonstratia rezulta din teorema precedenta.

11) Lungimile laturilor triunghiului ortic H H,H_ sunt egale cu a|cosD A|,b|cosD B| si
c|cosD C | , (a, b, ¢ sunt lungimile laturilor BC, CA, respectiv AB).
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Demonstratie. Daca triunghiul ABC este ascutitunghic atunci din asemanarea triunghiurilor
ABC si H HH, rezultd

0 = , de unde

HH, =£~H,7C=£oacos@'=c.cos%' .
a

Analog, H,H_, =acos Y si

N

H.H, =bcosB. Fie triunghiul 4BC

obtuzunghic (Fig. 360) (m(4) > 90°).
Din asemanarea triunghiurilor ABC si
H,H, aH, de

a b

AH H, rezultd

unde H, H, :%-AH ,. In triunghiul

Fig. 360

AH,
AH,C  avem cos(180°—BAC) = ; b
adicd AH, =-b cos4, de unde: H,H, =—-a cos A = a‘cos Q‘.Analog, HH, = b‘cos%" s
HH, = c‘cos @”‘
12) Perimetrul triunghiului ortic este egal cu a |cos A| +b |cos B| +c |cos C| .
Demonstratia rezulta din proprietatea precedenta.

Observatie: Pentru un triunghi ascutitunghic perimetrul triunghiului ortic este egal cu
p, =R(sin2A4+sin2B +sin2C) = 4Rsin Asin BsinC .

13) Fie p perimetrul unui triunghi ascutitunghic ABC si p, perimetrul triunghiului

. . R . .. . .. A
ortic. Atunci, L —, unde R i r sunt razele cercului circumscris, respectiv inscris in

p, r
triunghiul ABC.
2 R
Demonstratie. Avem p, = M =2 , sau £_2=,
R R p, r

14) Dintre toate triunghiurile inscrise intr-un triunghi ascutitunghic ABC, triunghiul
ortic are perimetrul minim.
Demonstratie. Vezi ,,Teorema lui Fagnano”.

15) Dacd tringhiul ABC este ascutitunghic atunci m( H, H H_ )=180°—-2m( BAC),
m(0H H,H,)=180°-2m(J ABC) si m(U H H_H,)=180°-2m(J ACB).

Demonstratie. Din m{l BH H ))=m0H H C)=m{ BAC) rezultd m(H H H)=180°—2m({] BAC).
Analog se arata si celelalte relatii.
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16) Daca triunghiul ABC este obtuzunghic  (m(U BAC)>90°), atunci
mUHH H )=2m{BAC)-180°, m(U H H,H,)=2m({ BCA), m(UH,H H,)=2m({ ABC).

Demonstratie.
mUH,H, H,)=180°-2m( BH H_ ) =180°-2(180°-m( BAC)) = 2m(J BAC)—180°%

m(@0 H,H,H_) =m0 H,H,A)+m BH,H_)=2m ACB)si m(0 H,H_H)=2m( ABC).

abc|cos A-cosB-cos C|
2R

17) Aria triunghiului ortic este egald cu 4, . .\ = (R este raza

cercului circumscris triunghiului ABC ).
HH -HH, sinl HHH,

Demonstragie.  Avem A, 1= Dar HH, =b|cos%|,

2
HH, =c‘oos%‘. Daca triunghiul ABC este ascutitunghic, atunci
sinl H,H H, = sin(180°—24) = sin(24) = 2sinA-cos 4 = %-cosgl = %~‘cos9 ,de unde
rezultd concluzia. Dacad triunghiul 4BC este obtuzunghic (m(0 BAC)>90°), atunci
sinll H,H,H, = sin(24—180°) = —sin(214) = ~2sin 4 - cos 4 = %~(—cos A) = %-‘cos 4,

de unde rezultd concluzia.

18) Fie H H, H_. triunghiului ortic al triunghiului ascutitunghic ABC. Atunci:
Ay, =2c08 4 cosB-cosC- A )

abc

Demonstratia rezultd din proprietatea precedenta, tinand cont ¢d@ 4 5., = R

Observatii:

1) Aria triunghiului ortic este maxima cand produsul 2cos Acos BcosC este maxim, adica
m({J A)=m({] B)=m(] C)=60°, caz in care triunghiul ortic coincide cu triunghiul
median.

2) Daca triunghiul ABC este obtuzunghic de exemplu m(U A4)>90°, atunci

Ay .y =2c08(7—A)-cos B-cosC- 4 e, -

19) Aria triunghiului ortic al ortocentrului triunghiului ABC este egald cu:
|R>—0m’|

A[HUHbH(] = 4R? ’ A[ABC}

Demonstratie. Vezi ,, Triunghiul podar”.

20) Raza cercului inscris in triunghiul ortic H H, H, al triunghiului ascutitunghic ABC
este egald cu 2R cos Acos BcosC.
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. . .4 . B .C .
Demonstratie. Deoarece 1n triunghiul ABC, r:4Rs1n3~smE-sm? (vezi ,,Cercul

inscris”), raza cercului circumscris triunghiului ortic este egald cu 5 rezulta:
b 2 b

7r—2A. .

T—-2B . 7-2C
sin -sin =

2 2

a

H H
rh:4-£~sin -sin —%-sin — = 2R sin
2 2 2

2Rcos Acos BeosC.
. abc .
Observa’ne; Deoarece A[ABC] = E rezulta A[ } = ZA[ABC] -cos Acos BcosC.

21) Laturile triunghiului ortic al triunghiului ABC sunt paralele cu tangentele la cercul
circumscris triunghiului ABC duse prin virfurile triunghiului ABC.
Demonstratie.  Fie (TA tangenta in A la cercul circumscris triunghiului

ABC. Avem: m(U TAB)=m(] ACB)= %m(D AC'B). Dar UACB=0AH_H,, deci

[0 TAH, =0 AH H,,de unde rezultds TADH H,.

22) Triunghiul ortic §i triunghiul determinat de tangentele la cercul circumscris unui
triunghi ABC in varfurile triunghiului ABC sunt omotetice.
Demonstratia rezulta din proprietatea precedenta.

23) Daca H este ortocentrul triunghiului ABC si H H,H_ triunghiul sdu ortic, atunci
HA-HH,=HB-HH, =HC-HH,.

Demonstratie. Din asemdnarea triunghiurilor HH,4A si HH B, respectiv HH C cu
HH A rezultd HA-HH , = HB-HH, si HA-HH, = HC-HH_, de unde rezulta concluzia.

24) Dreptele ce unesc mijloacele laturilor triunghiului ortic H H,H, corespunzdtor

unui triunghi ABC cu vdrfurile corespunzatoare ale triunghiului ABC, sunt concurente
in punctul lui Lemoine al triunghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Lemoine”.

25) Dreptele care unesc vdrfurile triunghiului ortic al triunghiului ABC cu proiectiile
ortocentrului triunghiului ABC pe laturile triunghiului ortic sunt concurente in punctul
lui Gergonne al triunghiului ortic.

Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Gergonne”.

26) Dreptele care unesc virfurile triunghiului ortic al unui triunghi ABC cu punctele de
intersectie dintre laturile triunghiului ortic si dreptele AO, BO respectiv CO (unde O este
centrul cercului circumscris triunghiului ABC) sunt concurente in punctul lui Nagel al
triunghiului ortic.

Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Nagel”.
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27) Fie H ortocentrul triunghiului ABC. Triunghiurile ABC, BHC, CHA si AHB au
acelagi triunghi ortic.
Demonstratie. Fie H H,H, triunghiul ortic al triunghiului ABC. Deoarece

HH, 1 BC,CH, 1 BH,BH, | HC,H, € BC,H, € HB,H, € HC rezultd ca triunghiul
H H, H,_ este triunghiul ortic al triunghiului 4BC. Analog, se arata ca triunghiurile CHA si
AHB au acelasi triunghi ortic.

28) Triunghiurile ortic si extangential corespunzdtoare unui triunghi ABC sunt
omotetice.
Demonstratie. Vezi ,,Triunghiul extangential”.

29) Razele cercurilor exinscrise corespunzdtoare triunghiului ortic H H,H_ al
triunghiului  ascutitunghic =~ ABC  au  lungimile: p, =2Rcos Asin BsinC,
P, =2Rsin Acos BsinC si p, = 2Rsin Asin Bcos C.

N . . . A4 B . .
Demonstratie. Intr-un triunghi A4BC, 7, :4Rs1nzcoszcos§ (vezi ,,Cercurile

exinscrise”). Deoarece triunghiul ABC este triunghiul ortic al triunghiului [ 1,1, , raza

.o S S - R . . N
cercului circumscris triunghiului este egala cu > (vezi ,,Cercurile exinscrise) .Avem:

, de unde pa=2Rsin”_22A-cosﬁ_zB-cosﬁ_ZC=

a c

R . H H,
p, =4—sin—=cos—=cos
2 2 2

2Rcos Asin Bsin C. Analog se determind p, si p,.

Observatie: Daca triunghiul A4BC este obtuzunghic (m(0 BAC)>90°) atunci
P, =2RcosAd-cosB-cosC,p, =2Rsin Asin BcosC,p, =2Rsin Acos BsinC
(deoarece m(U H,H H_ )=2m({ BAC)-180°,m(U H H,H_ )=2m(l CBA),
m(UH H H,)=2m( BCA)).

30) Mediatoarele laturilor BC, CA, AB ale triunghiului ascutitunghic ABC intersecteazd
laturile H, H ,H H, respectiv H _H, ale triunghiului ortic H H, H, in punctele A',B’',
respectiv C'. Dreptele H A',H,B',H_C' sunt concurente.
Demonstratie. Fie P si Q proiectiile punctelor H, si H, pe
BP  BH,

BC (Fig. 361). Avem cosB=——=
BH, BC

, de unde
BP=acos’ B si MaPzMaB—MaP=%(1—2cos2 B)=%COS2B H,

si analog obtinem: M QO :%cos 2C. Din teorema lui Thales

A'H, M,Q cos2C

avem: = = . Analog se arata ca
A'H, M,P cos2B

B'H, cos24 . C'H, cos2B .

— = s —= , deci

B'H, cos2C C'H, cos24

350



A'H, B'H, C'H . . . S <

= <. =1, iar din reciproca teoremei lui Ceva rezulta ca dreptele
A'H, B'H, C'H,
H A H,B',H,C' sunt concurente.

31) Fie 0,0,,0,,0, centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC, BOC, COA
respectiv AOB. Triunghiul O,0,0. este omotetic cu triunghiul ortic H H,H_ al
triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie R,,R,,R  razele cercurilor circumscrise triunghiurilor BOC, COA
respectiv. AOB. Deoarece AO=BO=CO=R si m({BOO,)=mlA) rezultd

R . R R .
R = sianalog R, =——, R, = (Fig. 362). Deoarece O,0,,0,0.,0.0,
2cos 4 2cos B 2cosC
sunt mediatoarele segmentelor OC, OA respectiv OB rezultd ca O este centrul cercului
inscris in triunghiul 0,0,0,. Intrucat unghiurile triunghiurilor 0,0,0, si H H,H, sunt
respectiv congruente si OO, 1H H,00,llH,H, OO ,UH _H (H fiind centrul cercului
inscris In triunghiul ortic) rezultd ca triunghiurile 0,0,0. si H H,H_ sunt omotetice.
Cum punctele O si H se corespund in aceastd omotetic rezulta ca dreptele

O,H,,0,H,,0 H, sunt concurente intr-un punct P ce apartine dreptei
/, Ob
A
OC /,’,
~o Hb /,
H, Fig. 362
B C
HO. Deci, raportul de omotetie este: k = % =N 2Rcos Ii:/();BCOSC =4cos A-cos B-cosC
%

unde 7, =2Rcos AcosBcosC este raza cercului inscris in triunghiul A H, H, si 7, =2

este raza cercului 0,0,0, .
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32) Fie H ortocentrul unui triunghi ascutitunghic ABC, H,,H,,H_ picioarele
inaltimilor duse din A,B,C si A',B',C' picioarele perpendicularelor duse din H pe
HH.,,H.H,,  respectiv H,H,.

Atunci, A[ABC] 216~A[A,B.C.]. A
Demonstratie.  Deoarece  patrulaterul
A'H_B'H este inscriptibil (Fig. 363) ,
rezulta  ca  AJB'H, =A'HH, = L
HHA=B'HB, deci AB|AB. H, L2~
Analog, B'C'|BC si A'C'||AC. Fie ,\
0,0,,0, centrele cercurilor B
circumscrise  triunghiurilor ABC, B Y C
H,H,H, si AB'C' iar R, R, si R, a
R Fig. 363

razele  acestora.  Atunci, R, =7

(deoarece C(O,,R,) este cercul lui Euler al triunghiului 4BC), iar R, poate avea cel mult
lungimea razei cercului lui Euler al triunghiului H#,H,H ., adicd R, S% si din asemarea

triunghiurilor 4'B'C" si ABC rezultd A pc] 216- A Egalitatea are loc atunci cand
cercul lui Euler al triunghiului H_ H,H_ coincide cu cercul inscris in triunghiul
H,H,H_, adicd cand triunghiul H  H,H_ este echilateral, adica cind triunghiul ABC
este echilateral.

Teorema lui Nagel
33) Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Dreptele AO, BO, CO sunt

perpendiculare pe laturile H, H ,H H ,H H, ale triunghiului ortic.

Demonstratie. Din m(0 AH C)=m(U AH,C)=90° rezulta ca patrulaterul ACH_ H_este
inscriptibil deci U BH_H,Z=[0ACB. Fie D punctul diametral opus lui B in cercul
circumscris triunghiului 4ABC (Fig. 362). Atunci, m(0 ABD)=90°—-m(] ADB) =
90°—m({ ACB)=90°-m(U BH H,), de unde m(JABD)+m( BH H,)=90° adica
BO 1 H H,. Analog, AO 1 H H_ si COLHMH,.
Observatie: Perpendicularele din 4, B, Cpe H, H ,H H

a’

respectiv H H, sunt concurente
in punctul O, centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

34) Fie H H, H_ triunghiul ortic al triunghiului ABC, H', = pr,.(H,),H", = pr,(H,).
Dreapta H H, trece prin mijloacele laturilor H H, si H H..

Demonstratie. Fie A',B',C' mijloacele laturilor H,H_,H H_ respectiv H,H  (Fig. 364).
Deoarece H,H, si H,H, sunt antiparalele cu BC rezulta H_ H [H,H, , de unde
OH,H,H,=0ABC=0H,H,C si OHHH,=0H H H, (complemente la unghiuri

congruente). Atunci, H,H, trece prin mijlocul ipotenuzei H_ H, a triunghiului
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dreptunghic H H H,. Cum H_ H,UH,H_ rezultd cd H H, trece si prin mijlocul laturii
HH.

Observatii:

1) Dacd H, = pr,,(H,),H, = pry.(H,),H. = pr,.(H.,),H. = pr,,(H_), atunci dreptele
H,H, si H H trec prin mijloacele laturilor triunghiului ortic al triunghiului ABC.

H,H, si H H, determind triunghiul

"

2) Punctele de intersectie dintre dreptele H H

a?’

median al triunghiului ortic al triunghiului ABC.

35) Daca H, siH,, H, siH,, H, siH. sunt proiectiile punctelor H, H,, respectiv H,
pe laturile triunghiului ABC, atunci dreptele H H,, H,H, si H H. sunt antiparalele
dreptelor BC, CA, respectiv AB.

Demonstratie. Fie H H,H_ triunghiul ortic A
al triunghiului ABC. Din teorema lui Thales 7 [I\ 7.\ D
AH , ’
rezulta: L = AH (HH,UH,H,),
H.H, HH,
AH AH :
b=—— (HH,H,H,), de unde
HbHa HH(/ H
b
AH AH -
¢ =—"adicd H,H,[JH,H,. Cum H i '
HcHa HbHa ' ¢ - /’/ :
H,H_ este antiparalela cu BC rezultd ca H, — <l
H_H, este antiparaleld cu BC. —
B H C

36) Segmentele H H  H,H, H H. sunt
congruente.
Demonstratie.

Fig. 364

H;H;=H;C'+C'B'+B'H;;=%H,,Hb+%HbHC+%HHHC=p' (unde  p'  este

semiperimetrul  triunghiului  ortic). Analog, H,H, =H_ H. (=2Rsin 4sin BsinC)
(cf. th. (9)).

37) Fie H H,H_ triunghiul ortic corespunzdtor triunghiului ABC, BB' bisectoarea
interioard a unghiului ABC, B'e (AC) si B" piciorul bisectoarei unghiului U AH, H .
Dreptele B'B" §i AB sunt perpendiculare.

Demonstratie. Patrulaterul BCH, H_ fiind inscriptibil rezultd UH _H,A=0ABC, deci

UB"H,A=0 ABB’(: %m(D ABC)], adicd patrulaterul BB"H,B' este inscriptibil, de

unde m(U BB"B") = m( BH,B") = 90°.
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38) Fie H H H_si CC,C. triunghiurile ortic, respectiv de contact ale triunghiului
ABC. Triunghiul C,C,C, si triunghiul avind virfurile in centrele cercurilor inscrise in
triunghiurile AH,H_, BH H_, CH_ H, au aceeasi dreaptd a lui Euler.

Demonstratie. Vezi ,,Cercul lui Euler”.

39) Fie A",B",C" punctele de intersectie dintre inaltimile triunghiului ABC cu laturile
respective ale triunghiului ortic. Triunghiurile ABC §i A" B"C" sunt ortologice.
Demonstratia este evidentd deoarece A"H, L BC,B"H, 1L CA si C"H, L AB, iar

A"H,n"B"H, "C"H_={H}, al doilea centru de ortologie fiind centrul cercului lui Euler
al triunghiului 4BC.

40) Perpendicularele coborite din mijloacele laturilor triunghiului ortic ale unui
triunghi ABC pe laturile respective ale triunghiului ABC sunt concurente.
Demonstratia rezulta din teorema lui Dottl.

II1.2. Triunghiul median

,Geometria e linistea intamplarii.” — Nichita Stanescu'”

Fie triunghiul ABC si M ,M,, M mijloacele laturilor BC, AC, AB. Triunghiul M M ,M
se numeste triunghi median (sau auxiliar) (Fig. 365).

1) Triunghiul median M M M _ este triunghiul
cevian  al  triunghiului ABC  corespunzdtor
centrului de greutate G al triunghiului ABC .
Demonstratia este evidentd deoarece medianele
AM,, BM,, CM, sunt concurente in G.

a?’

2) Triunghiul median este triunghiul podar al
centrului cercului circumscris triunghiului ABC .
Demonstratia. Mediatoarele laturilor triunghiului
ABC sunt concurente in O — centrul cercului
circumscris triunghiului ABC.

B M, C
Fig. 365

3) Triunghiul median M M, M al triunghiului

ABC este asemenea cu triunghiul ABC .

Demonstratie. Laturile triunghiului median sunt linii mijlocii in triunghiul ABC, deci
MaMb _ Mch _ M('Ma
AB BC Cc4

asemenea.

=% , de unde rezultd cd triunghiurile M M, M  si ABC sunt

175 Nichita Stanescu (1933 — 1983) — eseist, poet romén, ales postum membru al Academiei Romane
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Consecinte:

b
4) Laturile triunghiului median au lungimile: a'= %,b' = E,c = %, unde am notat cu a,

b, ¢ lungimile laturilor BC, CA, respectiv AB.

at+b+c' _a+b+c _p
2 4 2’
6) Masurile unghiurilor triunghiului median sunt egale cu:

WA M =UBC Wl v, =Bca, Welm M, = €4B.

7) Coordonatele baricentrice absolute ale virfurilor triunghiului median sunt:
Ma(o,l,lj, M, (1,0,1] si M, [1,1,0].
2°2 202 2°2

8) Triunghiul ABC i triunghiul median corespunzditor au acelasi centru de greutate.

5) Semiperimetrul triunghiului median este: p'=

9) Aria triunghiului median este egald cu o pdtrime din aria triunghiului ABC.

Demonstratie. Avem: 4, =iA[ sy » deoarece UM MM, 1AM M, =1M,BM, = IM,M,C.

Cercul inscris in triunghiul median se numeste cercul Spieker, iar centrul acestui cerc se
numeste punctul lui Spieker.

10) Raza cercului Spieker este jumadtate din raza cercului inscris in triunghiul ABC .
Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Spieker”.

Cercul circumscris triunghiului median se numeste cerc medial (sau cercul celor noud
puncte).

11) Orice triunghi omotetic cu triunghiul median al unui triunghi ABC in raport cu
punctul O, centrul cercului circumscris triunghiului ABC, este omologic cu triunghiul
ABC.

Demonstratie. Fie A'B'C' triunghiul obtinut
din triunghiul median M M, M_ prin omotetia
de centru O si raport k. Fie {T}=OH N AA'

(Fig. 366). Din asemanarea triunghiurilor AHT

si TOA' rezulta: E:E:%:
TA TH AH
kOM .
< =£. Analog, se arata ca BB' si CC'
20M, 2
trec tot prin punctul 7 care este centrul de
omologie. Al

Fig. 366

Observatie: Centrul de omologie intre triunghiul omotetic triunghiului median al
triunghiului 4BC si triunghiul 4BC este situat pe dreapta lui Euler a triunghiului ABC.
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12) Proiectiile unui varf al unui triunghi ABC pe bisectoarele interioare si exterioare
ale unghiurilor din celelalte doud virfuri apartin dreptelor ce trec prin virfurile
triunghiului median M M M .

Demonstratie. Fie M, M' si N, N' p
proiectiile varfurilor B si C pe bisectoarea
interioara, respectiv exterioara a unghiului A.
Deoarece patrulaterul BMAM ' este dreptunghi,
rezultd ca M_ e MM'. Fie {P}=BM'nAC.
Triunghiul APB este isoscel deoarece AM'
este bisectoare si inaltime, deci M' este -
mijlocul segmentului BP (Fig. 367). Atunci
M'M, este linie mijlocie in triunghiul APB,
deci M'M_UAP, adicdi MM'UAC, de unde
rezultd cd punctele M si M' apartin dreptei
M M. Analog, se aratd cd punctele N si N'

apartin dreptei M M, . '

13) Triunghiul median M M, M . si triunghiul
tangential T,T,T. al unui triunghi ABC sunt

omologice.
Demonstratie. Vezi ,,Triunghiul tangential”.

14) Triunghiurile median si antisuplementar ale unui triunghi ABC sunt omologice,
centrul de omologie fiind punctul lui Lemoine al triunghiului antisuplementar.
Demonstratie: vezi ,,Triunghiul antisuplementar”.

15) Triunghiul median al triunghiului cotangentic al unui triunghi ABC este omologic
cu triunghiul ABC .
Demonstratie. Vezi ,,Triunghiul cotangentic”.

16) Fie M M M. triunghiul median al triunghiului ABC si I, I, I  centrele
cercurilor exinscrise corespunzitoare triunghiului ABC. Dreptele I M , I, M, si I M
sunt concurente.

Demonstratie. Triunghiul ABC este triunghiul ortic al triunghiului [ 1,1, ; dreptele care
unesc mijloacele laturilor triunghiului ortic corespunzator unui triunghi XYZ cu varfurile
corespunzatoare triunghiului XYZ sunt concurente in punctul lui Lemoine al triunghiului
XYZ (vezi ,Triunghiul ortic”), deci dreptele I M,, I,M,, I.M_ sunt concurente in

punctul lui Lemoine al triunghiului 7, 7,1, .
17) Consecinti: Triunghiurile median si antisuplementar ale unui triunghi ABC sunt
omologice.

18) Bisectoarele interioare ale wunui triunghi  ABC intersecteazd laturile
necorespunzdtoare ale triunghiului median in sase puncte care determind trei drepte ce
trec prin punctele de contact determinate de cercul inscris in triunghiul ABC si laturile
triunghiului ABC .
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Demonstratie.Fie {4} = A4,B,NBC,{4,} =M M, NAI,

(B)=MM.NBI, {(B}=ABNAC., MB,0BC,
m({ M _B,B)=m(J 4BB,) =m0 M_BB,), deci
triunghiul BM B, este isoscel, deci
¢ —
3=
de unde rezultad ca triunghiul M,B B, este isoscel,

B,M,=BM, === AM,. Mai mult M,B 0AM,,

deci MbBl=Msz=%—% (Fig. 368). Atunci,

1 . M
BIC:E(bJrc—a):p—a, deci B, este un punct de B A ¢ ¢

contact al cercului inscris in triunghiul ABC cu Fig. 368

latura AC .

19) Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC, A',B',C' mijloacele
segmentelor AO,BO, respectiv CO si M M ,M . triunghiul median al triunghiului ABC.
Dreptele A'M

triunghiului median.
Demonstratie. Vezi ,,Cercul lui Euler”.

B'M, si C'M, sunt concurente in centrul cercului lui Euler al

a’

20) Fie M M M, triunghiul median al triunghiului ABC. Pentru orice punct M din

planul triunghiului ABC este adevarata relatia: MM , + MM, + MM, = MA+MB+MC .
Demonstratie. Teorema medianei scrisda sub formd vectoriald aplicatd in triunghiul

MBC da: MM, =%(W+ATC). Analog se obtin egalitatile: MM, =%(]\TC+M) si

O e .
MM, = E(MC + MA) . Sumand aceste egalitati obtinem:

MM, + MM, + MM = MA+MB + MC .
21) Coordonatele baricentrice ale vdrfurilor triunghiului median  sunt:
Ma (Oal:ljaMb (laoaljaMc [l:laoj

2°2 202 2°2

m+%]\TC rezultd M (0,%,%). Analog pentru

. . — 1
Demonstratie. Din egalitatea MM, =E

celelalte varfuri.
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22) Triunghiul ortic al triunghiul median corespunzdtor unui triunghi ABC este

omologic cu triunghiul ABC.
Demonstratie. Fie A',B',C' picioarele inaltimilor
triunghiului  median M M, M_  (Fig. 369) si
{A"} = AA'"BC,{B"} = BB'nCA,{C"} =CC'n AB.
Cum MM OBC rezultd ca
BA" M, A" M M, cosC bcosC

= = = . Analog,
CcA" M,A" M,M_ cosB ccosB
CB" ccosA . AC" acosB ..
—= si = , de unde rezulta ca
AB" acosC BC" bcosA
BA n CBH ACH

_— =1 si din reciproca teoremai lui
C n AB" BC"

Ceva rezultd ca dreptele AA',BB',CC' sunt
concurente.

A
W \ M,
“ B"
-8B\ /
Ma A" C
Fig. 369

II1.3. Triunghiul de contact

,,O camera fara carti este un trup fara suflet.” - Pitagora

176

Fie C,,C,,C. punctele de tangentd ale cercului inscris in triunghiul ABC cu laturile

triunghiului. Triunghiul C,C,C, se numeste triunghiul de contact al triunghiului ABC

(sau triunghiul Gergonne).

176 pitagora (580-500 1.e.n.) — matematician grec
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1) Triunghiul de contact C,C,C_ este triunghiul podar corespunzdtor centrului cercului
inscris (1) in triunghiul ABC, in raport cu triunghiul ABC.

2) Unghiurile triunghiului de contact C,C,C, corespunzator triunghiului ABC au
1 1 1

mdsurile egale cu: 9O°—5m(gl), 9O°—5m(@), respectiv 90°—Em(E').

Demonstratie. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC . Deoarece patrulaterele

BC,IC,, CGIC, sunt inscriptibile rezulti m(%aq):m(@?q):%m(%) si

m(I€,C,) = m(1€C,) = %m(%’) . Awnci,  m(Elc,c,)=mEc,n+mEC, )=

%m(%) +%m(@') = %[180" — m(A)] = 90° —%m(% . Analog se  arati  ca

m(Elc,c )= 90°—%m(@) si m(Elc.c,)= 900—%m(@) .

3) Lungimile laturilor triunghiului de contact C,C,C., sunt egale cu:

. A . B . C
a'=(-a +b+c)s1n3, b'= (a—b+c)s1n5, c'=(a +b—c)s1n3.
. - . L . A aVl .
Demonstratie. In triunghiul isoscel AC,C. avem: sin—=-——, unde p reprezintd
p—a
L . D . . A .
semiperimetrul triunghiului 4BC, deci a'=(-a+b+c) smE . Analog se determina

lungimile celorlalte doud laturi ale triunghiului C,C,C. .

A
4) Lungimile laturilor triunghiului de contact C,C,C. sunt egale cu: C,C, =2r COSE,

B C

CcC, = 2rcosE,CaCb = 2rcosz.
Demonstratie. Din teorema sinusurilor aplicatd in triunghiul de contact rezulta
o _ cq G

; == =— =2r, de unde rezultd concluzia.
sin(90°—A4/2)  sin(90°-B/2) sin(90°—C/2)

212 (4R+71)

5) Consecinti: C,C,’ +C,C.>+C,C.> = X

4 B C)_ 2r’(4R
Demonstratie. C,C,> +C,C.> +C,C> =4r’ [cos2 >t cos’ 3t cos’ Ej = % :
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6) Segmentele determinate de punctele de contact ale cercului inscris pe laturile

+b+
triunghiului ABC au lungimile p—a, p—b, respectiv p—c, unde p = %
Demonstratie.
Fie AC, = AC, =x,BC, =BC, =y,CC, =CC, =z. Avem: 2(x+y+z)=a+b+c=2p de

unde x+y+z=p,deci x=p—-a,y=p-b,z=p-c.

7) Triunghiul de contact al unui triunghi ABC neisoscel si triunghiul ABC sunt
omologice, centrul de omologie fiind punctul lui Gergonne al triunghiului ABC .
Demonstratie: vezi ,,Punctul lui Gergonne”.

8) Punctul lui Lemoine al triunghiului de contact C,C,C_ al triunghiului ABC coincide

cu punctul lui Gergonne al triunghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Gergonne”.

9) Fie C,C,C. triunghiul de contact al triunghiului ABC. Atunci:
abc . . .
=———————sinA4-sinB-sinC.
Ae.cc R(a+b+c)

A[AC(,C,,} ACCZ A[BCaCJ _ (C - ACC)Z A[ccac,)] _ (C - ACC )2

Demonstratie. Avem = , , . Cu
Ay ¢ Apsg ac Aiser ab
relatia A 4BC] A[c G,C. A[AC,,CL,} + A[BC“C( ] + A[CCMC,)] si tinand cont ca
A )
AC, = s sau AC, = L renulta A(C al A _(r) sau
g (p-b)p-c) G 2pR O 2pR
p(p—a)

=———sinA4-sinB-sinC.
A[C“C”C“] R(a+b+c)

Observatie: Aria triunghiului de contact C,C,C, este maxima cand triunghiul ABC este

b~ ¢

2 2
echilateral deoarece A[ coc :% < 2p r2 = % = A[:BC] (deoarece R > 2r). Cum relatia
abb 2r

R =2r are loc doar in triunghiul echilateral, atunci afirmatia este demonstrata.

A[ABC _

2R-p 2R A["BC

10) Aria triunghiului de contact C,C,C_ este egald cu: 4 . ., =

Demonstratia rezulta din proprietatea precedenta.
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11) Perpendicularele duse din mijloacele laturilor triunghiului de contact C,.C,C. pe

laturile opuse ale triunghiului ABC sunt concurente.

Demonstratie. Fie W centrul de
greutate al triunghiului C,C,C,
si A, B',C' mijloacele laturilor
Cc.C.C.
C,,C,,C. se obtin din punctele

triunghiului Punctele
A B'C' printr-o omotetic de
centru W  si raport (-2)
( W—Q =2WA' ). Printr-o
omotetie o dreapta se transforma
intr-o dreaptd paraleld cu cea
datd. Atunci, dreapta C, I se
transformd intr-o dreaptd d, ce

trece prin A' si este paralela cu
CJI.,deci d, LBC. Analog,

Fig. 371

dreptele /C,si IC_ se transformd in dreptele d,,d, paralele cu IC,, respectiv IC, si

B'ed,,C'ed,. Cum IC,IC,,IC, suntconcurente in /, rezultd cd dreptele d_,d,,d_ sunt

concurente si fie S punctul de concurentd al lor. Evident, punctul / se transforma prin
omotetia de centru W si raport (-2) in punctul S, deci 2S5 = WI.

12) Fie M M, ,,M_  mijloacele laturilor BC, AC respectiv AB ale triunghiului ABC si
C,C,C. triunghiul de contact al triunghiului ABC. Perpendicularele din punctele

M, M,,M, pelaturile C,C.,C,

a?’ c

unghiurilor

UMMM, , respectiv UMMM,

C, respectiv C,C, sunt concurente.

Demonstratie. Fie P, O, R picioarele
perpendicularelor duse din M ,M,

respectiv. M, pe laturile triunghiului
C,C,C.. Deoarece Al este bisectoarea
UBAC si CA=C,A rezulta Al L C,C,.
Cumsi M P 1 C,C, rezultd ca AIUM P.
Patrulaterul M M, AM, este
paralelogram, deci U BAC=0M M M,

si cum A/ este bisectoarea unghiului 4

rezultd cd M P este bisectoarea unghiului
UMM _M,. Analog, se demonstreaza ca
MO si MR sunt Dbisectoarele

Cum bisectoarele interioare ale

unghiurilor unui triunghi sunt concurente, rezultd ca dreptele M P,M,Qsi M R sunt

concurente.
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13) Triunghiurile de contact C,C,C. si median M M ,M_ corespunzitoare unui

triunghi ABC sunt ortologice.
Demonstratia rezulta din proprietatea de mai sus.

14) Triunghiul de contact al triunghiului ABC i primul triunghi Sharygin al
triunghiului ABC sunt omotetice.
Demonstratie. Vezi ,,Triunghiul Sharygin”.

15) Triunghiurile de contact C,C,C. al unui triunghi ABC este omotetic cu triunghiul
antisuplementar 1 1,1, al triunghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Triunghiul antisuplementar”.

16) Triunghiul de contact C,C,C, si triunghiul antisuplementar [ 1,1 _ corespunzitoare
unui triunghi ABC au aceeasi dreapti a lui Euler Ol.

Demonstratie. Deoarece [ este ortocentrul triunghiului 7, 1,1, si O este centrul cercului
medial al triunghiului 7 1,1, (vezi, Triunghiul antisuplementar”) rezulta ca dreapta OI este
dreapta lui Euler a triunghiului 7 1,1 . Deoarece triunghiurile [, /,1  si C,C,C. sunt
omotetice (cf. th. (13)), rezultd ca omologul lui / — centrul cercului circumscris triunghiului
C,C,C, -este punctul O' — centrul cercului circumscris triunghiului 7,1,/ si evident O'

este punct pe dreapta lui Euler (OI) a triunghiului 7 1,/ , deci centrul omotetiei (Q)
apartine dreptei Ol. Cum raza cercului circumscris triunghiului ortic unui triunghi are

'

. . . o D . . . R .
lungimea jumétate din raza cercului triunghiului de referintd rezultd ca R :? adica

R'=2R (unde R' este raza cercului circumscris triunghiului 7 7,7 _, triunghiul ABC fiind

. . . . S " 2R . .
triunghiul ortic al triunghiului 7 7,1, ). Astfel, QQ—? =— (adica raportul de omotetie este
r

2R . . S . . .
egal cu —), iar punctul / — ortocentrul triunghiului / 7,1 - prin omotetia de centru Q si
r

2R - . o . . .
raport — se transforma in ortocentrul triunghiului C,C,C,, care evident apartine dreptei
r

QI adica dreapta O, adica Ol este dreapta lui Euler a triunghiului C,C,C, .
17) Triunghiul de contact C C,C._ si triunghiul circumpedal al centrului cercului inscris

in triunghiul ABC sunt omotetice, centrul de omotetie fiind pe
drapta OL A

Demonstratie. Fie A",B",C" mijloacele arcelor %C,@’A, B"
respectiv. 4B (Fig.  373). Cum  o4"0ic,, Cf4
OB"1IC,,0C"IIC. si A"C,AB"G,C"C.={I} rezulti ci \§
triunghiurile 4"B"C" si C,C,C, sunt omotetice, raportul de B ‘N'
omotetie fiind £, centrul omotetiei apartinand liniei centrelor A"

" Fig. 373

celor doua cercuri, adicd dreptei O/. Daca punctul M este centrul
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R*-2Rr . RNR® —2Rr

omotetiei considerate, atunci M :R— si MO :R— (vezi ,,Triunghiul
—r —-r

circumpedal”).
18) Dreapta lui Simson a punctului lui Feuerbach (¢) al triunghiului ABC, in raport

cu triunghiul de contact C,C,C_. al triunghiului ABC este paraleld cu dreapta Ol
Demonstratie. Vezi ,,Dreapta lui Simson”.

19) Fie C,C,C, triunghiul de contact al triunghiului ABC, I centrul cercului inscris
in triunghiul ABC si M, M M
C,1, C,C. si BM, sunt concurente.

. triunghiul median al triunghiului ABC . Dreptele
Demonstratie. Fie H, piciorul inaltimii din B a
triunghiului  4BC  si  {M}=BM,NC,/. Din
BM  H,C,

MC, || BH, rezulta .

Dar

H,Cy=p—a—c-cos4, Cbe=§—(p—a), deci

BM _azbte  mie  gwr-cqnsM,.  Atnc, Fig. 374
MM, b
cc C.A MM

L MyA+——-M,C= b.ac (vezi ,Relatia lui Van-Aubel”), adica

C,B C.B BM'

- - M'M -
P c'é+p a-éz b-b,deunde BM _— b+c,deciM5M’.
p-b2 p-b2 BM M'M, b

20) Triunghiul ortic al triunghiului de contact al unui triunghi ABC este omotetic cu
triunghiul ABC.
Demonstratie. Fie H, ortocentrul triunghiului de contact

si C . 4,CB,CC, inaltimile triunghiului de contact.

Dar  m(ACG)=m( AIG) =50~ (1 A)=m( BC,C),
iar m( C.4B)=m({ BC,C,) (deoarece patrulaterul
ABC,C, este inscriptibil, deci UAC.C, =0 C,4B,,
adica ABUAB, . Analog se aratd cd
BCUB,C,,ACUAC, si cum triunghiul C,C,C, este
ascutitunghic rezulta ca triunghiurile 4BC, 4, B,C, sunt omotetice.

21) Fie C,C,C, triunghiul de contact al unui triunghi ABC. Dreapta lui Euler a

triunghiului C C,C, trece prin centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Cercul lui Euler. Dreapta Iui Euler”.
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II1.4. Triunghiul extangential

,,Omul pentru care faptul cd 2 -2 = 4 e de la sine inteles nu
va deveni niciodati mare matematician.” - Bertolt Brecht'”’

Fie triunghiul ABC si [,,1,,1  centrele cercurilor A -exinscris, B -exinscris, respectiv
C - exinscris corespunzatoare triunghiului ABC . Tangentele comune cercurilor exinscrise

T

Cc

T

a

(diferite de dreptele ce contin laturile triunghiului ABC ) determind triunghiul 7,7,7. numit

triunghiul extangential al triunghiului 4ABC (Fig. 376). Cercul circumscris triunghiului
extangential se numeste cercul extangential.

177 Bertolt Brecht (1898-1956) — poet german
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1) Triunghiul extangential T T,T. corespunzditor triunghiului ABC este omotetic cu
triunghiul ortic H H,H, al triunghiului ABC .

Demonstratie. Fie {C'}=BANT,T si {B'}=ACNTT . Din congruenta triunghiurilor
ABC si A'B'C' rezultd cd [JACB=0AC'B'.Dar H H, este antiparaleld laturii
BC,deci UAH H, =0 ACB,de unde rezultd UB'C'A=0A4H H, si B'C'UH_H,. adica
I.7,0H H,. Analog se aratd cd I.T,0H H, si I,T,0H H,.
Avemm( H H,H_ )=180°-2m(l A). Fie {A'}=BCNT,T, si {4"}=BCNT,7T, Atunci,
OHHA'=0H AT, (=m({ BAC)) si UHHC=0H,A"T,(=m(]BAC)) (alterne
interne), de unde rezultd m(J T.TT,) =180°-2m(U A), deci U0 H H H, =0 T.T T, . Analog,
OH HH,=0TTT,, unde rezultd ca triunghiurile 7,77, si H H,H_  sunt asemenea si

bta

deoarece au si laturile respective paralele rezultd ca sunt omotetice.

Observatie: Centrul de omotetie dintre triunghiurile 7.7,7. si H H,H_  se numeste
punctul lui Clawson.

2) Triunghiurile extangential T T,T si antisuplementar 11,1 _ corespunzitoare unui
triunghi ABC sunt omologice.
Demonstratia este evidentd deoarece dreptele 1.7,,1,T,

b

,I.T. sunt concurente in centrul

cercului inscris in triunghiul 7,7, T, , fiind bisectoare in triunghiul extangential.

3) Centrul cercului inscris in triunghiul extangential coincide cu centrul cercului
triunghiului antisuplementar.

Demonstratie. Fie I, centrul cercului inscris in triunghiul 7 7,7, ; conform proprietatii
precedente rezulta: Uy =1T "I,T, "IT. Avem:
m(© T,1,T.) =180°~[m(1 T.T, 1)+ m(1 T,7.1,)] =

180°—[(90° = m(U A)) +(90° —=m(U C))] =180°-m(U B)=2m(J 1,1,1.). Analog se aratd ci
m(OTI1T)=2mUI111) si m(OTIT)=2mO11,1,), deci I, este centrul cercului

circumscris triunghiului antisuplementar 7 7,7 .

Observatie: Cum [, este centrul cercului circumscris triunghiului 7, /,/, rezultd cd
I1, =11 =11

4) Raza cercului inscris in triunghiul extangential corespunzdtor unui triunghi ABC, are
lungimea egald cu 2R +r,unde R §i r sunt razele cercurilor circumscris, respectiv inscris
in triunghiul ABC.

Demonstratie. Fie {B'}= ABNT,T, si {C'}= ACNT,T, . Deoarece triunghiurile ABC si
AB'C' sunt congruente (vezi ,,Cercuri exinscrise”) rezultd cid raza cercului inscris in
triunghiul AB'C' este egald cu r. Fie ' centrul cercului inscris in triunghiul 4B'C".
Atunci, distantele de la 4 si [' la B'C' sunt egale cu /4, (indltimea din varful 4 a
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triunghiului ABC) si ». Cum A este mijlocul segmentului /7', atunci distanta de la / la
B'C' este egald cu 2h, —r. Fie I, simetricul lui / fata de O — centrul cercului circumscris

triunghiului ABC. Distantele de la / si O la T,T, sunt egale cu 24, —r , respective h, + R
(deoarece AO=R), deci distanta de la [, la T,7  este egala cu

Fig. 377

2(R+h,)—(2h, —r)=2R+r (unde am aplicat teorema liniei mijlocii intr-un trapez).
Analog, se aratd ca distantele de la punctul /. la 7.7, si sunt egale tot cu 2R +r,deci I,
este centrul cercului inscris in triunghiul extangential.

Observatie: Deoarece 4R +2r =r +r, +71, +r, rezultd ca raza cercului Inscris in triunghiul

. y 1
extangential este egald cu r, =2R+r = E(r +7r, 41 +1r).

5) Centrul cercului inscris in triunghiul extangential al unui triunghi ABC este
simetricul centrului cercului inscris in triunghiul ABC, fatd de centrul cercului
circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie. Proprietatea este o consecinta a aplicatiei precedente.

6) Triunghiurile extangential si tangential corespunzdtoare unui triunghi ABC sunt
omotetice.
Demonstratie. Deoarece triunghiurile extangengential 7, T,T, si tangential 7,7,7. sunt

omotetice cu triunghiul ortic H H,H_ al triunghiului 4BC, iar relatia de omotetie fiind

tranzitiva, rezulta cd si triunghiurile 7,7,7, si T,T,T,. sunt omotetice.

Observatie: Din omotetia triunghiurilor 77,7, si T,T,T, rezultd cd cercurile inscrise in

. .. . . . r
aceste triunghiuri sunt omotetice, deci raportul de omotetie este egal cu , unde

2R+r si R sunt lungimile razelor cercurilor Inscrise in triunghiurile 7 7,7, respectiv
T,1,T..
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7) Triunghiul neisoscel ABC este omologic cu triunghiul sau extangential.
Demonstratie.  Fie {A}=T,T "BC,{B}=TT NAC,{C\} =TT, " AB.Din teorema
. . . . AB ¢ BC a .CA4 b .
bisectoarei exterioare rezultd: —=—,——=— si — =—. Atunci, — ——-——=1
| b BA ¢ CB a AC B A CB
si din reciproca teoremei lui Menelaus rezultd cd punctele A4,,B5,,C, sunt coliniare, iar din
reciproca teoremei lui Desargues rezultd ca triunghiurile ABC si T,7,T. sunt omologice,

dreapta de omologie fiind axa antiortica a triunghiului ABC.

[I1.5. Triunghiul cotangentic
., Adevirul matematic indeferent unde, la Paris sau la Toulouse, este unul si acelasi.” — Blaise Pascal'’®

Triunghiul 77,7, care are ca varfuri punctele de tangenta dintre laturile BC, CA si AB ale

unui triunghi 4BC cu cercurile exinscrise corespunzatoare triunghiului ABC, se numeste
triunghiul cotangentic corespunzator triunghiului ABC.

Fig. 378

'8 Blaise Pascal (1623 — 1662) — matematician, fizician si filosof francez, contributii in geometria proiectiva,
algebra si teoria probabilitatilor
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1) Dreptele Ar,,Br,,Crt, sunt concurente in punctul lui Nagel al triunghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Nagel”.

2) Triunghiul cotangentic t 7,7, este triunghiul cevian al punctului lui Nagel in raport
cu triunghiul ABC.

3) Triunghiul cotangentic t,t,r. este triunghiul podar al punctului lui Bevan al

triunghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Bevan”.

4) Laturile triunghiului cotangentic 77,7, al triunghiului ABC au lungimile egale cu:

e = \/(p _b)z +(p —0)2 —2(p-b)(p-c)cos 4,

T :\/(p_C)Z +(p—a)2 -2(p—c)Xp—a)cosB,

T \/(p_a)2 +(P—b)2 -2(p—a)p-b)cosC .

Demonstratie. In  triunghiul Az’b L din  teorema  cosinusului  rezultd

ryc = ATE + At <247, Ar_-cosd, adicd  or (o +H(p—0P—Ap-BXp—O)as A.

Analog se determina lungimile laturilor o7, si T,

1
5) Aria triunghiului cotangentic este egalia cu A[Tafbfc] = ﬁ ZABC] , unde R este
raza cercului circumscris triunghiului ABC.
Demonstratie.
Ar 4, . At - Ar, -sin 4 -b -
Avem [47p7c] _ < b = (p )p =c) si analoagele. Dar
A 45c AB - AC -sin A bc
A ypcy = A[Az'bz'c] + A[Bz'arc] + A[Cz'arb] + A[Tarbrc] adica,
4ror) ~b)(p—c —a)p—c —a)(p-b
abe =1—(p Xp=¢)_(p=aXp=0) (p=aXp=b) de aici rezultd
A[ABC] bc ac ab
2
_(a+b-c)a-b+c)(-a+b+c) 3 2r2p _A[ABC]
A[rarbrc] dabe ABC] abe A[ABC] 2pR ’

Observatie: Aria triunghiului cotangentic este egala cu aria triunghiului de contact.
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6) Aria triunghiului cotangentic este maximda cédnd triunghiul ABC este echilateral.

2 2
o pr Aasc
fathtel 2R T 2.27 4 4
relatia R =2r au loc doar in triunghiul echilateral rezultd ca aria triunghiului cotangentic
este maxima atunci cand triunghiul ABC este echilateral.

Demonstratie. Avem A[ (deoarece R >2r). Cum

7) Triunghiul neisoscel ABC i triunghiul sau cotangentic t,t,r., sunt omologice,
centrul de omologie fiind punctul lui Nagel al triunghiului ABC.

Demonstratie. Deoarece Ar,(1Bt,(1Cr, ={N},unde N este punctul lui Nagel al
triunghiului ABC rezultd cd triunghiurile ABC si 7,7,7, sunt omologice (consecintd a
teoremei lui Desargues).

8) Triunghiul median al triunghiului cotangentic al unui triunghi ABC este omologic
cu triunghiul ABC .

Demonstratie. Fie A', B', C' mijloacele laturilor 7,z,, 7,7,, respectiv r, 7, ale

triunghiului  cotangentic s§i {A"}=AA'"BC, {B"}=BB'nAC, {C"}=CC'"AB
(Fig. 379). Considerand  ceviana 44" si  transversala 7,7,  avem:

—<.——>=.——=1 (vezi ,Relatia lui Van-

p—b. b -1~A B_1

Aubel”), deci = de unde
c p-c A"C

A"B _ c(p-oc) . Analog, B"C _ a(p—a) si

4"C b(p—b) B"A c(p-o)

n _ " " n " ‘L‘
A _bp=b) b),deundeAB~B C~CA:1 si din A" T
C"B  a(p-a) A4"C B"A C"B
reciproca teoremei lui Ceva rezulti ci dreptele AA4', Fig. 379

BB' si CC' sunt concurente, deci triunghiurile 4ABC
si 7,7,7, sunt omologice.

9) Fie A', B', C' punctele diametral opuse virfurilor A,B,C ale triunghiului ABC in
cercul circumscris. Dreptele 1 A', 1,B', I.C' sunt respectiv perpendiculare pe laturile
triunghiului cotangentic al triunghiului ABC . N Im(z)
Demonstratie. Notdm cu z_ afixul punctului X .

Alegem un reper complex cu varful in centrul ;
cercului circumscris (O) al triunghiului ABC,
iar punctul 4 situat pe axa imaginard. Atunci
z,=ia, ael’, z,=—ia. Din BA'L AB si

CA' 1 CA rezulti ci existd S,y €[] astfel incat

2075 g si ZaTEZ¢ iy de  unde —
Z,— 2, Zy "2 1
2(lﬂ ) . 2(17 . o

_ _ _ 2y ). -
z, 1+ﬂ2 ia si Zc 1+72 x ey Fig. 380



C_p-a . 7d_p- - _a
Deoarece 2= =£7¢ si rAd_pzb rezultdi z, = ze(p=0)+z,(p-a) si
nd p-c B p-a ’ b
: :ZA(p_a)+ZB(p_b)’ deci - :2ay(12—c)+za(c—a) si
" ¢ * o (1+p7)b b
z, = Zaﬁ(pz—b) + ia(b-a) (2). Fie {T}=CI, N AB . Din teorema bisectoarei exterioare
A+ p)c
¢l CI - _
avem E=2, —“=B—C. Astfel TB=-25 = _b | de unde zr _az,thz, s1
B a IT BT b-a IT c a+b
Zot——2Zp b .
Z, = _ et b a)z (3). Din relatiile (1), (2) si (3) rezulta —= =i,
‘ 1+b—a b+c—a z, -2,
c

unde @ell”, deci 1,4' L 7,7, . Analogsearatica I,B' Lz,z, si I.C'Lz,z,.

[I1.6. Triunghiul antipodar

»~Am fost un lucrator constiincios, nu am fost superficial, am muncit pand acum la
batranete. Spiritul meu a fost geometric, m-a fermecat varietatea si frumusetea figurii.”
— Alexandru Miller'”

Fie P un punct in planul unui triunghi 4ABC. Triunghiul 4'B'C"' format de perpendicularele
duse prin véarfurile 4, B, C pe cevienele PA, PB respectiv PC, se numeste triunghiul
antipodar al punctului P (Fig. 381). Punctul P se numeste punct antipodar.

1) Triunghiul ABC este triunghiul podar al Al
punctului P in triunghiul A'B'C".

Fig. 381
2) Triunghiul antipodar al ortocentrului H al . &
triu'nghiului ABC este triunghiul C A B
anticomplementar.
Demonstratie. Vezi ,, T riunghiul
anticomplementar”. B c"
3) Triunghiul antipodar al centrului cercului ’
inscris in triunghiul ABC este triunghiul B' A C
antisuplementar corespunzdtor triunghiului
ABC.

Demonstratie. Vezi ,,Triunghiul antisuplementar”.

4) Triunghiul antipodar al centrului cercului circumscris O al triunghiului ABC este
triunghiul tangential corespunzdtor triunghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Triunghiul tangential”.

' Alexandru Miller (1879-1965) — matematician roman , membru al Academiei Romane
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5) Triunghiul antipodar al unui punct P este ortologic cu triunghiul pedal al punctului P
in raport cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Fie A"B"C" triunghiul pedal corespunzator punctului P in raport cu
triunghiul ABC (Fig. 381). Deoarece A"A L B'C.B"BLA'C',C"CLA'B' si
A"ANB"BNC"C ={P} rezultd ca triunghiurile A'B'C' si A"B"C" sunt ortologice.

6) Triunghiul antipodar unui punct P este ortologic cu triunghiul anticevian al punctului
P.

Demonstratie. Triunghiul anticevian al punctului P este triunghiul 4BC. Cum
AP 1 B'C',BP L A'C',CP L A'B',APNBP N CP ={P} rezulta ca triunghiurile 4'B'C"

si ABC sunt ortologice.

7) Fie L, M, N punctele diametral opuse virfurilor A, B, respectiv C ale unui triunghi
ABC, in cercul circumscris acestuia. Triunghiul LMN este omologic cu triunghiul
antipodar al oricdrui punct P aflat in interiorul triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie [, m , n dreptele ce trec prin
A, B, C si sunt perpendiculare pe dreptele P4,
PB respectiv PC si D, E, F al doilea punct de
intersectie dintre dreptele /, m, n si cercul
circumscris triunghiului ABC (Fig. 382).
Deoarece m(J ADL)=90° rezulta PAUDL.

Daca {Q}=PONDL, din congruenta
triunghiurilor 4PO si LOO rezulta PO = OQ.
Analog, se aratd cd dreptele EM, FN trec prin
0, de unde rezultd ca
OD-QL=QE-QM =QF -ON = p* relatii ce
arata ca punctele L, M si N sunt polii dreptelor

I, m si n in raport cu cercul avand centrul in O
sirazap.

8) Triunghiul antipodar al unui punct P si triunghiul podar al izogonalului sdu P' sunt
omotetice.

Demonstratie. Fie A"B"C" triunghiul podar al lui P'. Deoarece B"C".L AP (vezi
,Drepte izogonale”) si B'C' L AP rezulta B'C'UB"C" (Fig.383 ). Analog, A'B'UA"B"
si A'C'IA"C". Deoarece patrulaterul PBA'C  este inscriptibil rezulta
m(J BA'C) =180°—-m(1 BPC)=m(J PBC)+m(J PCB)=m(J P'BA)+m(] P'CB") =
m(d C"A"PY+m({ P'A"B")=m({ C"A"B").Deci UC'A'B'=0C"A"B" si analog
OA'B'C'=0A"B"C", de unde rezultd ca triunghiurile A'B'C' si A"B"C" sunt
asemenea. Deoarece triunghiurile A'B'C' si A"B"C" au laturile paralele si sunt
asemenea rezulta ca ele sunt omotetice.
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Al

9) Triunghiurile antipodare ale punctelor lui Fermat corespunzdtoare unui triunghi ABC
sunt echilaterale.

Demonstratie. Fie F, primul punct al lui Fermat - Toricelli. Deoarece
m(U AF,B)=m(U BF,C) =m(J CF,A)=120° (vezi ,,Punctele lui Fermat”), iar patrulaterele
BFAC', CFBA' si AF,CB' sunt inscriptibile, rezultd ca
m(J BA'C)=m( CB'A)=m(J AC' B) =60°, deci triunghiul 4'B'C" este echilateral. Analog
se aratd cd si triunghiul antipodar al celui de-al doilea punct Fermat (F,) este echilateral.

Bl
C
&0
B C
\/ Fig. 384
A’
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II1.7. Triunghiul podar

,Matematica este stiinta despre raporturile intre formule, lipsite de oricare continut.” - David Hilbert'*

Fie P un punct interior triunghiului 4ABC. Se numeste triunghi podar al punctului P,
triunghiul A4'B'C' care are ca varfuri picioarele perpendicularelor duse din P pe laturile
triunghiului ABC (Fig. 385). Punctul P se numeste punct podar. Cercul circumscris
triunghiului podar al punctului P se numeste cercul podar al punctului P. Daca punctul P
apartine unei laturi a triunghiului, atunci dreapta care uneste picioarele perpendicularelor
din P pe celelalte doua laturi ale triunghiului se numeste dreapta podara.

1) Punctul podar P apartine cercurilor circumscrise patrulaterelor AB'PC',BC'PA’,
CA'PB'.

Demonstratia este evidenta, deoarece patrulaterele AB'PC',BC'PA',CA'PB' sunt
inscriptibile.

Fig. 385

2) Dacad x, y, z sunt distantele de la punctul podar P la vérfurile triunghiului ABC,
by cz

atunci laturile triunghiului podar au lungimile a' :ﬂ,b’ =——, ¢'=— (a, b, c sunt
2R 2R 2R

lungimile laturilor triunghiului ABC si R raza cercului circumscris triunghiului ABC).
Demonstratie. Teorema sinusurilor aplicata in triunghiurile AC'B' si ABC ne da:

BTC = AP si 'a =2R, de unde rezulta B’C':a-ﬁ. Analog, C'A’:b-g si
sin 4 sin 4 2R 2R
A’B':c-g.

2R

Observatie: Daca x =y =z atunci punctul P coincide cu centrul cercului circumscris
ABC sideci x=R.

3) Triunghiul podar A'B'C' al unui punct P i triunghiul ABC sunt ortologice.
Demonstratia rezulta din definitia triunghiurilor ortologice.

'"®David Hilbert (1962-1943) — matematician german, profesor la Universitatea din Gottingen, contributii
remarcabile in geometrie §i analiza matematica
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4) Triunghiul podar al centrului cercului circumscris triunghiului ABC este triunghiul
median al triunghiului ABC.
Demonstratia este evidenta.

5) Triunghiul podar al ortocentrului triunghiului ABC este triunghiul ortic al
triunghiului ABC .
Demonstratia este evidenta.

6) Cercul lui Euler este cercul podar al ortocentrului triunghiului ABC (sau al centrului
cercului circumscris triunghiului ABC).
Demonstratie. Vezi ,,Cercul lui Euler”.

7) Triunghiul podar al centrului cercului inscris este triunghiul de contact al
triunghiului ABC .
Demonstratie. Vezi ,,Triunghiul de contact”.

8) Cercul podar al centrului cercului inscris intr-un triunghi ABC este cercul inscris in
triunghiul ABC.
Demonstratia este evidenta.

9) Triunghiurile podare ale punctelor Brocard ale triunghiului ABC sunt congruente.
Demonstratie. Vezi ,,Punctele lui Brocard”.

10) Triunghiurile podare ale punctelor izodinamice ale triunghiului ABC sunt
echilaterale.
Demonstratie. Vezi ,,Punctele izodinamice”.

11) Punctul Iui Lemoine al triunghiului ABC este centrul de greutate al propriului

triunghi podar.
Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Lemoine”.

12) Teorema celor 6 puncte

Fie P' si P" doud puncte izogonale in raport cu triunghiul ABC si A'B'C' §i A"B"C"
triunghiurile lor podare in raport cu triunghiul ABC. Punctele A',B',C',A",B",C" sunt
conciclice.

Demonstratie. Vezi ,.Drepte izogonale”.

Observatie: Centrul cercului pe care se gasesc punctele A", B',C',A",B",C" este mijlocul
segmentului P'P" (vezi ,,Drepte izogonale™).

13) Fie P un punct nesituat pe cercul circumscris al unui triunghi ABC si A'B'C'
triunghiul podar al lui P in raport cu triunghiul ABC. Perpendicularele din A, B, C pe
B'C',A'C" respectiv A'B' sunt concurente intr-un punct P', izogonalul punctului P in
raport cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Vezi ,.Drepte izogonale”.
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14) Teorema lui Oppenheim
Al treilea triunghi podar este asemenea cu triunghiul original.
Demonstratie. Punctul P apartine cercurilor circumscrise triunghiurilor 4B,C,,

4,B,C,, 4,B,C,, 4,B,C, si ABC,  (Fig.  385).  Avem:

A

Fig. 386

m( C,AP)=m(U CBP)=m({ A,BP)=m( A,C,P)=m( B,C,P)=m(U B,A,P),
m(U PAB)) =m( PC,B,)=m( PC4,) = m(U PB,4,) =m( PB,C,) = m(U PA,C,) de unde
rezultd cd m(U BAC)=m(U B,4,C;). Analog se aratd cd m(J BCA)=m( B,C,4,), de

unde rezulta ca triunghiurile ABC si 4,B,C, sunt asemenea.

15) Triunghiul podar al unui punct P in raport cu un triunghi ABC este asemenea cu
triunghiul circumpedal al punctului P.
Demonstratie. Vezi ,,Triunghiul circumpedal”.

16) Triunghiul podar al ortocentrului triunghiului ABC este omotetic cu triunghiul
tangential al triunghiului ABC .
Demonstratie. Vezi ,,Triunghiul tangential”.

17) Aria triunghiului podar P PP al unui
punct P in raport cu un triunghi ABC este

‘Rz —OPZ‘

egald cu -sin 4A-sin B-sinC, unde

R reprezintdi lungimea razei cercului
circumscris triunghiului ABC si O centrul
cercului circumscris acestui triunghi.

Demonstratie. Fie D al doilea punct de
intersectie  dintre dreapta AP si cercul
circumscris  triunghiului  4BC.  Avem:
m(U DBC)=m( DAC) =m( PP.F)) si
m{U PBP))=m(] P PP) de unde rezultd ca
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m({UDBP)=m({PPPF). Din teorema sinusurilor 1in triunghiul BPD avem:
sinl) PBD _sinl] BDP _sinl] ACB
PD BP BP

PC este diametru in cercul circumscris patrulaterului PP,CP, avem P,F, = PC-sin Ycs i
analog se obtin relatiile F,P, = PA-sin'4 , PP =PB-sinB (2). Din relatiile (1) si (2):
PP -P,P, -sin PP P, PB-PA-sin 4-sin B -sin DBP
A[PL,PhP(] = sau A[PP/,P,] = =
2 e 2
PA-PD-sin 4 -sin B -sin €
5 .

(1) (unde am folosit faptul ca [1 BDP =[] ACB). Deoarece

Utilizand puterea punctului fatd de un cerc rezulta

PR g-or|
PA-PD:|R -O0P | si atunci A[PHP‘] = -sin A-sin B-sinC .

Observatii:

1) Tinand cont ca A[ 48] =2R-sinA4-sinB-sinC  relatia precedentd devine:

|7 -op?|
A[PaP,)PC] 4R2 A‘[ABC]
2) Daca P =0, atunci aria trlunghiului podar al centrului cercului circumscris triunghiului
ABC este egala cu 4, ,,, = A[ asc) » (0,0,0, este de fapt triunghiul median al
triunghiului 4BC).
3) Daca P =G, atunci aria triunghiului podar al centrului de greutate al triunghiului ABC
, , a’+ b2 +c’
|R -0G | a’+b>+c’
 apz A[ABC] 4R2 A[ABC 36R2 A[ABC]
4) Daca P=H , atunci aria triunghiului podar al ortocentrului triunghiului 4BC devine:
|R*—0m’| |R?—[9R* = (@’ +b* + ") [8R* —(a® +b” + 7))
A[H“H,,H(] = 4R? 'A[ABC] = 4R2 'A[ABC] = 4R? " A upc)

este egala cu A[G 6] =
'abh e

5) Daca P=1I, atunci aria triunghiului de contact este egald cu:

R*-o0r
A[IUI,)IL,] = T| [4BC] % ’ A[ABC] = i ) A[ABC] :
6)Daca P =K, atunci aria triunghiului podar al punctului simedian al triunghiului 4BC
este egala cu
3a’h’c?
R0k @rae) e
A[K KK.] T ABC] :T [aBC] = AR* (@ +b 1) A[ABC]

7) Dacd notim lungimile segmentelor PP,, PF,, PP. cu x, y respectiv zatunci

yzsin A+ xzsin B+ xysinC

Arnry = Aenny * Apny + Apnny = ’
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18) Fie P un punct ce variazd pe un cerc Cce are centrul in punctul O - centrul cercului

circumscris unui triunghi ABC . Triunghiurile podare ale punctelor de pe centrul C in
raport cu triunghiul ABC, au aceeasi arie.

| -or]

Demonstratie. Deoarece A[PPP] = -sin 4-sin B-sinC, iar cand P se plimba pe
atblc

cercul C, segmentul OP are aceeasi lungime fiind raza in cercul C, rezulta concluzia.

19) Daca P FP. este triunghiul podar al punctului P in raport cu triunghiul ABC
PR, _ BP _ PP

a

AB-CP  BC-AP CA-BP’
Demonstratie. In cercul circumscris triunghiului AP P punctul P este punctul diametral

atunci:

. . . PP
opus punctului 4. Teorema sinusurilor ne da: 1’—:4 =AP, de unde
sin
. . .. PP . .
B P =APsinA= AP~B—C si de aici —2~-—= L (unde R este raza cercului circumscris
2R BC-AP 2R

L, _ LRE 1

a

AB-CP CA-BP 2R’

triunghiului 4BC ). Analog se aratd ca

20) Fie P un punct interior triunghiului ABC si x,y,z distantele de la P la laturile
triunghiului BC, CA, respectiv AB. Notim cu p perimetrul triunghiului podar al

C
punctului P. Atunci, Z (x+y) cosz <p.

Demonstratie. Fie a',b',c' lungimile laturilor
triunghiului podar P AP (Fig. 338). Avem:
c? =x"+y’—2xycos(180°-C) sau

c” =x"+y* +2xpcosC = (x—y)’ +4xycos2§

c" 2[(x—y)2+4xy]-cos2% sau

c” > (x+y) coszg de unde c’Z(x+y)cos§

cu egalitate dacad si numai dacd x =y. Atunci
C . .

p= Zc' > Z(x+y) COSE cu egalitate daca si

numai dacd x=y=2z.

21) Triunghiul podar al punctului lui Lemoine al triunghiului automedian ABC este

asemenea cu triunghiul ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Triunghiul automedian”.
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22) Proiectia pe bisectoarea unghiului A a unui triunghi ABC a unui punct arbitrar P
de pe cercul circumscris triunghiului BIC - unde [ este centrul cercului inscris in
triunghiul ABC - este centrul cercului circumscris triunghiului podar al punctului P in
raport cu triunghiul ABC .

Demonstratie. Fie P’ simetricul lui P fati de bisectoarea din A4 A

(Fig. 389). Deoarece centrul cercului circumscris triunghiului

BIC apartine bisectoarei din 4 si este mijlocul arcului BC al
cercului circumscris triunghiului  ABC  (vezi ,,Cercuri
exinscrise”) rezulti ci P apartine cercului circumscris
triunghiului, iar cum [0 PBI=0P'BI si OPCI=0P'CI,
rezultd cd punctele P si P' sunt puncte izogonale. Proiectiile
punctelor izogonale P si P' pe laturile triunghiului ABC sunt
conciclice pe un cerc cu centrul in mijlocul segmentului PP"',
deci proiectia lui P pe bisectoarea din 4 este centrul cercului Fig. 389
circumscris triunghiului podar al punctului P in raport cu

triunghiul ABC .

23) Triunghiul podar al ortocentrului H al triunghiului ABC in raport cu triunghiul
ortic al triunghiului ABC este omotetic cu triunghiul ABC, centrul de omotetie fiind
punctul lui Gob.

Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Gob”.

24) Triunghiul podar al unui punct P de pe un cerc al lui Apollonius, in raport cu
triunghiul ABC este isoscel.
Demonstratie. Vezi ,,Cercurile lui Apollonius”.

25) Fie A'B'C' triunghiul podar al unui punct P in raport cu un triunghi ABC si A"
cel de-al patrulea virf al paralelogramului B'PC'A". Analog se determind punctele B"
si C". Triunghiurile ABC si A"B"C" sunt omologice, centrul de omologie fiind punctul
izogonal conjugat al punctului P.

Demonstratie. Aratam ca dreptele P4 si AA"
sunt izogonale. Fie {X}=CA"nAC si
{Y} =BA"N AB (Fig. 390). Deoarece
patrulaterul PB'AC' este inscriptibil, rezulta
OB'C'A=0B'PA si [UB"AP=0B"C'P.
Cum m(U B' AP)+m(U B' PA) =90° si
m({B'C'A)+m([ A"AC")=90°  rezultd ca
OPAB'=0A"AC" (A" fiind ortocentrul
triunghiului B'C'A4). Analog, se aratd ca
dreptele PB si BB", respectiv PC si CC" sunt
izogonale, deci triunghiurile ABC si A"B"C"
sunt omologice, centrul de omologie fiind
izogonalul lui P.
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26) Fie A'B'C' triunghiul podar al unui punct P in raport cu un triunghi ABC.
Notim cu d, dreapta ce trece prin mijloacele segmentelor PA si B'C'. Analog definim
dreptele d,,d_ . Dreptele d_ ,d,,d. sunt concurente.

Demonstratie. Mijlocul segmentului PA este centrul cercului circumscris triunghiului
A'B'C', deci dreapta d, este mediatoarea segmentului B'C'. Analog, d,,d, sunt
mediatoarele segmentelor C'A4', respectiv A'B', deci dreptele d,,d,,d. sunt concurente
in centrul cercului circumscris triunghiului podar 4'B'C".

II1.8. Triunghiul tangential

,Totul ar fi trebuit sa fie sfere,

dar n-a fost, n-a fost asa.

Totul ar fi trebuit sa fie linii,

dar n-a fost, n-a fost asa.”
Nichita Stanescu'®!

Triunghiul 7,7T,;7T. determinat de tangentele duse la cercul circumscris triunghiului ABC
in varfurile acestuia se numeste triunghiul tangential al triunghiului ABC .

1) Triunghiul tangential T ,TyT. al triunghiului T, T
ABC este triunghiul antipodar al centrului
cercului circumscris O al triunghiului ABC in
raport cu triunghiul ABC.

2) Centrul cercului circumscris O al triunghiului
ABC  reprezintd centrul cercului inscris in
triunghiul tangential T, TT .

3) Dreptele AT ,BTy si CT, sunt concurente.
Demonstratie. Deoarece T,B=T,C,T,A=T,C,
AT, BT, CT,
AT. BT, CT,
reciproca teoremei lui Ceva rezulta ca dreptele AT, BT si CT, sunt concurente. Fie K
punctul de concurentd al dreptelor AT, BT,,CT,. (Fig. 391).

Fig. 391

T.A=T.B avem: =1 si din

4) Dreptele AT,,BT,,CT. sunt simedianele triunghiului ABC .
Demonstratie. Fie A'= pr,.(A), T1 =pr,o(T,) si T,=pr,(T,) (Fig. 391). Cum

m(4BA") = m(T\cT) :%m(QC) si m(44'B)=m(CT,T,)=90° rezultd ca triunghiurile

. , . TT, T.C .
ABA' si T,CT, sunt asemenea, deci ——*=—2— (1). Analog din asemanarea
AA'  AB
. o . ; . I,T, T,B s . .
triunghiurilor 44'C si T,BT, rezultd H:A_C (2). Impartind relatiile (1) si (2)

'8 Nichita Stanescu (1933 — 1983) — eseist, poet romén, ales postum membru al Academiei Romane
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TATf’. _LC 4 , unde am utilizat BT, = CT,, relatie
T,T, AB BT, AB

ce aratd ca punctul 7, apartine simedianei din 4 a triunghiului 4BC . Analog se arata ca

membru cu membru rezultd

BTy si CT,. sunt simediane.

Observatii:

1) Punctul lui Lemoine K al triunghiului ABC este punctul de concurentd al dreptelor
AT, ,BTy,CT, adicd punctul lui Gergonne al triunghiului tangential.

2) Punctul lui Lemoine este centrul de omologie dintre triunghiul ABC si triunghiului sau
tangential.

5) Drepta lui Lemoine a triunghiului ABC este
axa de omologie dintre triunghiul ABC si
triunghiul sau tangential T T3T. .

Demonstratie. Fie  A;,B;,C, punctele de
instersectie dintre tangentele la cercul circumscris
ABC , varfurile acestuia si laturile opuse. Din
teorema lui Lemoine rezultd cd punctele 4,,B,,C,;
sunt coliniare (punctele apartin dreptei lui

BA
Lemoine). Avem —L-= 4B
AC

2
i, ] (). Fie

{C}=ABNT,T;, {Bt=ACNT,T., {A}=BCNT,T..

Sa ardtam ca punctele A4',B',C' apartin dreptei
A,C,. Fie {K,}=AT,NBC,{K,}=BT,(CA,
{K.}=CT.NAB, iar K punctul lui Lemoine al triunghiului 4BC (Fig. 392). Deoarece

e _ BK, (A4BY . 3 .
AK , este simediand in triunghiul ABC rezulta = ac (2). Din relatiile (1) si (2)
A

K, BA . . . . .
4 =—L adica punctele 4, si K, sunt conjugate armonic fatd de punctele B si

A 1
C. Analog, se arati ca si perechile de puncte (B,,K,),(C,K.) sunt conjugate armonic fatd

rezulta

de (C, A), respectiv (A4, B), ceea ce demonstreaza teorema.

6) Consecintd: Triunghiul tangential T ,T;T. este

triunghiul anticevian al punctului lui Lemoine
corespunzdtor triunghiului ABC .

7) Laturile triunghiului ortic H,H,H, al
triunghiului  ABC sunt respectiv paralele cu
laturile triunghiului tangential T ,T;T .
Demonstratie. m(ﬁCAB) = m(@-l(_Hb) = m(QCB)
rezultd cd T-Ty || H H,. Analog T,Ty || H, H, si
TyTc || H H ..
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8) Triunghiul ortic H H,H_ al triunghiului ABC gi triunghiul tangential T ,T;T, al
triunghiului ABC sunt omotetice.

Demonstratie. Avem F.AB=TF.BA=ACB, deci m(AT,B)=180°~2m(€). Dar
m(HH H )=180°-2m(€), deci FI.T,=WH H, si analog T,T,T.=H, H,H,.
Atunci triunghiurile 7,7,T, si H _H,H_ sunt asemenea si deoarece triunghiurile au laturile
paralele (vezi proprietatea precedentd) rezultd ca triunghiurile 7,T,T. si H,H,H, sunt
omotetice.

Observatie: Centrul omotetiei dintre triunghiul ortic H,H,H_, si triunghiul tangential
T,T3T, apartine dreptei lui Euler a triunghiului ABC (vezi ,Dreapta lui Euler”) si se
numeste punctul lui Gob.

9) Fie A",B",C" mijloacele laturilor H,H, ,H H,,respectiv H H, ale triunghiului ortic
al triunghiului ABC §i T,T3T. triunghiul siau tangential. Punctele A, A", T,; B, B,
T, ; respectiv C, C*, T, sunt coliniare.

Demonstratie. Deoarece A" este mijlocul antiparalelei H,H_, la BC rezultd ca apartine

simedianei din 4 , adica dreptei 47, , de unde rezultd concluzia.

10) Triunghiul tangential T ,TpT. si triunghiul median al triunghiului ortic
corespunzdtor unui triunghi ABC sunt omotetice, punctul lui Lemoine al triunghiului

ABC fiind centrul de omotetie.
Demonstratia rezulta din proprietatea de mai sus.

11) Triunghiul tangential T ,TpT. si triunghiul median al triunghiului ortic
corespunzdtor unui triunghi ABC sunt ortologice, centrele de ortologie fiind ortocentrul
triunghiului tangential si centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC .

Demonstratie. Fie A"B"C" triunghiul median al triunghiului ortic H,H,H .. Deoarece
O,A" LHH, si T Ty||H.H, rezulta O,4" L T.T, . Analog, se aratd cda O,B" LT.T, si
O,C" L T,T,, deci triunghiurile 4"B°C" si T,T;T, sunt ortologice, unul dintre centre
fiind centrul cercului lui Euler O,. Deoarece T,H 1T,7, si T,7.0B"C" rezultd
T,H, 1 B'C" (unde H_ este ortocentrul triunghiului tangential), analog T,H_ 1 A°C",
deci H_ este al doilea centru de ortologie.

’tgA+b’tgB +c’t
12) Aria triunghiului tangential este egal cu: A[TATBTC] =4% b 4g e gC+A[ 18]

unde a,b,c sunt lungimile laturilor triunghiului ABC .

Demonstratie. in triunghiul isoscel BT,C  (m(F,BC) = m(F,CB) = m(4)) avem:

cos A= s de unde CT, = 4 . Atunci,
2CT, 2cos 4
BC-CT,-sinBCT, a’sind a’tgd b*tgB
A s = = 4 = 2 Analog, At ac) -280
4 2 4cos A 4 B 4
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B c’tgC

Arpi) = 4 de unde Ar g1 = Araer t Aot Arsn T Ause) =
a’tgd+b’tgB +c’tgC
4 + A[ABC] .

Observatie: Dar triunghiul ABC este obtuzunghic, de exemplu m(/Al)>90°, atunci
2
a

Az ey :T'|tg‘4| '

13) Centrul cercului circumscris triunghiului tangential T ,T;T. al triunghiului ABC

apartine dreptei lui Euler a triunghiului ABC.

Demonstratie. Dreapta determinatd de centrul cercului circumscris, respectiv inscris intr-un
triunghi XYZ este dreapta lui Euler a triunghiului de contact al triunghiului XYZ (vezi
,Dreapta lui Euler”). Cum triunghiul 4BC este triunghiul de contact corespunzator
triunghiului tangential rezultd cé dreapta lui Euler a triunghiului 4BC trece prin centrul
cercului circumscris triunghiului tangential 7,737 .

14) Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Centrele O ,,0,,0. ale
cercurilor circumscrise triunghiurilor BCO,ACO, respectiv BAO determind un
triunghi omotetic cu triunghiul tangential T ,T,T. al triunghiului ABC, centrul de

omotetie fiind punctul O .
Demonstratie.

Deoarece OC L OOy si OC LT ,Ty rezultd O, O ||T,Ty. Analog, OzO. || TzT si
0,0, |T:T,. Deoarece OO, L BC si T,0 L BC (triunghiul T,BC fiind isoscel)
rezultd cd punctele 0,0, si T, sunt coliniare. Analog 0,0, si Ty respectiv 0,0, si
T sunt coliniare. Atunci, triunghiurile O,0zO, si T,TzT. sunt omotetice, centrul
omotetiei fiind punctul O .
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15) Triunghiul tangential al triunghiului ABC si triunghiul circumpedal al centrului de
greutate al triunghiului ABC sunt omologice.
Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Exeter”.

16) Triunghiurile tangential si extangential corespunzdtoare unui triunghi ABC sunt
R+r

. ey 2
omotetice, raportul de omotetie fiind

Demonstratie. Vezi ,,Triunghiul extangential”.

17) Fie T ,TyT. triunghiul tangential, N.N,N, si N N,N. triunghiurile lui Napoleon
ale unui triunghi ABC. Punctele N,, N,, T, sunt coliniare.

Demonstratia este evidentd deoarece punctele N, , N, , T, apartin mediatoarei segmentului
BC.

18) Triunghiul tangential T,T;T. al triunghiului ABC gi triunghiul median
M MM, al triunghiului ABC sunt omologice.

Demonstratie. Deoarece BT,=CT,, AT,=CI,, AT.=BI,. (Fig. 395) rezultd cd
M T MMpg, M M. sunt
mediatoarele laturilor triunghiului
ABC , deci ele sunt concurente in
centrul cercului circumscris O al
triunghiului ABC, deci
triunghiurile T, TpT, si
M M, M . sunt omologice.

Observatie: Centrul  cercului
circumscris triunghiului ABC este
polul de omologie al triunghiului
T TeTe si M M, M,.

19) Axa de omologie dintre
triunghiurile tangential si median
ale unui triunghi ABC este
perpendiculard pe dreapta lui
Euler a triunghiului ABC .

Demonstratie. Fie A'B'C' axa de
omologie  dintre  triunghiurile
T, TpTc st M My M, (Fig. 395).
Deoarece M ,M_ | BC, atunci

Wac=UBc ="M M, de unde
rezultd cd triunghiurile AM, 4" si

M_AA' sunt asemenea, deci
A4'  A'M,
A'M A4

c

, egalitate




echivalentd cu 44" = A'M,-A'M_. Cum A'M  este secantd la cercul lui Euler, rezultd cd
A' are aceeasi putere fatd de cercul circumscris triunghiului ABC si de cercul lui Euler al
triunghiului ABC, deci A' apartine axei radicale a acestor cercuri. Analog se aratd cd B' si
C' apartin acestei axe, deci axa de omologie este axa radicald a cercului circumscris
triunghiului 4BC si a cercului lui Euler a triunghiului ABC . Deoarece axa radicald este
perpendiculard pe linia centrelor OO,, adicd pe dreapta lui Euler, rezultd ci axa de
omologie dintre triunghiurile 7, T;T. si M M, M

. este perpendiculard pe dreapta lui

Euler a triunghiului ABC .

20) Prin inversiunea de centru O §i raport R?, cercul circumscris triunghiului
tangential T ,TT. se transforma in cercul lui Euler al triunghiului ABC.

M, R
or,’
adica OM ,-OT, = R? . Analog, se arati ci OM, -OTy =0OM _-OT, = R?, relatii ce aratd

ci prin inversiunea J(O,R*) cercul circumscris triunghiului tangential se transforma in

Demonstratie. Din asemdnarea triunghiurilor BOM , si T,0B rezulta:

cercul circumscris triunghiului median, adica cercul lui Euler al triunghiului ABC .

21) Fie C cercul circumscris triunghiului ABC, A',B',C' punctele de intersectie dintre
inaltimile din A, B respectiv C si laturile triunghiului ABC cu C iar T, TzT triunghiul
tangential al triunghiului ABC. Dreptele T,A',TyB',T.C' sunt concurente intr-un
punct ce apartine dreptei lui Euler a triunghiului ABC .
Demonstratie. Fie A, B;,C, punctele diametral opuse in C

ale punctelor A4,B respectiv C, iar X punctul de
intersectie  dintre cercul 7, -exinscris, corespunzator
triunghiului 77,7, cu latura T;7-. Analog se definesc T

prin punctele Y si Z . Deoarece in triunghiul ABC, AA' si
AA; sunt izogonale (vezi ,,.Drepte izogonale”) rezultd ca

dreptele 7,4' si T,A, sunt izogonale conjugate in
triunghiul tangential. Deoarece 7, este centrul de

asemanare dintre cercurile C si cercul T, -exinscris, rezulta

ca punctele 7,, 4; si X sunt coliniare. Deoarece dreptele
T X, TgY si ToZ sunt concurente in punctul lui Nagel al
triunghiului 7,7,7 , rezultd cd si izogonalele lor - adica dreptele 7,4',T3B',T-C' sunt
concurente intr-un punct S care este centrul de asemanare dintre cercurile C si cercul

circumscris triunghiului 7,77, deci S apartine dreptei lui Euler a triunghiului ABC .
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[I1.9. Triunghiul anticomplementar

,.Geometrii se servesc de figuri vizibile si fac judecati asupra acestora, desi ei nu se gandesc la aceste figuri, ci
la altele care se aseamind, dar care nu pot fi sesizate decit cu mintea.”- Platon '

Triunghiul anticomplementar (sau antimedian) al triunghiului ABC este triunghiul
A'B'C' determinat de paralelele duse prin varfurile triunghiului ABC la laturile opuse.

Numim exmediand a unui triunghi o dreaptd ce trece prin varful unui triunghi si este
paraleld cu latura opusa. Triunghiul anticomplementar este determinat de intersectiile
exmedianelor triunghiului 4BC. Varfurile triunghiului anticomplementar se numesc puncte
exmediane.

1) Triunghiul A'B'C' este triunghiul anticomplementar al triunghiului ABC daca
triunghiul ABC este triunghiul sau median.

Cl

A
Fig. 397

2) Segmentele AB, BC, AC sunt liniile mijlocii ale triunghiului anticomplementar.

3) Daca a,b,c sunt lungimile laturilor BC,CA respectiv AB ale triunghiului ABC,
atunci laturile triunghiului aticomplementar A'B'C' sunt egale cu 2a,2b,2c.

4) Centrul de greutate al triunghiului anticomplementar al triunghiului ABC este
centru de greutate i pentru triunghiul ABC .

Demonstratie. Fie G centrul de greutate al triunghiului 4'B'C' si M M, M. triunghiul
sau median. Deoarece patrulaterul ABA'C este paralelogram rezulta ca diagonalele BC si
AA' se injumatatesc, deci AM , este mediana in triunghiul ABC. Analog se aratd ca

BM , este mediand, deci G este centrul de greutate al triunghiul ABC.

Observatie: Triunghiul anticomplementar A'B'C' este triunghiul anticevian al triunghiului
ABC corespunzitor centrului de greutate G al acestuia.

5) Aria triunghiului anticomplementar A'B'C' este egal cu: A[ apc] = 4A[ anc]’

182 Platon (428-348) — filosof, logician, matematician grec
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Demonstratie. Deoarece patrulaterele ABA'C, ABCB' si AC'BC sunt paralelograme,
rezulta ca A[ABC] = A[BCA'} = A[ACB'} = A[ABC'] , de unde A[A'B'C'] =4 A{ABC]’

Cercul circumscris triunghiului anticomplementar se numeste cerc anticomplementar.

6) Centrul cercului anticomplementar este ortocentrul triunghiului ABC.
Demonstratie. Fie AH, 1 BC. Din BC||B'C' rezultd cda AH, L B'C', cum A este

mijlocul segmentului B'C' obtinem ca AH, este mediatoarea segmentului B'C'. Analog

“ A v

se aratd cd indltimea BH, este mediatoarea segmentului A'C', deci punctul de concurenta

al indltimilor triunghiului A4BC este centrul cercului circumscris triunghiului
anticomplementar.

7) Raza cercului anticomplementar este egald cu dublul razei cercului circumscris
triunghiului ABC .

Demonstratie.

Fig. 398

A’

Fie R raza cercului circumscris triunghiului 4ABC s§i R, raza cercului circumscris
a"“b'c' 2a-2b-2c

T 44 T 444,

triunghiului anticomplementar A'B'C'. Atunci: R,
[4'B'C] [4BC]

abc

2. =
4A{ABC]

2R.

8) Fie A'B'C' triunghiul anticomplementar al triunghiului ABC §i A",B",C"
simetricele punctelor A, B respectiv C fati de ortocentrul H al triunghiului ABC. Dreptele
A'A",B'B",C'C" sunt concurente.

Demonstratie. Alegem un reper complex cu originea in centrul cercului circumscris (O) al
triunghiului 4BC. Notdm cu litere mici afixele punctelor corespunzatoare. Atunci

O(0). A(a). B(b).C(c). H(a-+b+c), de unde rezulta k=434 _bFb"_c*e

si de aici

2 2 2
a"=a+2b+2¢c,b"=2a+b+2c,c"=2a+2b+c. Deoarece a:c—;b ,bza;c ,c=a;b

rezulta a+b+c=a+b'+c', deci 2a=a+b+c—a', de unde a'=b+c—a si analog,
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z z 1
b'=a+c-b,c'=b+a—-c. Ecuatia dreptei A4'A" este: a' a' 1=0 sau
a" a1

zQa-b-c)+z(b+c—2a)+3[(ba—ab)+(ca—ac)]=0 (1). Analog ecuatiile dreptelor
B'B" si C'C" sunt: (B'B"):z(2b—a—c)+z(a+c—2b)+3[(ab—ba)+(cb—bc)]=0 (2),
respectiv. (C'C"): z(2c—a—b)+z(a+b—2¢)+3[(ac—ca)+(bc—cb)]=0 (3). Sumand
ecuatiile (1), (2) si (3) obtinem o egalitate ceea ce aratd ca dreptele 4'A",B'B" si C'C"
sunt concurente

9) Cercul circumscris triunghiului anticomplementar al triunghiului ABC este tangent
cercurilor circumscrise triunghiurilor  BHC,CHA s§i AHB, wunde H este ortocentrul
triunghiului ABC.

Demonstratie. Deoarece patrulaterul HBA'C este inscriptibil, iar m(ﬁBA "' =90° rezulta
ca HA' este diametrul in cercul circumscris patrulaterului HBA'C. Cum HA' este raza in
cercul circumscris triunghiului anticomplementar rezultd cercul circumscris triunghiului
BHC este tangent interior in A4' cercului anticomplementar. Analog se aratd cé cercurile
circumscrise triunghiurilor CHA si AHB sunt tangente interior cercului anticomplementar.

10) Punctul lui Lemoine al triunghiului anticomplementar al unui triunghi ABC este
retrocentrul triunghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Retrocentrul unui triunghi”.

11) Intr-un triunghi ABC, dreapta ON , care uneste centrul cercului circumscris cu
punctul lui Nagel, al triunghiului ABC, trece prin punctul lui Feuerbach al triunghiului
anticomplementar.

Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Nagel”.

12) Ortocentrul triunghiului anticomplementar al unui triunghi ABC este punctul lui
Longchamps al triunghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Longchamps”.

13) Triunghiul antipodar al ortocentrului H al triunghiului ABC este triunghiul
anticomplementar.
Demonstratia rezulta din cele de mai sus.
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II1.10. Triunghiul antisuplementar

,,Definitiile si proprietdtile dreptei, ca si dreptele paralele au ajuns s fie stancile
sau , ca si spunem altfel, scandalul elementelor de geometrie.” - D’Alembert'**

Triunghiul antisuplementar I 1,1  al unui triunghi ABC este triunghiul determinat de
bisectoarele exterioare ale triunghiului 4BC (Fig. 399).

Fig. 399

1) Triunghiul I 1,1  avind virfurile in centrele cercurilor exinscrise este triunghiul
antisuplementar al triunghiului ABC .

Demonstratia este evidentd tindnd cont cd punctele 7 ,7,,/ apartin bisectoarelor

a’

exterioare ale triunghiului ABC .

2) Unghiurile  triunghiului  antisuplementar  au  mdsurile  egale cu

900—%;11(5 A), 90°—%m(ﬂ B), 90°—%m(D 0).

'8 Jean d’Alembert (1717-1783) — matematician si fizician francez, contributii importante in algebri si analiza
matematica
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Demonstratie. in triunghiul BCI,, m(UBI,C)=180°~[m{U I[,BC)+m{ I,CB)]=

180° — [90°—%m(D B)+ 90°—%m(D C)} = 90°—%m(D A). Analog,
m(U A1,C) =90° —%m(D B), m(J Al _B)=90° —%m(D 0).

3) Triunghiul antisuplementar corespunzitor triunghiului ABC este triunghiul
anticevian corespunzdtor centrului cercului inscris (I) in triunghiul ABC.
Demonstratia este evidenta.

4) Triunghiul ABC este triunghiul ortic al triunghiului antisuplementar.
Demonstratie. Deoarece AI,,BI,,CI, sunt inaltimile triunghiului 7 1,1  (vezi,Cercurile

a

exinscrise”) rezultd ca triunghiul ABC este triunghiul ortic al triunghiului 7, 7,1, .

Consecinte:
i) Triunghiurile ABC si antisuplementar sunt omologice.
ii) Axa orticd a triunghiului antisuplementar 1 1,1, al triunghiului ABC este axa ortica

a triunghiului ABC .

5) Cercul circumscris al unui triunghi ABC este cercul lui Euler al triunghiului
antisuplementar al triunghiului ABC .
Demonstratie. Deoarece triunghiul ABC este triunghiul ortic al triunghiului 7 1,1, rezultd

cd cercul circumscris triunghiului ABC este cercul lui Euler al triunghiului 7,7,7, .

6) Dreapta care uneste centrele cercurilor inscris si circumscris ale unui triunghi ABC
este dreapta lui Euler a triunghiului antisuplementar.

Demonstratie. Centrul cercului inscris / al triunghiului 4BC este ortocentrul triunghiului
antisuplementar, iar centrul cercului circumscris (O) al triunghiului ABC este centrul
cercului lui Euler al triunghiului antisuplementar, deci dreapta OI este dreapta lui Euler a
triunghiului antisuplementar.

Observatie: Triunghiul antisuplementar / [,/ si triunghiul de contact C,C,C, au aceeasi
dreapta a lui Euler OL
7) Dreptele OI

a?’

O1,,0I,  sunt dreptele Ilui Euler ale triunghiului II,1.1I 1,

a’c

respectivil I, .
Demonstratia este analoagéa celei precedente.

8) Triunghiul antisuplementar 1 1,1, si triunghiul cevian I 1,1, al centrului cercului
inscris intr-un triunghi ABC sunt ortologice, dreapta lui Euler a triunghiului I 1,1,

fiind axa de ortologie.
Demonstratie. Vezi ,,Dreapta lui Euler”.
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9) Triunghiul antisuplementar 1 1,1 si triunghiul de contact C,C,C. al unui triunghi

ABC sunt omotetice.
Demonstratie. Deoarece C,C. L Al si I, 1 1 Al rezultd ca C,C Ul (Fig. 399).

Analog , C,C 01,1, ,C,C, 01,1, , de unde rezultd ca triunghiurile 7, 7,1, si C,C,C, sunt
omotetice.

10) Centrul cercului circumscris triunghiului antisuplementar coincide cu centrul
cercului inscris in triunghiul extangential.
Demonstratie. Vezi ,,Triunghiul cotangentic”.

11) Laturile triunghiului median M M, M al unui triunghi ABC trec prin proiectiile
varfurilor triunghiului ABC pe laturile triunghiului antisuplementar I 1,1 .
Demonstratie. Fie B,, B, proiectiile lui B pe laturile 1.1,

si 1,0, ale triunghiului antisuplementar  si P
{P} = BB, 1 AC. Triunghiul APB este isoscel deoarece

AB este bisectoare si indltime, deci B; este mijlocul
segmentului PB. In triunghiul APB, M, B, este linie
mijlocie, deci M B, 1 AP adici M B 0ACOM M, de L
unde rezultd ca B eM, M, analog se aratdi ca
B,eMM,. B B

12) Consecinti: Laturile triunghiului median al
triunghiului ortic trec prin proiectiile picioarelor I
inaltimilor pe laturile triunghiului dat.

Demonstratia este evidentd tindnd cont ca ABC este

triunghiul ortic al triunghiului 7 1,7, .

Fig. 400

13) Centrul cercului circumscris triunghiului antisuplementar al unui triunghi ABC este
simetricul cercului inscris in triunghiul ABC fatd de centrul cercului circumscris
triunghiului ABC .

Demonstratie. Vezi ,,Triunghiul cotangentic”.

14) Fie M M, M, triunghiul median si 11,1 triunghiul antisuplementar al
triunghiului ABC . Dreptele I M ,I,M,,I M  sunt concurente in punctul lui Lemoine al

triunghiului antisuplementar.
Demonstratie. Vezi ,,Cercurile exinscrise”.

15) Triunghiurile antisuplementar §i median ale triunghiului ABC sunt omoloage,
centrul de omologie fiind punctul lui Lemoine al triunghiului antisuplementar.
Demonstratie. Proprietatea este o consecinta a celei precedente.

16) Triunghiul antisuplementar I 1,1 si triunghiul cevian al centrului cercului inscris

intr-un triunghi ABC sunt ortologice.
Demonstratie. Vezi ,,Dreapta lui Euler”.
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17) Aria triunghiului antisuplementar 11,1  al triunghiului ABC este egald cu 2pR,

unde p este semiperimetrul triunghiului ABC §i R este raza cercului circumscris
triunghiului ABC.

Demonstratie. Solutial. Ay = Aisey ¥ Aiacy + A asy + Ajasey =
a b c

azrﬂ +bzi+ c;c F A e = A isc) n A isc) n A ise) + A 15y = 2PR .
2p-a) 2p-b) 2p-c)

Solutia2. Triunghiul ABC este triunghiul ortic al triunghiului [ 1,/ . Dar
m(0 BI,C) =90" —%m(D BAC),m(0 AL,C) =90° —%m(D ABC),m(0) BI A) =90° —%m(D BCA)

. A. B_. C
A[ABC]:2A[1a1h1(]-cosla'lb-lc:ZAUa,h]C]-sm7s1n751n7=A[Ia,hjf]-%, de unde

rezulta concluzia.

18) Intre ariile triunghiurilor antisuplementar, cotangentic si aria triunghiului de
referintd ABC existd relatia : A[ZABC] =4, A

A[ABC] _ A[ZABC] _ A[ZABC]

. A. B .C A B C 4
2sin—sin—sin— 2 L, SIn—sin—sin— 2aty7]
2702 2 Aascy 27 2 2

Demonstrafie. 4, ,,,=

19) Triunghiul antipodar al centrului cercului inscris in triunghiul ABC este triunghiul
antisuplementar corespunzditor triunghiului ABC.
Demonstratia este evidentd deoarece A L [,1 ,BI 111, ,CI 11]1,.

cra’

20) Axa ortica a triunghiului 1 1,1  este dreapta determinata de picioarele bisectoarelor

exterioare ale triunghiului ABC.
Demonstratie. Evident, deoarece triunghiul ortic al triunghiului / 1,/ este triunghiul ABC

si [ este ortocentrul triunghiului 7 1,1, .

Observatie: Deoarece axa orticd a unui triunghi este perpendiculard pe dreapta lui Euler a
triunghiului rezultd cd dreapta care uneste picioarele bisectoarelor exterioare ale unui
triunghi ABC este perpendiculara pe OI.
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[I.11. Triunghiul ciclocevian

,,Matematica este alfabetul dupa care Dumnezeu a scris Universul.” - Galileo Galilei'™*

Fie cevienele AA'BB',CC' si P punctul lor de concurentd. Cercul circumscris
triunghiului 4'B'C' intersecteaza fiecare laturd in doud puncte (nu neaparat distincte):
AI’AH;BI’BH Sl CI’CH.

Fig. 401

1) Dreptele AA",BB" si CC" sunt concurente.

A"B A'B B"C B'C C"A C'A

A"C A'C B"A B'A C'B C'B

(A"B B'C C"A)(A'B B'C C'A) =1 (1). Deoarece AA',BB',CC"' sunt concurente ,din
A"C B"A C"B A'C B'A C'B

A'B B'C C'A4

A'C B'A CB

1, adica

Demonstratie. Din teorema lui Carnot rezulta

teorema lui Ceva rezulta 1 (2). Din relatiile (1) si (2) rezultd

A "B B " C C n A
A"C B"A CIIB
CC" sunt concurente.

=1 si din reciproca teoremei lui Ceva rezulta ca dreptele 44", BB" si

Observatii:
1) Punctul Q de concurenta al dreptelor AA4",BB"si CC" se numeste ciclocevianul

punctului P .

2) Triunghiul A"B"C" se numeste triunghiul ciclocevian al triunghiului ABC,
corespunzator punctului P .

2) Ortocentrul H si centrul de greutate G al unui triunghi sunt puncte cicloceviene.
Demonstratie. Punctele H,.H, . H_ , M, M,,M_ apartin cercului lui Euler al triunghiului

ABC (vezi ,,Cercul lui Euler”) (Fig. 402).

1% Galileo Galilei (1564-1642) — matematician, fizician, astronom si filosof italian
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Observatii:

1) Triunghiul median este triunghiul ciclocevian al triunghiului ABC corespunzator
ortocentrului triunghiului 4BC .

2) Triunghiul ortic este triunghiul ciclocevian al triunghiului ABC corespunzitor centrului
de greutate al triunghiului 4ABC .

A

H,

H, M,
Fig. 402

3) Punctul lui Gergonne U al triunghiului ABC este propriul sau punct ciclocevian.
Demonstratie. Evident, deoarece cercul circumscris triunghiului de contact C,C,C, este
tangent laturilor triunghiului ABC (Fig. 403).

Observatie. Triunghiul ciclocevian corespunzator punctului lui Gergonne este triunghiul de
contact al triunghiului ABC .

II1.12. Triunghiul I - pedal

,»Ati observat ca cine este capabil la matematica are cunostinte perfecte
domeniul tuturor stiintelor legate de studiereanaturii?”-Platon'*®

Triunghiul 77,1, determinat de picioarele bisectoarelor

interioare ale triunghiului ABC se numeste triunghiul
I —pedal.

1) Triunghiul 11,1, este triunghiul cevian al
triunghiului ABC corespunzdtor centrului cercului
inscris in triunghiul ABC .

185 Platon (428-348) — filosof, logician, matematician grec
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abey3+2(~c0s A-+cos B+cosC)

2) Laturile triunghiului I — pedal, 11,1, au lungimile a'= ,
(a+b)a+c)

abc\/3+2(cosA—cosB+cos (O) I abc\/3+2(COSA+COSB—COS O)
= ,C =
(b+c)b+a) (c+a)(c+b)
notat cu a',b'.c' lungimile laturilor 1,1,,1.1 ,respectiv 1.1, si cu a, b, c lungimile

laturilor triunghiului ABC).

, (unde am

bl

. . . . Al ¢ bc .
Demonstratie. Din teorema bisectoarei rezulta —==—, de unde 4I, =—— si analog se
5 a a+c

Teorema cosinusului aplicatd in triunghiul A/,/; ne da:

obtine Al = be
a+b
v s be be B+ -d

—+—
(a+c)  (a+by a+c a+b 2bc

LI; = AL} + AI; —2AI, - AL, -cos 4, sau a” =

) 272 2
%[(a+b)zbc+(a+c)2bc—bz—cz+a2]=%'[3+2(—®5A+COSB+COSC)]
a+b)(a+c ato)ylatc
bey3+2(=cos 4+ cos B+cos C
,_a cyf3+2(~cos A+ cos B+ cos ), Analog se determind si

si de aici rezultd: a
(a+b)a+c)

lungimile celorlalte doua laturi.

2abc '
m+m@+@@+m‘%wr

3) Aria triunghiului I — pedal este egald cu 4, , | =

Al
Demonstratie. Din teorema bisectoarei avem: ﬂzf’ L, =£, 3 =2. Atunci,
\ b 1,LA ¢ I,C a
Al - A,  Al, Al

Auy Al AL AL AL _ ¢ b _ be (1), analog
Ausey AB-AC  AC AB  a+b a+b (a+b)a+c)

A[31113] — ac (2) Sl A[CIZIIJ — ab (3)’ iar
A[ABC] (b+a)b+c) A[ABC] (c+a)c+b)
A[111213]=A[ABC]_A[AIZ@]_A[BII13]_A[C1211] (4). Din relatiile (1), (2), (3) si (4) rezulta

2abc

i) = bt onera) e

4) Triunghiul cevian 11,1, al centrului cercului inscris intr-un triunghi ABC si

triunghiul antisuplementar 1 1,1 si sunt ortologice.
Demonstratie. Vezi ,,Dreapta lui Euler”.
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5) Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC, 11,1, triunghiul cevian al punctului
1, I' simetricul lui I fati de latura BC, {A}= AI'N"BC,{A"} = Al, " 1,I,. Dreptele A'A4,

si BC sunt perpendiculare.
Demonstratie.

'=.I,
Fig. 405

A" B All I C

Deoarece AA' si  AIl, sunt bisectoare in triunghiurile AI,I, si ABC rezulta:

AA'= 2;bccosé,flll :2—bccosé. Din teorema bisectoarei rezulta AL _ ¢ _bre
2a+b+c 2 b+c 2 I, Bl a
de unde AI=Ccos? §i AT=AI- A4 =2bccos D —SFEFE ppuni,
a 2 2 aa+b+c)
A4" 14"

VT deci punctele 4,7,1'.], sunt conjugate armonic, atunci A4' si I, sunt
1 1

picioarele bisectoarelor interioare, respectiv exterioare ale unghiului 4, al triunghiului
AAI, deci A'4, 1 BC.

6) Fie 11,1, triunghiul cevian al centrului cercului inscris (I) in triunghiul ABC, I’
simetricul punctului I fati de 1,1,,{D}=AI' N1,I,. Dreptele 1D si 1,I, sunt

perpendiculare.
Demonstratie. Deoarece punctele A4,A',1,1, sunt conjugate armonic (cf. th. 5), atunci

considerdnd fasciculul (D;A4,1,A4',1)) rezulta cd DA' este bisectoarea interioard a
unghiului U IDA4 si DI, bisectoarea exterioard a unghiului U /DA, deci DA' L DI,.

7) Fie 11,1, triunghiul I — cevian al triunghiului oarecare ABC, D piciorul inaltimii din
1, pe LI,I,,1' simetricul lui I fatd de BC si {A}= AI'"BC. Punctele A,I si D sunt

coliniare.
Demonstratie. Fie {A'y = A, "1,1,,{4"} = 1,1, "BC si {E} = AA""N AA'. Deoarece AA4"

este bisectoarea unghiului BAC (vezi ,Dreapta antiorticd”) rezultd cd AA4" L Al,. Din
EA 1 BC,I\D 11,1, rezultd cd A' este ortocentrul triunghiului /,4"E, deci A"D 1 I|E.
Deoarece I,D L A"D rezultd ca punctele E, D si I, sunt coliniare. Fie {Y}=DA4 nA'Il,.
Deoarece A'l, este bisectoarea interioara a unghiului [J AD4,,1,D bisectoarea exterioard a

395



unghiului 0 ADA, rezulta ca punctele 4,J,A4',1, sunt conjugate armonic, deci ﬁ = %
1 1
Dar ﬂ =ﬁ de unde ﬁ =£ sicum [I,J € (41,) rezultd [ =J. Deci, punctele 4,/
Al 14 JI, 14

si D sunt coliniare.

Observatie: Fie {A,} = ADNBC. Analog se demonstreaza cd punctele 4,,/,4' sunt
coliniare.

8) Fie 11,1, triunghiul I cevian al triunghiului ABC, D piciorul inaltimii din I, pe
latura 1,1, si I' simetricul lui I fatd de BC. Dreptele Al' si AD sunt izogonale.
Demonstratie. Punctele 4,,I,D sunt coliniare (conform proprietdtii precedente) si
A4,,1, 4" sunt coliniare. Din teorema lui Pappus aplicata patrulaterului 4,4'DA, rezultd ca
punctele A4".1,4, si A, sunt conjugate armonic si deoarece AA" L Al rezultd cd Al
este bisectoarea unghiului [ A'AD, deci dreptele 44" si AD sunt izogonale.

II1.13. Triunghiuri altimediale

,,Poetul nu este al siesi !
Viata lui este un cantec

un plans pe buzele fiecaruia
daruindu-se el se multiplica la infinit
si intrd in toate chipurile, in toate

sufletele!

Nu-l invatati pe Poet pe dinafara

El se afla inlauntrul vostru,

ascultati —1!” - Radu Carneci'®®

Fie M,, M,, M. mijloacele laturilor triunghiului A4BC si H, ,H,,H_ picioarele
inaltimilor sale. Triunghiurile H M, M., HM M, si H M M, se numesc triunghiuri
altimediale.

1) Triunghiurile altimediale H M M , H M M,  si HM M, sunt congruente cu
triunghiul median M M M .
Demonstratie. In triunghiul dreptunghic AH B, H,_M_, este mediana corespunzatoare

ipotenuzei,deci M H, = % =M,M,. Analog, H M, = % =M_M,,de unde rezultd ca

UH MM, =IM M, M,.. Analog se aratd cad si triunghiuri altimediale H M M, si
H,M M, suntcongruente cu triunghiul median M M M .

1% Radu Carneci'®- (1928 - ) — poet roman
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2) Dacia G,.G,.G. sunt centrele de greutate ale triunghiurilor altimediale H M M _,
HM M,, respectiv H M M,, atunci dreptele M ,G,, M,G,, M G. sunt concurente in

punctul lui Lemoine (K) al triunghiului ABC .
Demonstratie. Fie M mijlocul segmentului M, M _ si {4} =M G, " AH,. Din teorema lui

Menelaus aplicatd pentru transversala (M,,B,,4") 1in triunghiul AH M obtinem:
A'A MM, GH A'4 1
. 4. 4 9 =1, de unde R

A'H, M, A GM A'H, 2
mijlocul indltimii 4A'H , rezultd cd A'H  este o dreaptd Schwatt. Analog, se arata ca

a

2=1, adicd A'A=A"H,, deci A' este

A
Mc M A' Mb
Ga
B M, H, C
Fig. 406

M,G, si MG

M,G,, M _ G, sunt concurente in punctul lui Lemoine (X) al triunghiului ABC .

sunt drepte Schwatt si conform teoremei lui Schomilch, dreptele M G, ,

co

3) Centrele cercurilor inscrise in triunghiurilor altimediale ale triunghiului ABC
determind un triunghi omologic cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Fie I, I1,, I, centrele

cercurilor 1inscrise 1n triunghiurile

HMM HMM, HMM,,

{4"t=A4I,NBC, {B}Y=BI,NAC,

{CY=Cl,NAB, mMIA=«a,

m({ M,I,A")= B (Fig.407). Deoarece M,

M M, 0BC rezulta £ M.A"
A'C M,A"

Din teorema sinusurilor aplicatd 1n
triunghiurile M _A"I, si M, A"]
M, A" A"I .
rezultd ; ——=—2>1, respectiv. B A' H, C
sina

A

®.

sin —
2
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sin—

M, A" A"I M, A" si . . .
b~ - L de unde <= s¥na. (2). Teorema sinusurilor aplicatd 1n
sin . M,A" sinf . B
sin— sin—
2
. 3B .
sina s1n7 sin s1n7
triunghiurile AM I, si AM,I, ne di: —— =——=, respectiv —— =——-+=—, de unde
' AM, Al AM, Al
: .38 . C
sina sm7 c ) s1n7 s1n5 c
- =—3c7 (3). Din relatiile (1), (2) si (3) rezulta ——= 3C B
sin /5 sin— A'C sin— sin— b
2 2
sin 3¢ sinA sin sin
cpr S, s, 4o S, Sy,

Analog, = . -— = . —, d d
s pyT 34 . Y 0B 3B . 44 ¢ e
sin— sin— sin— sin—

2 2 2
B4’ CB AC =1 si din reciproca teoremei lui Ceva rezulta ca dreptele Al,,B1,,CI,
A'C B'A C'B

sunt concurente, deci triunghiurile ABC si 1,7,1, sunt omologice.

II1.14. Triunghiurile lui Brocard. Cercul lui Brocard'’

,,Operele matematice robesc si incanta tocmai ca operele pasiunii §i imaginatiei.” - Ion Barbu

Fie K punctul lui Lemoine al triunghiului 4BC . Paralele duse prin X la laturile BC,CA, AB
intersecteaza mediatoarele acestor laturi In punctele 4,,B,,respectiv C,. Triunghiul 4 B,C,
se numeste primul triunghi al lui Brocard. Fie A,,B,,C, proiectiile punctului O -centrul
cercului circumscris triunghiului ABC - pe simedianele duse din varfurile A4,B,C.
Triunghiul 4,B,C, se numeste al doilea triunghi al lui Brocard. Cercul avand diametru

segmentul OK se numeste cercul lui Brocard. Doua triunghiuri care au acelasi unghi
Brocard se numesc echibrocardiene.

1) Cercul lui Brocard este circumscris triunghiurilor lui Brocard.
Demonstratie. Deoarece m(U KA 0) = m(J KB,O) =m( KC,0) =90° rezultd ca punctele

A,,B,,C, apartin cercului lui Brocard. Analog pentru punctele 4,,B,,C, .

2) Triunghiurile AB,C,BC A,CA B sunt isoscele si asemenea.

Demonstratie. Deoarece punctele A4,B,,C, apartin mediatoarelor laturilor triunghiului
ABC, rezulta «cd triunghiurile 4B C,BC 4,CAB sunt isoscele. Deoarece
AM, ,BM, ,CM_  sunt egale cu distantele de la K la laturile BC,CA, AB, rezultd

'87 Henri Brocard (1845-1922) — matematician francez, contributii importante in geometrie
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AlMa _ BIM/J _ CIMC

a b c

AM, BM, CM, . o
<= = < sicum m(JBM A)=m(J CM,B)= m(J AM C,)=90°, rezulta ca
BM. CCM,  AM. $ (1 BM,4) =m(1 CM,B) = m( Q)

triunghiurile BM A4, CM,A si AM_C, sunt asemenea. Atunci, triunghiurile B4,C, CB 4
si AC|B sunt asemenea.

(unde M, ,M,,M_ sunt mijloacele laturilor BC,CA, AB), adicd

Fig. 408

3) Dreptele A B,B C si C\ A sunt concurente intr-un punct Brocard.

AM, KK,
BM, BC/2
K, este proiectia lui K pe BC), deci [ 4 BM , este egal cu unghiul lui Brocard @, de unde

Demonstratie. In triunghiul BAM, avem: tg(0 4BM,)= =tgw, (unde

rezultd ca 4,B,B,C,C,A sunt ceviene ce determind unul din punctele lui Brocard.

4) Dreptele AB,,BC,,CA, sunt concurente intr-un punct Brocard.

BM, KK,
AM,  AC/2
K, este proiectia lui K pe AC), deci U B, AC este egal cu unghiul lui Brocard, adica

Demonstratie: In triunghiul ABM, avem: tg(U B AM,)= =tgw (unde

AB,B,C,C, A sunt ceviene ce determind unul din punctele lui Brocard.

Observatie: Dacda {Q}=A4BNBCNCA, atunci {Q'}=A4ABNBCNCA; dacd
{Q} =A4BNBCNCA atunci {Q'} = 4BNBCNCA.

5) Dreptele AA,,BB,,CC, sunt concurente.

Demonstratie. Fie {B'}=KA4 NAC,{C'}=KA NAB, L mijlocul segmentului OK.
Deoarece punctele B' si C'sunt puncte pe al doilea cerc al lui Lemoine (cu centrul in
punctul L) rezultd ca proiectia lui L pe coarda B'C'este punctul A"- mijlocul acestui
segment (1). in triunghiul dreptunghic KOA,,(m(J K4 0) =90°), LA"este linie mijlocie,
deci A" este si mijlocul segmentului K4, (2). Din relatiile (1) si (2) obtinem ca

C'K =A4B', deci dreapta A4, este dreapta izotomica simedianei AK . Analog se aratd ca

399



BB, si CC, sunt izotomicele simedianelor concurente in punctul izotomic punctului lui
Lemoine Q" .

Observatii:
1) Punctul de concurentd al dreptelor AA4,,BB,,CC, se numeste al treilea punct al lui

Brocard corespunzator triunghiului ABC.
i) Din cele prezentate mai sus se poate spune cd primul triunghi al lui Brocard 4,B,C, este

triomologic cu triunghiul ABC, centrele de omologie fiind punctele lui Brocard Q,Q" si
izotomicul punctului lui Lemoine (al treilea punct al lui Brocard Q").

6) Primul triunghi Brocard A B C, al triunghiului ABC este asemenea cu triunghiul

ABC.
Demonstratie. Avem m(] AQB)=180°-m(J B) (vezi ,,Punctele lui Brocard”), deci

m({ C,QA4)=mlU C,B4)=mlUB) (1); m(l BQC)=180°-m( C), de unde:
mU B QA4 )=m{0 B CA4)=mlUC) (2). Din relatiile (1) si (2) rezultd ca triunghiurile
ABC si A B,C, sunt asemenea.

7) Primul triunghi al lui Brocard al unui triunghi ABC, triunghiul QQ'Q" si triunghiul
ABC au acelasi centru de greutate.
Demonstratie. Vezi ,,Triunghiuri omologice”.

8) Cercul lui Brocard trece prin punctele Brocard Q §i Q' ale triunghiului ABC .
Demonstratie. Din proprietatea (2) rezultd ca triunghiul 4 M, Csi BM,A sunt asemenea,

deci U M AC=0M,B A=U00OBQ", adicd patrulaterul 4OB,Q)' este inscriptibil, deci Q'
apartine cercului lui Brocard. Analog se arata ca () apartine cercului lui Brocard.

9) Punctele lui Brocard Q si Q' ale triunghiului ABC sunt simetrice fati de diametrul
OK .

Demonstratie. Avem m(J QOK)=m({ QBK) =lm(@4zQ) si deoarece KB UAC
2

rezultd mUQBK)=m({ QCA)=w, deci m(QOK)=w. Analog,
mUQ'OK)=m(UQ'4K)= mUQ'CB)=w, deci 0 QOK =0Q'OK, adica punctele

Q si Q' sunt simetrice fatd de dreapta OK .
RN1-4sin’
10) Raza cercului lui Brocard este egald cu R = oI 9

2cosw
Demonstratie. in triunghiul dreptunghic KQO avem:
A p— 1 2
KO = Q0 _ RV1-dsin a)zsz de unde raza cercului Brocard este egald cu
cos @ COS @
R _ RYl-4sin’ o

2cosw
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l 272 2
11) Raza cercului lui Brocard este egali cu R, =— |R’ —%

2 (@ +b"+c”)
3a’h*c?

———— (vezi ,Punctul lui Lemoine”) rezultd
(a+b"+c¢)

Demonstratie. Deoarece OK* = R* —

1], 3a’b’c’
R, =7 T2 g2, 2y
2 (@ +b"+c”)
Q' H1 H

Fig. 409

12) Fie H ortocentrul triunghiului ABC si Q" al treilea punct al lui Brocard al
triunghiului ABC. Atunci, HQ"1OK.

Demonstratie. Fie{Z} =QQ'nOK (Fig. 409). Deoarece G este centrul de greutate al
1 . GZ

triunghiurilor ABC si QQ'Q" rezulta (O;—g = 3 si car =% , de unde obtinem HQ"UOK.

13) Fie H ortocentrul triunghiului ABC si Q" al treilea punct al lui Brocard al
triunghiului ABC. Atunci, HQ"=2Rcosaon1-4sin’ w.
Demonstratie. Fie{Z} =0QQ'nOK . Din triunghiul 0,974 rezulta

OZ = 0Qcos = Rcosan1—4sin’ @, deci HQ"=20Z =2Rcosw1—-4sin’ @ (Cf. th. 12).

14) Ortocentrul primului triunghi Brocard apartine dreptei HQ)".
Demonstratie. Fie L centrul cercului lui Brocard si {H,} = LGN HQ". Deoarece L este

centrul cercului circumscris triunghiului 4 B,C, si G centrul sdu de greutate rezultd ca
oG 1 LG

dreapta LG este dreapta lui Euler a primului triunghi Brocard. Cum @ —=—=——,
GH 2 GH,

rezultd cad H, este ortocentrul primului triunghi al lui Brocard 4, B,C, .
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15) Consecinta: Patrulaterul KOH H este paralelogram.
Demonstratie. Deoarece HH UOK si HH =2LO=0K rezultdi ca KOH H este
paralelogram.

16) Consecinta: Centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC apartine dreaptei KH, .
Demonstratie. Deoarece intr-un paralelogram diagonalele se injumatatesc rezulta concluzia.

17) Punctul lui Tarry, centrul de greutate si centrul cercului lui Brocard corespunzitor
unui triunghi ABC sunt coliniare.
Demonstratie. Din asemanarea poligoanelor TACSB si OA4,C,KB, (cf. th. 4 — ,,Punctul lui

Tarry”), punctele G,0,T se corespunde cu punctele G,L, respectiv O si de aici rezulta
OGT = £Go , deci punctele 7,L,G sunt coliniare.

18) Fie L centrul cercului lui Brocard, G centrul de greutate, T punctul lui Tarry si O
centrul cercului circumscris unui triunghi ABC. Atunci, OG* = GL-GT.
Demonstratie. Deoarece punctele G,0,T respectiv G,L,0 formeaza figuri omoloage,

rezulta Go = or ,deci OG* =GL-GT.
GL GO

19) Fie L centrul cercului lui Brocard, G centrul de greutate, T punctul lui Tarry si O

. . L. . . Rcosw
centrul cercului circumscris unui triunghi ABC. Atunci, GT = ————"GO.

V1-4sin* @

Demonstratie. Din asemanarea triunghiurilor GLO si GOT rezulta Go :ﬂ = Lo :&
GT GO OT R

(Fig. 409), deci GT = X-.Go =— RS2 _ 50,

R, \V1-4sin* @

20) Al treilea punct Brocard Q)" apartine dreptei ce uneste punctele lui Steiner si Tarry
corespunzdtoare unui triunghi ABC.
Demonstratie.  Fie  H, ortocentrul primului triunghi al Iui Brocard si

. . HQ" HG .
{Z)=0Q'"OK  (Fig.409). Atunci, —‘—=——=2, idar ZL=0Z-OL=
ZL GL
; \V1-4sin’ R+/1—4sin’ . .
Rcosw 1_451n2a)_R I-4sin" o _ 29 cos2w side aici HQ"=2LZ .
2cosw 2cosw
HT TG+2GL . GT R . TG+2GL R’+2R} .
Avem: ——=—+——; din ——=— rezultd = > si
LT GT-LG GL R, GL R,
TG-GL R’-R’ HT R*+2R’ HQ" .
G-G = —, de unde —1:%:2005260. Dar —~——=2cos2w, deci
GL R’ LT R*-R’
HQ" HT

=— sicum H,Q"JLO rezulta ca Q" apartine dreptei TO.
LO LT
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21) Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC §i Q" al treilea punct al lui
Brocard al triunghiului ABC. Atunci, OQ" = R(2cos2w—1).

Demonstratie.  Din  asemdnarea  triunghiurilor Q"HT si  OLT rezultd

TQ_HT 5 o520 si de aici --219  2cos20—1 sau 0Q" = R(2cos 20—1).
0 LT 7O

22) Dreapta OQ) este tangentd cercului circumscris triunghiului SQQ", unde S este
punctul lui Steiner corespunzator triunghiului ABC.
Demonstratie. Din OQ" OS = R*(2cos 2w —1) = OQ’ rezulti concluzia.

23) Dreapta OC)' este tangentd cercului circumscris triunghiului SQ'Q", unde S este
punctul lui Steiner corespunzitor triunghiului ABC.
Demonstratie. Din OQ" 0S8 = R*(2cos2w—1) = 0Q" rezulti concluzia.

24) Paralelele duse prin virfurile unui triunghi la laturile respective ale primului
triunghi Brocard sunt concurente intr-un punct situat pe cercul circumscris triunghiului
ABC.

Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Steiner”.

25) Punctele lui Steiner (S) si Lemoine (K) al triunghiului ABC sunt puncte omoloage in
triunghiul ABC, respectiv A B,C, - primul triunghi Brocard al triunghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Steiner”.

26) Perpendicularele duse din varfurile triunghiului ABC pe laturile opuse ale primului
triunghi Brocard corespunzator triunghiului ABC sunt concurente in punctul lui Tarry
al triunghiului ABC

Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Tarry”.

27) Consecinta: Perpendicularele duse din miloacele laturilor primului triunghi Brocard
corespunzdator triunghiului ABC pe laturile respective ale triunghiului ABC ale sunt
concurente.

Demonstratia rezulta din proprietatea precedenta .

28) Punctele A,,B,,C, apartin cercurilor circumscrise triunghiurilor BOC,COA, AOB .

Demonstratie. Deoarece doud simediane exterioare §i o
simediana interioard ale unui triunghi sunt concurente (vezi
»Simediana exterioard”), atunci simediana 4K si tangentele in
B, respectiv C la cercul circumscris triunghiului 4BC sunt
concurente in punctul 7, (Fig. 410). Deoarece

mU OCT,)=90° rezultd cd OT,este diametru In cercul
circumscris triunghiului BOC. Deoarece OA4, L AT, rezulta
m(U OA4,T,)=90°, adicd 4, este punct pe cercul circumscris

triunghiului BOC . Analog se aratd cd B, si C, sunt pe

cercurile circumscrise triunghiurilor COA, respectiv AOB.

Un cerc care trece prin doud varfuri ale unui triunghi si este
tangent la una din laturile triunghiului se numeste cerc adjunct.
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29) Punctul A, se afli la intersectia cercurilor adjuncte vérfului A .

Demonstratie. Deoarece [ BA,T, =00 BCT, =0 BAC rezultd cd cercul circumscris
triunghiului B4, A este tangent in A4 laturii AC. Analog, cercul circumscris triunghiului
CA4,A este tangentin A4 laturii 4AB.

Observatii:
1) Punctele B, si C, se afld la intersectia cercurilor adjuncte varfurilor B, respectiv C.

2) Varfurile celui de-al doilea triunghi Brocard al triunghiului ABC sunt intersectiile dintre
cercurile adjuncte corespunzatoare varfurilor 4, B,C .

30) Coordonatele unghiulare ale varfurilor celui de al doilea triunghi Brocard A4,B,C,
sunt:

(180°—m(U A4),2m(0 A4),180°—m (0 A4)), ((180°-m(U B),180°-m(U B),2m(U B)),
respectiv 2m(0 C),180°—m(0 C),180°—m(0 C)).

Demonstratie. Avem m(J BA,A) =180°—m(U BA,T,) =180° —m(U A),
m(J C4,4)=180°—m( T,4,C) =180°-m(U 4), iar
m(U BA,C) =360°—[m(U BA,A) +m(U CA4,4)] = 2m(U A). Analog se determina

coordonatele unghiulare ale varfurilor B, si C,.

31) Cercul Brocard i primul cerc Lemoine sunt concentrice.
Demonstratia este evidentd deoarece ambele cercuri au centrul in punctul L, mijlocul
segmentului OK.

II1.15. Triunghiul antiparalel determinat de o directie in raport cu
un triunghi

»,Ma stimez mai mult ca practicant al matematicilor §i prea putin ca poet, si numai atat cat poezia aminteste de
geometrie. Oricat ar parea de contradictorii acesti doi termeni la prima vedere, existd undeva, in domeniul inalt al
geometriei, un loc luminos unde se intilneste cu poezia.” — Ion Barbu'**

in triunghiul ABC, fie A',B',C' proiectiile punctelor 4,B,C pe o dreaptd oarecare d,
{D}=BCnd, {E}=CAnd, {F}=ABnd. Fie Msi M', Nsi N', Psi P' proiectiile
punctelor A4',B', respectiv C' pe laturile AC si AB, BA si BC, respectiv CB si CA. Dreptele
MM ', NN', PP'- antiparalele dreptei d fatda de laturile triunghiului ABC - determina
triunghiul XYZ care se numeste friunghiul antiparalel al dreptei d 1n rapot ce triunghiul
ABC. Dacaé antiparalele MM ', NN', PP'sunt concurente atunci punctul Q de concurenta al

acestora se numeste antipol. Evident existd o unica dreaptd care este paraleld cu d si
contine antipolul Q.

' Ton Barbu (1895-1961) — matematician romén, profesor la Universitatea din Bucuresti, contributii in algebra si

geometrie
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Fig. 411

1) Perpendicularele B'N si C'P', C'P s§i A'M', A'M si B'N' sunt respectiv
concurente in punctele coliniare 4,B,,C, .

Demonstratie. Fie @ ortopolul dreptei d fata de triunghiul A4BC. Atunci
wA'UB'N'UC'P, wB'lIC'P'UA'M, wC'lIA'M'IIB'N. Deoarece patrulaterul
wA'B,C" este paralelogram (avand laturile opuse paralele doua céate doud), atunci punctul
B, este simetricul ortopolului @ fatd de mijlocul segmentului A'C'. Procedand analog
pentru punctele 4, si C, rezultd cd punctele 4,,B,,C, apartin unei drepte d, paralele cu
dreapta d.

Consecinta: Dreapta d se situeazd la o egald distantd de ortopolul sdu ® in raport cu
triunghiul ABC si cu dreapta d, .

2) Triunghiul antiparalel XYZ este invers asemenea §i ortologic cu triunghiul ABC.
Demonstratie. Perpendicularele duse din 4, B si C pe antiparalelele MM ',NN' respectiv

PP' sunt izogonalele perpendicularelor A4',BB' si CC' pe d, fatd de unghiurile
triunghiului ABC (patrulaterele AM'A'M,BN'B'N,CP'PC' fiind inscriptibile). Cum
AA'UBB'ICC" rezulta ca perpendicularele pe antiparalelele considerate sunt concurente.

Deoarece antiparalelele determina triunghiul XYZ, rezulta ca triunghiurile ABC si XYZ sunt
invers asemenea (dupa orientarea varfurilor cu unghiuri egale ale celor doud triunghiuri) si
in acelasi timp ortologice.

3) Cercurile de diametre AA,BB, si CC, trec prin cdte un varf al triunghiului
antiparalel XYZ, iar linia centrelor este o dreaptid d', perpendiculard pe d.

Demonstratie. Cercul de diametru BB, contine punctele M 'si P. Daca {Y } = MM 'n PP’
si cum U PYZ =0 ABC rezulta ca patrulaterul BPYM 'este inscriptibil, adicd Y apartine
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cercului de diametru BB, . Analog, cercurile de diametre A4, si CC, trec respectiv prin
punctele X si Z. Evident, proiectiile 4",B",C" ale punctelor 4, B, respectiv C pe dreapta
d, apartin — cate unul — cercurilor considerate. Deoarece d Ud,,4'C,UC"'4,,4'4"0C'C"
rezulta C,A"= A C", adica segmentele 44" si C,C" au acelasi mijloc. Analog, se aratd
cd mijlocul segmentului B,B" coincide cu mijlocul segmentului 4,4". Rezultd ca linia

centrelor este o dreapta d'perpendiculard pe d, trecand prin mijlocul segmentelor
AA",BB" si C,C".

II1.16. Triunghi automedian

,,EXista printre matematicieni o convingere intima si puternica, care-i sustine in cercetarile lor abstracte, anume ca
niciuna dintre problemele lor nu pot rimane fara raspuns.” — Gh. Titeica'®’

Se noteaza cu a, b, ¢ lungimile laturilor BC, AC, respectiv AB ale triunghiului ABC si cu
m,, m,, m, lungimile medianelor corespunzatoare acestora. Triunghiul ABC ( AB # AC))

se numeste automedian daci 2a”> =b* +¢* sau 2b> =c* +a” sau 2¢® =a” +b*. In cele ce
urmeaza vom considera cazul in care 2a” = b* +¢”.

1) Sd se arate ca un triunghi ABC este automedian dacd si numai dacd bm, = cm, .
Demonstratie. Relatia 2a° =b” +¢” este echivalenta cu (2a° —b* —c*)(b* —c*)=0

(deoarece b #c ) sau b*(2a’ +2¢* —b*) =c*(2a® +2b° —c*) sau bm, =cm,.

Observatii:
m

c

i) Un triunghi este automedian daca si numai daca M .
/6 1/c

ii) Tinand cont de proprietatea anterioara putem da urmatoarea definitie: ,, Un triunghi in
care medianele si laturile corespunzitoare sunt invers proportionale se numeste
automedian.”

2) Triunghiul ABC este automedian dacd si numai dacd2m, = a\/g .

Demonstratie. Din  2a* =b* +¢* rezulti 2b> +2c¢” —a’ =34’ egalitate echivalentd cu

2m, = a 3.

3) Dacia triunghiul ABC este automedian, atunci2m, = 3 si 2m, = b3

Demonstratie. Din formula medianei avem: 4m, =2(a’ +c¢*)—b* =3¢”, de unde rezultd

2m, = c/3 ; analog se aratd cad 2m_ = 3.

1% Gheorghe Titeica (1873-1939) — matematician romén, profesor la Universitatea din Bucuresti, membru al
Academiei Romane, contributii importante in geometrie
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Observatie: Din proprietatile 2) si 3) rezultd ca intr-un triunghi automedian este adevarata
. a b c
relatia; —=—=—.
m, m, 2 m,

4) Intr-un triunghi automedian avem : 2m;’ =m,” +m_’ .
Demonstratie. Deoarece intr-un triunghi automedian sunt adevarate egalitatile
2m,=c\3,2m =b3 si 2m, =a3, atunci conditia 24’ =b’+c*  devine

2 2 2
2m,;” =m,” +mS .

5) Un triunghi automedian avind lungimile laturilor numere intregi nu poate avea
mediane de lungimi numere intregi.

- . a b 2 . .
Demonstratie. Fie a,b,c €[], atunci — = — = — = —=, de unde rezulta cd medianele au
m, m, m, \B

a c

valori irationale.

6) Un triunghi automedian avind lungimile laturilor numere intregi nu poate avea aria
egald cu un numdr intreg.

Demonstratie. Din formula lui Heron rezulti: 16S* = 2(a’c’ +b*c* +a’b*)—a* —b* —c*.
Utilizand faptul c¢i 2a” = b*> +¢°, relatia de mai sus devine: 16S° = 4a’h> —2a* —b* . Firia
restrange generalitatea putem presupune ca (a,b) =1. Atunci, din relatia precedenta rezulta
2|b, deci b=2b,b ell.Astfel, obtinem 8S* =8a’h} —a*-8b', de unde rezultd 2|a,

contradictie cu (a,b) =1.

7) Triunghiul ABC este automedian daca si numai dacd 2ctgA = ctgB + ctgC .

Demonstratie. Avem: ctgA = si analoagele . Atunci, relatia

2ctgA = ctgB +ctgC este echivalentd cu 2(b> +¢* —a’) =(a’ +¢* —b*)+(b* +¢* —a’) sau

2a° =b* + 7.

P . . . o . 1
8) Intr-un triunghi automedian ABC este adevdrata relatia: tgw =—1tgA, unde o este

unghiul lui Brocard al triunghiului ABC.
Demonstratie. Deoarece triunghiul ABC este automedian rezultd 2ctgAd = ctgB +ctgC si

cum ctgw = ctgA+ ctgB +ctgC (vezi ,,Punctele lui Brocard”) avem : ctgw =3ctgd sau

1
tgw=—1tgA.
g 3 g
a aZ
9) Intr-un triunghi automedian ABC este adevairatd relatia 4 ;. = > 1gA .
bc a abc a’ abc
Demonstratie: Avem 2a*> =b> +¢ si e _a =— =
’ oA T R 2 R e i)

2 2 2

a a 2bc a

———————=—:8in4 =—-1g4

2 R BP e cosd 2 ¢



10) Intr-un triunghi automedian ABC este adevirati relatia (r,—r)(r, +1.)=2(r,r. —r7,).

Demonstratie: Se utilizeazi egalitatile: 2a* =b* +¢°, r r,=p(p—c),rr, =(p=b)(p—c)si

> Ta

relatiile analoage.

11) Un triunghi isoscel automedian este echilateral.
Demonstratie. Daci, de exemplu, a=c rezultdi 24> =b"+a*, deci a’> =b, de unde
a = b, adica triunghiul este echilateral. Analog se trateaza si celelalte cazuri.

12) Sd se arate ci triunghiul ABC este automedian daca si
numai dacd centrul de greutate G al triunghiului ABC este
mijlocul segmentului AD, unde D este punctul in care
mediana corespunzdtoare laturii BC intersecteazd cercul
circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie.  Fie O centrul cercului circumscris
triunghiului ABC si AG = GD . Din puterea punctului G fata
de  cercul circumscris  triunghiului ABC,  avem: a

A

Lo

2 2 22
R -0G = AG? :G m] :%J"#. Utilizand relatia b

Fig. 412
0G* = R? —é(a2 +57 +¢*) obtinem: 24> =b* +¢*, adica '8

triunghiul ABC este automedian (Fig. 412). Reciproc, dacad triunghiul ABC este

automedian rezultd 2a° =b* + 2. Avem: R*—0G* = AG-GD sau
l(a2 +b*+c) = gmg -GD, deci £’ =gma -GD, de unde rezultd
9 3 9 3
Gp-4 .« =ﬁ=2m = AG

2m, «f3 3 3°° ’

13) Daca AM, si BM, sunt mediane in triunghiul automedian ABC, atunci
m(BAM )= m(€BM,) .

Demonstratie. Avem m(@AM‘,) = m(@CD) = %m(@D) = m(@BM/,) , unde D este punctul

de intersectie dintre mediana AM, si cercul circumscris triunghiului ABC.

Consecintd: Intr-un triunghi automedian A4BC , BM ,UCD, unde D este punctul de

intersectie dintre mediana AM, si cercul circumscris triunghiului ABC.

14) Triunghiul ABC este automedian dacd §i numai dacd ortocentrul H al
triunghiului ABC se proiecteazd pe mediana AM ,, M € (BC), in centrul de greutate

(G) al triunghiului ABC .
Demonstratie. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Avem

2
OM? =R’ —(ﬁj :
2
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1

2 2 2 2 2 2y 2
M, GM} = (5 m, j _AH)ma (1).  Folosind  ipoteza

OG* =R*-
36

b +c? =24a° si faptul ca punctele HG,O sunt coliniare rezulta:
2 2 2 2

0G* =R’ —%,GMj =f—2,0Mj =R —%, de unde OG> +GM” =R’ —% =OM?, adica

triunghiul M, GO este dreptunghic, deci H se proiecteaza pe mediana AM , In G. Reciproc,

dacd H se proiecteazd pe AM, In G, atunci GM O este dreptunghic, adica
OM* =GO* +GM*(2). Din relatile (1) si (2) rezulti b*>+c> =24, adica
triunghiul ABC este automedian.

15) Intr-un triunghi automedian ABC (24 =b’+a’) dreapta Ilui Euler este
perpendiculard pe mediana din A a triunghiului ABC.
Demonstratia rezulta din proprietatea precedentd, deoarece HG L AM .

16) In triunghiul ABC fie mediana AM ,, indiltimea CH,,(H, € AB) si G centrul de
greutate. Daca triunghiul ABC este automedian, atunci cercul circumscris triunghiului
BM H_ contine punctul G.

c

Demonstratie. Cum triunghiul ABC este automedian

avem: 2a°=b"+c* (Fig. 413). Din teorema

lui Pitagora generalizata rezulta:
b +ct-a> 2d°-d° o
AHU = = = — .
2¢ 2¢ 2¢
2

2
AB- AH, =“7. Dar,  AG-AM, =2 AM] =

Atunci,

2, 2y 2
E.M:%.az’adicé AB-AH_ = AG-AM,

relatie care aratd ca punctele B,H,,G,M, sunt
conciclice.

17) In triunghiul ABC, fie H,,H_ picioarele indltimilor duse din B, respectiv C si
M, piciorul medianei din A. Dacd triunghiul ABC este automedian, atunci centrul de
greutate al triunghiului ABC apartine cercului circumscris triunghiului CM H,.
Demonstratie.  Dreptele ~ H,H, si BC  fiind antiparalele rezultd
AC-AH, = AB-AH_ = AG-AM , (vezi aplicatia precedentd) de unde rezulta concluzia.
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II1.17. Triunghi circumpedal
,,Geometria este arta de a rationa corect pe figuri incorecte.” — Henri Poincaré'®”

Fie D un punct in planul triunghiului ABC. Numim #riunghi circumpedal (sau
metaarmonic) al punctului D in raport cu triunghiul ABC, triunghiul a carui varfuri sunt
punctele de intersectie ale cevianelor AD, BD si CD cu cercul circumscris triunghiului ABC
(Fig. 414).

Fig. 414

1) Triunghiul circumpedal A'B'C' si triunghiul podar A"B"C" al unui punct D in
raport cu un triunghi ABC sunt asemenea.
Demonstratie. Patrulaterele DA"BC",DA"CB",ABA'B' si ACA'C' sunt inscriptibile

(Fig.415), deci UDA"B"=U0DCB"=0C'C4=044'C" si
0DA"C"=0DBC"=U0B'BA=0BA'A.. Dar m({1DA"C")+m(1 DA"B")y=m({] B"A"C"),
iar m(UB'A'A)+m({C'A'A)=m{ B'A'C"), adicd m{B"A"C")Y=m({B'A'C").
Analog se arata ca m(] A"B"C")=m(J A'B'C") adica triunghiurile 4'B'C"' si A"B"C"
sunt asemenea.

2) Fie A'B'C" triunghiul circumpedal al unui punct D in raport cu un tringhi ABC, iar

A"B"C" triunghiul podar al acestui punct. Atunci: A[A,B,C.} =2R*sin A"sin B"sinC" .

Demonstratie. Deoarece triunghiurile ABC si A'B'C' sunt asemenea (cf. th. (1)) rezulta

B'C'=2RsinB'4'C'=2Rsin B 4"C",C' 4'= 2RsinW B"C", 4'B' = 2Rsin 4 C" B"

B'A-A'C'sinBl4'C'
2

2R*sin A"sin B"sinC".

(Fig. 415) Atunci, 4, 5.0y =

3) Fie triunghiul ABC §i A'B'C' triunghiul circumpedal al A
centrului cercului inscris in triunghiul  ABC. Atunci,
A‘[ABC]
A[A'B'C bl

inscris, iar R raza cercului circumscris in triunghiul ABC).
Demonstratie. Punctele A', B',C ' sunt punctele de intersectie
dintre bisectoarele unghiurilor triunghiului 4BC cu cercul

. A. B.C 2r .
:8s1n—smzsmE:? (unde r este raza cercului

Fig. 416

1% Henri Poincaré (1854 -1912) — matamatician si fizician francez, contributii importante in toate ramurile
matematicii



circumscris. Deoarece m(0] C'A'B") =%[m(D B)+m({ C)] si analoagele, avem:

B+C . A+C . A+ B
sin 5 sin 5

. A B
A gy = 2R?sin :2choszcos?cos%. Cum

A ipey = 2R?sin Asin BsinC = 16R’ sin 2 5in 2 gin C cos Loos B cos & remtt
2 2 2 2 2 2

ca ﬂ = SSinésinésin£ :g.

4 4men 2 2 2 R
4) Fie triunghiul ABC, A"B"C" triunghiul circumpedal al ortocentrului triunghiului

. ABOCN 2r" . . oA A . .

ABC. Atunci L:—, unde " este lungimea razei cercului inscris in triunghiul
ABC]

A"B"C". Demonstratie. Avem:

A yugocny = 2R? sin Asin Bsin C = 16R” sin Asin Bsin C cos A cos Bcos C, deci

Argen 8cos Acos Beos C. Observand ca A" A,B"B,C"C sunt bisectoarele triunghiului
ABC]
A[A”B”C”] :E

A"B"C" din teorema precedenta rezulta 2

ABC]

Consecinta:
5 Aysen S Apey S Appey, unde A'B'C'si A"B"C"  reprezintd triunghiurile

circumpedale ale centrului cercului inscris, respectiv al ortocentrului triunghiului ABC.

. . . . . . ) 2r
Demonstratie. Din inegalitatea lui Euler, 2r<R si relatiile ﬂ:—,

A'B'C] R

A"B C" 2r" .
L = —— obtinem
A[ABC]

A ppren S Aypey S Aypeq st de asemenea inegalitatea remarcabila fintr-un triunghi

cos Acos BcosC S%.

6) Triunghiul circumpedal A'B'C' al ortocentrului H al unui triunghi ABC este
omotetic cu triunghiul ortic H H,H_ al triunghiului ABC, centrul de omotetie fiind

ortocentrul triunghiului ABC.
Demonstratie. Conform teoremei (1) triunghiurile H _H,H_  si A'B'C' sunt asemenea §i

deoarece H _A'"H,B'"H C'={H} rezultd cd triunghiurile H H,H. si A'B'C'
omologice. CumHH, =H A',HH,=H,B',HH,=H C' rezultd ca H H,,H H, H H,
sunt linii  mijlocii in triunghiurile A'B'H,B'C'H,respectiv. C'A'H rezulta
HH,UA'B H,H [1B'C' respectiv. H _H, [IC'A', deci triunghiurile H H, H,  si
A'B'C'" sunt omotetice, centrul de omotetie fiind punctul H, iar raportul de omotetie fiind
egal cu 2.
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7) Fie A'B'C' triunghiul circumpedal al centrului cercului inscris I in triunghiul ABC
si CC,C.  triunghiul sdu de contact. Atunci, dreptele A'C ,B'C,,C'C. sunt

concurente.
Demonstratie. Fie M un punct pe dreapta /O astfel incat

— R— . . R
MO =—MI. Prin omotetia de centru M si raport — cercul B'
r r

C(1,r) se transforma in cercul C(O,R) (Fig. 417). Atunci [ se C

transformd in O si dreapta IC, se transformad in dreapta paraleld ‘i
0OA', de unde rezulta ca punctul A4' este omoteticul punctului B ‘N' C

C, prin omotetia consideratd. Analog prin omotetia [ (M ,£j Al
r

se corespund punctele B' si C, respectiv C' si C_, deci
dreptele 4'C,,B'C,,C'C, sunt concurente in punctul M.

’ 2 [ p2
Observatie: Avem: MI :rlzﬁ si MO :%.
—r —r

Demonstratie: Deoarece MO = £MI ,Ol = MO—~MI =~R* —2Rr (relatia lui Euler)
r

r

avem: MI = OI, de unde rezulta concluzia.

Ol si MO =

—-r —-r

8) Ortocentrul triunghiului circumpedal A'B'C' al centrului cercului inscris I in
triunghiul ABC este punctul 1.
Demonstratie. Vezi ,,Cercul nscris”.

9) Fie A'B'C" triunghiul circumpedal al centrului cercului inscris in triunghiul ABC si
A,B,,C, picioarele bisectoarelor interioare ale triunghiului ABC. Atunci,

1 1 1 >18

Ji4 BB Joc VR

Demonstratie. Din puterea punctului 4, fatd de cercul circumscris rezultd

2

/ .
AA-AA=AB-AC, de unde AIA’=% unde /, = 2be -cos£(= AA4,). Atunci,

(b+c) —a b+c 2
A A a 44 a Y . a a
= , de unde —= , deci JA'A4 = AA' < ——~/2R.

A4, (b+c) -d AA' (b+cj ' b+c b+c
Avem: ! !

>
JA4'4, +\/B’Bl +\/C'C1

1 (b-i—c c+ta a+cj 1 (b aj [
— + + > “ = |+ =+ |+
2R\ a b c V2R \a b a c

s
|
N—
|
7N\
o |
+
Sl o
N—
\Y2
ﬁm
=
Il
= | %
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10) Fie A'B'C' triunghiul circumpedal al centrului cercului inscris 1 in triunghiul
ABC. Atunci, IA-1C =2r-IB' §i IA"IC'=R-IB.
Demonstratie. Deoarece B' este centrul cercului circumscris triunghiului AIC (vezi

,leorema lui Beltrami”-Cecuri exinscrise) rezultd /4 =2IB"sin Ucr :ZIB'-%, deci

IA-IC=2r-IB'=r-1I, (unde [, este centrul cercului exinscris). Deoarece
m(IBC") = m(BIC") = 180° — m(BIC) m(BC'I) = m(BAC) rezultd

IC'_BI IC'_sinBCI sinfBC' _ sinBCI si cum [B=2I4"sinBCM obtinem
BC BC Bl sinBIC sinBC'I sinBAC
[4“IC'=R-IB.

11) Fie A'B'C' triunghiul circumpedal al centrului cercului inscris (1) in triunghiul

ABC in raport cu acest triunghi i d ,d,,d. distantele dintre punctele A',B',C' respectiv

la dreptele BC,CA,AB  si r,71,,7.
d, d

d
triunghiului ABC. Atunci, —*~+—+—=1.

o L

razele cercurilor exinscrisecorespunzdtoare

Demonstratie. Deorarece A' este mijlocul arcului @C, avem
A'B=A'C, de unde rezultd proiectia lui A4' pe BC este
punctul M _, mijlocul segmentului BC (Fig. 418). Din

a

. . . . A
teorema sinusurilor rezulta A'B=2R smz ,

M_A'=A'Bsin4' BM, :A’Bsing :2Rsin2§:da. Cum

d, 2R A A Rsind

A .
r,=p-tg— avem: —~=—-sih—coSs— , de
2 7, p 2 2 p

ier__ Rsin A+ Rsin B+ RsinC

c

unde:ﬂJr 1.

v n, T P

a c

12) Fie A'B'C' triunghiul circumpedal al centrului cercului inscris I in triunghiul
ABC, {N}=A'BNBC,{M}=A'CNBC,{P}=A'BNAC{S} =A'CNAB,{R} =B'C'NAB,{0} =B'CNAC.
Dreptele MO,NR si PS sunt concurente.

Demonstratie. Patrulaterul ABA'C  fiind inscriptibil, din
teorema lui Ptolemeu obtinem AA"BC =BA“AC+ A'C-AB si
cum BA'= A'C rezultd ﬂz—AB+AC (1) (Fig. 419). Daca

BA' BC

{D}= AA'" BC din teorema bisectoarei in triunghiul A4BD,
Al _ 4B _ BC-4B
D BD’ " AB+AC
Al _ AB+AC

ID BC

obtinem: Cum rezultd

. Din teorema bisectoarei pentru triunghiul

AS A4’ AB+AC

AA'B avem: =
BS BA' BC

(din relatia 1), de unde
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% = % ,deci SIOBC. Analog IP[1BC ,deci I € SP.La fel se arata ca punctul / apartine
dreptelor RN si MQ.
13) Triunghiul circumpedal A'B'C' al punctului lui Lemoine al triunghiului ABC are

aceleasi simediane ca triunghiul ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Triunghiuri cosimediane”.

14) Triunghiul circumpedal A'B'C' al punctului lui Lemoine al triunghiului ABC are
laturile proportionale cu medianele triunghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Triunghiuri cosimediane”.

15) Triunghiul circumpedal al unui punct al lui Brocard al
triunghiului ABC este congruent cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Fie A'B'C' triunghiul circumpedal al
punctului 2 al Iui Brocard al triunghiului 4BC (Fig. 420).

Deoarece m(@'A 'A) = m(@'CA) = m(@'BC) si
m(B"4' 4) = m(B"BA) rezulta ca m(E)4'B') = m(€BA), deci

B'C'= AC . Analog se arataca C'4'= AB si A'B'= BC, deci
triunghiurile ABC si C'A4'B' sunt congruente.

Fig. 420

16) Fie AB,C, triunghiul cicumpedal al centrului cercului circumscris (O) al unui

triunghi ABC in raport cu acest triunghi, M M, M triunghiul median al triunghiului

ABC. Daca punctele S,,S,,S. impart segmentele orientate AM ,BM,,C M in acelasi
raport k € \{1;4/3}, atunci dreptele AS,,BS,,CS, sunt concurente intr-un punct situat

pe dreapta lui Euler a triunghiului ABC.
Demonstratie. Consideram un reper cartezian cu originea in O (Fig. 421).

——— 04, —kOM — k= =]
Avem: OS, = 11 p £ = kl 1[0A+§(OB+OC)}. Fie un punct Q pe dreapta AS,
astfel  incat &21, Avem 0—Q=L[O—A—10—SJ, A
— 1 — 1 —_— k=
00Q=—04-————|04+—(0B+0C) |,

1-1 (1-D(k-1) 2

— 1+/-k — Ik — Ik — C
00 = 04+ -OB + -oc. B \_/
Q 1-DH(1-k) 2(01-DH(-k) 2(1-DH(1-k) A
- 1
Determindm pe /el \{l} astfel incat OQ sa aibd o scriere Fig. 421
simetrica in  raport cu  vectorii O—A, 53, ocC.
Atunci, 2(1+/—-k) =1k , sau l=% (cu /=1 daca si numai dacd k=4/3). Pentru

[ =

k obtinem: @ = ﬁ(@ +OB+ FC) . Consideram Q'e BS,, Q"eCS, care

impart vectorii corespunzatori in acelasi raport [/, rezultd OQ’zOQ"zTQ, adica
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0=0'=Q", deci existd un punct comun dreptelor A4S ,BS,,CS. daca

0G = w rezulta ca punctele Q,0 si G sunt coliniare.
Observatii:
1) Dacak =g dreptele AS,,BS,,CS, sunt paralele cu dreapta lui Euler.

2)Dacd k=2 ,atunci §, =8, =S, =H si Q este ortocentrul triunghiului.

II1.18. Triunghiul simedian

»Natura vorbeste in limba matematicii: literele sunt cercurile,
triunghiurile si alte figuri geometrice.” — Galileo Galilei'"

Triunghiul K _K,K_ determinat de intersectiile simedianelor cu laturile triunghiului 4ABC se
numeste triunghi simedian.

1) Daci K este punctul lui Lemoine al triunghiului ABC si K _K,K_ triunghiul simedian
. . AK b+
al acestuia, atunci =
. a

Demonstratie. Din teorema lui Van-Aubel
AK  AK, AK,

= — + ,
KK, KB K,C
AK b & b+

=t —=
KK, b a a

rezulta: adica

Observatie: Prin permutdri circulare se obtin
K a’+b’ ; CK b +d’

relatiile:

T KK, ot KK, e
2) Aria triunghiului simedian K, K,K, este egald cu:
4 B 2a°h*c? 4

KKK, ] (a2+b2)(b2+cz)(cz+a2) ABC]*
: 2 2
Demonstratie. Avem Aax, ZAK” AK, ?lnA:AK/’ 4K, =— bz 02 -~ (D).
A 45c1 AB-AC-sin 4 AB-AC  (a"+b")(a +c”)
272 2.2

Analog, A[BK(,K(,] _ ab Q) si A[CKaK,,] _ ac 3), iar

A[ABC] B (az +Cz)(b2 +Cz) A[ABC] - (az +b2)(b2 +C2)

! Galileo Galilei (1564-1642) — matematician, fizician, astronom si filosof italian
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A[KaKbK(] =A[ABC]_A[AK,)KC]_A[KaBKC]_A[KaK,,C] (4). Din relatiile (1), (2), 3) si (4) rezultd
2a°b*c?
Ak = 7 oo o Auscr
(a®+b°)b +c )" +a”)

3) Aria triunghiului simedian ABC este maximd, atunci cdnd triunghiul ABC este
echilateral.
. - o 2a°b’c’
Demonstratie. Ay .  ,este maximd, atunci cand raportul ——————— - este
e (a+b )b +c™)c +a”)

x+y
2

maxim. Utilizdnd inegalitatea mediilor >\x-y pentru x,y>0 obtinem:
272 2 272 2

— 262 b Cz 5 < 2a2b202 =l. Egalitatea se obtine pentru a=>b=c, dacad

(@ +b° )b +c")c"+a”) 8ab'c 4

triunghiul ABC este echilateral si K K, K_ este triunghiul median al triunghiului 4ABC.

4) Coordonatele triliniare ale virfurilor triunghiului simedian K K, K_sunt: K0, b, c),
Ky(a, 0, ¢), K.(a, b, 0).
Demonstratie. Vezi [26].

II1.19. Triunghiul A oo

,In zadar vor matematicienii sa ascunda: ei nu demonstreaza, ci combina si numai izbindu-se dintr-o parte in alta
ajung la adevar.”- Evariste Galois'*

Notdm cu A,. un triunghi 4BC care are un unghi de 60‘3,(m(gl)=6O°),Ha,Hb,HC
proiectiile varfurilor 4, B, C pe laturi; 4,,B,,C, picioarele bisectoarelor interioare,

M, M, ,M, mijloacele laturilor triunghiului ABC, O centrul cercului circumscris
triunghiului 4BC (Fig. 423).

1) Intr-un triunghi Ay, avem: m(HIM H,) = 60°.

Demonstratie. Deoarece H M ,=H M, (: B_ZCJ’ rezultd ca triunghiul H M B este
isoscel, deci m(@cMaB) = 180°—2m(%) , dar cum m(@bHaHC) = 1800—2m(%) , avem
ca @CM B= @)H JH, adicd patrulaterul H _H M _H, este inscriptibil,atunci
m(EM H))=m(HH H,). Dar  m(HH H)=180°-2m(4) =m(A)=60°, deci
m(HM H,) = 60°.

192 Evariste Galois (1811 — 1832) — matematician francez, contributii remarcabile in algebra
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2) Triunghiurile M H, H_,AM, H_si AH,M_ sunt echilaterale.
. . BC .
Demonstratie. Deoarece m(ﬁ)M J,)=060° iar HM =HM, | = - rezultd ca

triunghiul M H,H_ este echilateral. Analog pentru celelalte doud triunghiuri.

Fig. 423

3) Proiectia unei laturi care formeazd unghiul de 60° pe cealaltd este egali cu jumatate
din latura proiectata.
Demonstratie. Triunghiurile AM H ., AHM, fiind  echilaterale,  rezulta

AH, = AM, =A—2C, AH, = AM, :%.

4) Lungimea segmentului AH (H este ortocentrul A .ABC) este egali cu lungimea razei

cercului circumscris triunghiului ABC.
Demonstratie: Avem AH =2Rcos A=2Rcos60°=R.

5) Patrulaterul B IC A este inscriptibil (I este centrul cercului inscris in A ABC ).

Demonstratie. Avem m(D BllCl) = %m(D ABC +[ ACB) = m([ A).

6) Lungimea segmentului Al este egala cu diametrul cercului inscris triunghiului ABC.

Demonstratie. Din r = Al sing = AIsin30° rezultd Al =2r.
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7) Punctele B, C, O, H, I, I  apartin unui cerc simetric cercului circumscris triunghiului
A ABC in raport cu latura BC (unde 1, este centrul cercului A — exinscris).
Demonstratie. Centrul cercului circumscris triunghiului BIC - punctul O, —se afld pe
mijlocul arcului BC al cercului circumscris triunghiului ABC si trece prin punctul 7.
Raza acestui cerc este egald cu R — raza cercului circumscris triunghiului A . ABC -
(triunghiul O, BC fiind echilateral). Avem: O, B=0,C=0,0= 0,I=01,=R, deci O
este punct pe cercul cu centrul in O, si raza R. Deoarece m(J BOC)=2m(U 4) =120°si
m(UBHC)=m({U H,HH,)=180°-m(0 4) =120° rezultd =~ ca Boc =BHC , deci
patrulaterul BHOC este inscriptibil, deci si punctul H apartine cercului pe care se afla
punctele B,C,0,1 si I,.

8) Puntele A, H,,H,, H, O, (O, este centrul cercului lui Euler al triunghiului A .ABC)

apartin unui cerc de razd R/2.
Demonstratie. Punctele A, H,,H_,H apartin cercului cu centrul in punctul M, - mijlocul

segmentului 4AH — si de razd. Deoarece M0, :E (linie mijlocie in triunghiul OAH )

rezultd cd O, apartine si el cercului de mai sus.

9) Patrulaterul AHO,O este romb.
Demonstratie. Avem: AH = HO, = 0,0 = OA = R.Diagonalele rombului sunt bisectoarea

unghiului A si dreapta lui Euler aA . ABC (O, fiind mijlocul arcului BC al cercului
circumscris [1ABC).




10) Centrul cercului lui Euler al triunghiului A ABC este mijlocul segmentului AO,.
Demonstratia rezulta din proprietatea precedenta.

11) Bisectoarea exterioara a unghiului A si dreapta Ilui FEuler a triunghiului
Ay ABC sunt perpendiculare.

Demonstratia rezulta din proprietatile precedente.

12) Triunghiul Ol H este isoscel.

Demonstratie. Deoarece AI, 1 OH , punctele 1,0,,I, sunt coliniare rezultd /, O =1 H.

13) Triunghiul OIH este isoscel.

Demonstratie. Deoarece [ este mijlocul arcului OH in cercul circumscris rezulta OI=IH.

14) In triunghiul A ABC sunt adevirate relatiile:
i) a°=b>+c*-bc; ii) p= (R+r)x/§ ;dii) be=4r(R+r); iv) h, = 2r[1+%j, unde

h,=AH,;v) A[ABC] = 414‘[AH,,H(,} :

Demonstratie.

i) Din teorema cosinusului in triunghiul Ao ABC rezultd

a’=b>+c*—2bccos A=b" +c* —bc

ii) Deoarece OI = IH rezultd R(R—2r)=4R*+4Rr+3r’ — p*,deunde p = (R + r)\/g .
h,-a b3

i) Avem: 4,0y === = === pr=r(R+ "3, de unde be =4r(R+r).

b3 be3 be 4r(R+7)

iv)Din h, -
2a  4RsinA 2R 2R

rezultd h, = 2r[1+1j.
R

v) Din AH, =bcosA=é, AH, =ccos A== rezultd Ay = AH, AR, sind _ bey3 ,
2 2 re 2 16

deci A[ABC] = 4A[AH,,HC] .

14) Intr-un triunghi Ay triunghiul ortic, triunghiul de contact, triunghiul tangential si

triunghiul antisuplementar [ 1,1 sunt triunghiuri A .

Demonstratie. Deoarece m(@bHaHL,) =180°— 2m(gl) = m(gl) =060°rezultd ca triunghiul
ortic este un triunghi Ag.. Fie C,C,C, triunghiul de contact al triunghiului ABC. Avem
mlU C.C,C)=mlU C.C.I)+mlU C,C,I)=m{ C.B)+m{ C,CI)= %[m(l] B)+m( C)]=60°

deci triunghiul C,C,C, este un triunghi A, . Deoarece triunghiurile ortic (H H,H ) si
tangential (7, 7,7.) ale unui triunghi sunt omotetice, rezultd ca

m(EBTATC) =180°—2m(A) = m(A4) = 60° , deci T,T,T. este un triunghi A, In triunghiul
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antisuplementar 11,1, avem: mU1,1.1,)=180°~[m(0 I BC)+m( I,CB)]=

180° —[(900 —%m([ B)j + (90° —%m(ﬂ C)ﬂ = 60°deci 1,1,1, este triunghi A, .

Observatie: Triunghiul A se mai numeste triunghi semiregulat in unghiuri.

15) Fie triunghiul A, ., H ortocentrul siu. Mediatoarele segmentelor BH, CH

intersecteazd dreptele AB, respectiv, AC in punctele M §i N. Punctele M, H §i N sunt
coliniare.
Demonstratie. Fie M, si N, mijloacele segmentelor BH, respectiv. CH. Deoarece:

m(U BHH ) = 60°, iar triunghiul MBH fiind isoscel rezulta
m(U MBH) =m({ MHB)=30°, de unde m(UMHH_)=30°, adicd punctul M apartine
bisectoarei unghiului ﬂCHB . Analog se aratd ca punctul N apartine bisectoarei unghiului

thC, de unde rezultd concluzia.

II1.20. Triunghiul medianelor
,Geometria este arta de a judeca pe desene rau efectuate.” - Niels H. Abel'”

1) Sa se arate ca se poate construi un triunghi avind laturile de lungimi egale cu
lungimile medianelor unui triunghi ABC .

Demonstratie. Fie AM,, BM,, CM, medianele
triunghiului ABC §i G centrul sdu de greutate. Prin
punctele C si M_ ducem paralele la medianele BM, ,

respectiv. AM, si fie C' punctul de intersectie dintre

aceste paralele, iar {D}y=AM , NnCC',
{E}=M_C'nBC (Fig. 425). Evident GM, =M D, si
deoarece M, C'UGD, avem E =Q =2, de unde
MC MC 3
3 3 32

rezulti M,C'=>GD==AG=>-2.AM, = AM, (1).
T2 2 23

Deoarece M, este mijlocul segmentului GD si Fig. 425
M _.C'UGD, rezultd cd CE este mediand In triunghiul

MG EM,
GC M,C
M _CC'. Din congruenta triunghiurilor BGM_ si CDM, rezultd ca BG =CG, de unde

M,CC'. Din

1 . S
:5 rezultd cd M, este centrul de greutate al triunghiului

19 Niels H. Abel (1802-1829) — matematician norvegian, contributii fundamentale in algebra
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%MMb :§CC ', adica MM, =CC"' (2). Din relatiile (1) si (2) rezulta ca triunghiul

M _CC'" are laturile de lungimi egale cu cele ale medianelor triunghiului ABC .

Observatie : Triunghiul avand laturile de lungimi egale cu lungimile medianelor unui
triunghi ABC se numeste friunghiul medianelor corespunzator triunghiului 4BC .

2) Daca a, b, c sunt lungimile laturilor triunghiului ABC, atunci medianele
triunghiului medianelor corespunzator triunghiului ABC au lungimile egale cu : 3a/4,
3b/4, respectiv 3c/4.

3 3

Demonstratie. Din aplicatia precedenta rezulta CE = ) CM, = 2 BC,

MCM;:%MQMC:%AC si C’C":%AB, (unde M, si C" sunt mijloacele laturilor

CC', respectiv M .C).

3) Unghiurile triunghiului medianelor au masurile egale cu suplementele coordonatelor
unghiulare ale centrului de greutate al triunghiului ABC .

Demonstratie. Deoarece CC'UBM, si C'M_ UAM, rezultd ca
m(#.C' D) =m(M GB) =180 —m(4GB) si m(E M _C)=mM GC)=180"-m(4GC);
m(M_CC")=180" —m(BGC) .

[1.21. Triunghiuri omologice

Triunghiurile ABC si A'B'C' se numesc
omologice daca dreptele AA', BB' si CC'
sunt concurente. Punctul O de concurenta al
dreptelor A4A4', BB' si CC' se numeste
centrul de omologie al triunghiurilor ABC si
A'B'C'; varfurile 4 si A', B si B', C si
C'se numesc omoloage, iar dreptele BC si
B'C',CA si C'A', AB si A'B' se numesc
omoloage. Fie {L}=BCnNB'C",
M}=4ACnA'C'" si {N}=ABnA'B'.
Triunghiurile date sunt triomologice daca
admit trei centre de omologie.

1) Punctele de intersectie ale dreptelor
omologe, a doua triunghiuri omologe
coplanare, sunt coliniare.

Demonstratie. Vezi ,,leorema lui
Desargues”.
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Dreapta ce contine punctele L,M,N se numeste axd de omologie. Daca triunghiul
A'B'C" este inscris n triunghiul ABC, atunci dreapta LMN se numeste polara triliniarda,
iar O se numeste pol triliniar.

Observatie: Dreapta ce uneste picioarele bisectoarelor exterioare este polara triliniard a
centrului cercului inscris.

Teorema lui Casey

2) Fie triunghiurile ABC, A'B'C', A"B"C" doud cdte doud omologice, O centrul
comun de omologie {M}=ABNA'B', {M'}=ACNA'C', {N}=ABnA"B",
{N}=A4CnA"C", {P}=A'B'nA"B", {P}=A'"C'nA"C". Dreptele MM',NN' si
PP' sunt concurente.
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Demonstratie. Aratam ca triunghiurile MNR si M'N'P' sunt omologice cu ajutorul
reciprocei teoremei lui Desargues. Astfel, deoarece
MNAM'N'={A},PMP'M'={A4"}, si NPNN'P'={A"}, iar punctele A,A',A4"
sunt coliniare, rezulta ca dreptele MM ', NN' si PP' sunt concurente.

3) Fie triunghiurile ABC si A'B'C' cu proprietatea cd existd punctele L,M,N astfel
incit {L}=BCNB'C', {(M}=ACNA'C'si {N}=ABNA'B"', iar dreptele AA' si BB'
nu sunt paralele. Dacd punctele L,M §i N sunt coliniare, atunci dreptele AA', BB' si

CC' sunt concurente.
Demonstratie. Vezi ,,Teorema lui Desargues”.

II1.22. Triunghiuri ortopolare

,-Moisil a fost mai mult decat un savant, a fost mai multi savanti intruniti in sesiune permanenta sau luandu-si
locul unul altuia in cicluri succesive mari, reprezentate de temele fundamentale pe care le-a abordat. A fost pana in
ultimele zile deschizitor de drumuri, inovator. in aceast aventura spirituald nu a admis dilentatismul superficial.”
— Mircea Malita

Teorema lui Lalescu™”’
1) Fie ABC si A'B'C'doud triunghiuri inscrise in acelagi cerc. Dacd dreapta Simson a
véirfului A' in raport cu ABC este perpendiculard pe dreapta B'C'atunci : i) aceastd
Dproprietate este valabild pentru toate virfurile triunghiului A'B'C'; ii) Dreptele Simson
ale virfurilor triunghiului ABC in raport cu triunghiul A'B'C' sunt perpendiculare pe
laturile triunghiului ABC.

Demonstratie. 1) Fie N proiectia lui 4' pe BC
si A" al doilea punct de intersectie dintre
A'N cu cercul circumscris triunghiului
ABC. Cum dreapta lui Simson (s,.) a

punctului 4" in raport cu triunghiul ABC
este paralela cu AA", atunci pentru ca
s, LB'C' trebuie ca B'C'L A4" si fie
{E}=B'C'nAA", {D}=B'C'nBC.

Patrulaterul A"EDN este inscriptibil si

atunci JAA"A'=0 B'DB, deci
m(AA") = m(B' B)+m(CC") . Egalitatea
precedenta este echivalenta cu

Fig. 428

m(AA4") +m(B'B) + m(€C") = 0(mod 360°)
(1) (unde am evaluat masurile arcelor in sens
trigonometric). Proprietatea i) este verificatd pentru toate varfurile triunghiului 4'B'C"'

deoarece permutarea ciclica a cuplurilor (4, 4"),(B,B"),(C,C") nu modifica relatia (1). ii)

Relatia (1) nu se modifica daca se inverseaza tripletele (4,B,C)si (4',B',C"), atunci

1 Traian Lalescu (1882-1929) — matematician roman, contributii importante in geometrie
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dreptele lui Simson ale triunghiului ABC in raport cu triunghiul A'B'C'sunt
perpendiculare pe laturile triunghiului ABC.

Triunghiurile ABC si A'B'C' cu proprietatea de mai sus se numesc triunghiuri S'” (sau
ortopolare) unul in raport cu altul.

2) Triunghiurile ABC si A'B'C' sunt triunghiuri S dacd §i numai dacd
m(AA") +m(B'B)+m(€C") = 0(mod 360°) .
Demonstratia rezulta din teorema lui Lalescu.

3) Dacia ABC §i A'B'C' sunt doud triunghiuri S, atunci dreptele lui Simson ale
vérfurilor triunghiului A'B'C' in raport cu triunghiul ABC si ale vérfurilor
triunghiului ABC in raport cu triunghiul A'B'C' trec prin acelasi punct care se afli la
mijlocul segmentului ce uneste ortocentrele celor douda triunghiuri.
Demonstratie. Fie H si H' ortocentrele triunghiurilor ABC, respectiv A'B'C'; M, N si P
mijloacele segmentelor HA', HB' respectiv
A HC'. Triunghiurile MNP si A'B'C'au
laturile paralele. Deoarece dreptele lui Simson
ale punctelor A.B',C' in raport cu
triunghiul ABC sunt perpendiculare pe
B'C',A'C" respectiv A'B' si ele trec prin
punctele M,N, respectiv P (vezi ,,Dreapta lui
Simson”). Dreptele lui Simson ale punctelor
A',B',C' 1in raport cu triunghiul 4BC sunt
indltimile triunghiului MNP, deci concurente
in ortocentrul acestuia, punct care este
mijlocul segmentului HH'. Schimband
rolurile triunghiurilor ABC si A'B'C"' rezulta
ca dreptele Simson ale varfurilor triunghiul
A'B'C" in raport cu triunghiul A4BC sunt
concurente tot in mijlocul segmentului HH'.

Bl

4) Consecintia: Daca H si H' sunt ortocentrele triunghiurilor S, ABC si A'B'C',
atunci triunghiul omotetic triunghiului ABC prin omotetia 7 (H'1/2) si triunghiul

omotetic triunghiului A'B'C' prin omotetia 7/ (H,1/2) au acelasi ortocentru in punctul
comun al dreptelor lui Simson.

5) Fie (ABC,apy) si (ABC,a'B'y") doud perechi de triunghiuri S inscrise in acelasi
cerc. Triunghiurile affy si o'p'y' sunt triunghiuri S unul fata de celilalt.
Demonstratie:  Deoarece triunghiurile ABC si ofy sunt triunghiuri S rezultd :

m(Aa)+m(BB)+m(€y) =0(mod360°) (1), iar din faptul ci triunghiurile ABC si
o' B'y" sunt triunghiuri S rezultd m(4a')+m(BB')+m(€y") = 0(mod360°) (2). Din (1) si

?Denumirea a fost dati de Traian Lalescu
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(2) rezulta m(ga )+ m(%ﬂ )+ m(%/ ") = 0(mod360°), adica triunghirile afy si a'f'y’
sunt triunghiuri S.

6) Consecintd : In cercul circumscris unui triunghi ABC se pot inscrie o infinitate de
triunghiuri S in raport cu triunghiul ABC .

Observatie: Toate aceste triunghiuri inscrise in cercul circumscris triunghiului 4BC,
impreuna cu triunghiul 4ABC determina o familie de triunghiuri S .

7) Dreapta lui Simson a unui punct M in raport cu triunghiurile afy inscrise in acelasi
cerc cu triunghiul ABC, fata de care sunt triunghiuri S, pastreazd o directie fixd.
Demonstratie. Consideram o coarda NP in cercul circumscris triunghiului ABC, astfel incat
triunghiul MNP este un triunghi S fatd de familia de triunghiuri consideratd. Atunci,
dreptele lui Simson ale punctului M 1in raport cu triunghiurile considerate sunt
perpendiculare pe dreapta NP.

Observatie. Proprictatea precedentd poate fi reformulatd astfel: dreptele lui Simson ale
unui punct M in raport cu triunghiurile S sunt paralele intre ele.

8) Doud triunghiuri inscrise in acelasi cerc care au un virf comun §i laturile opuse
paralele, sunt triunghiuri S.
Demonstratie. Fie A varful comun triunghiurilor ABC si  AB'C'. Deoarece

B'C'0BCrezulta m(B'B)=m(€'C), atunci m(B'B)+m(€'C)=0 unde arcele B'B si

€'C au fost masurate in sens trigonometric. Conform relatiei (1) rezultd ca triunghiurile
ABCsi AB'C' sunt triunghiuri S.

9) Consecinta: Dacd unuia dintre triunghiurile unei familii S deplasam o laturd
paraleld cu ea insdsi, triunghiurile ramdén, de asemenea, triunghiuri S .

Observatie: Din cele de mai sus se pot deduce diferite procedee de constructie a unui
triunghi S 1n raport cu un triunghi dat, cand i se cunosc doua varfuri. Astfel, fie triunghiul
ABC sipunctele B' si C' pe cercul circumscris triunghiului 4ABC .

i) Construim dreapta Iui Simson d,, a punctului B' in raport cu triunghiul ABC . Punctul

de intersectie dintre perpendiculara dusd din C' pe d,. si cercul circumscris triunghiului

ABC este cel de-al treilea varf al triunghiului cerut (Fig. 430).

ii) Prin varful A al triunghiului 4ABC construim o paralela la dreapta B'C'care
intersecteazi din nou cercul in A" . Punctul de intersectie dintre paralela dusi din A" la
BC cu cercul circumscris triunghiului ABC este varful A' al triunghiului cautat (Fig.
431).

425



iii) Prin varful 4 al triunghiului ABC construim perpendiculara pe coarda B'C' care

intersecteaza cercul circumscris triunghiului 4ABC in A" . Perpendiculara din 4" pe BC
intersecteaza cercul in A4'-punctul cautat (Fig. 432).

A A A’
A

1 C
'-...‘ /Cl
A

Bl
Fig. 430 Fig. 431 Fig. 432

10) Triunghiurile ortic H H, H_ si median M M, M ale unui triunghi sunt triunghiuri
S in cercul lui Euler al triunghiului ABC .
Demonstratie. Perpendiculara din punctul M,

A

pe latura H,H_ a triunghiului ortic intersecteaza

a doua oara cercul lui Euler al triunghiului ABC
in punctul eulerian A'(mijlocul segmentului AH)
(Fig. 433). Intrucat perpendiculara din A' pe
latura M,M_ a triunghiului median cade in

punctul H_, rezultd - conform observatiilor

precedente - ca triunghiurile median si ortic ale
triunghiului ABC sunt triunghiuri S in cercul lui
Euler al triunghiului ABC .

11) Mijlocul segmentului ce uneste ortocentrele
triunghiurilor median si ortic ale unui triunghi
ABC este punctul lui Spieker al triunghiului
ortic.

Demonstratie. Deoarece triunghiurile H H,H,  si M M ,M_ sunt triunghiuri S vom arita

ca punctul lui Spieker al triunghiului ortic este punctul de intdlnire al dreptelor lui Simson
ale varfurilor triunghiului M M, M _ 1in raport cu triunghiul H H,H_ (Fig.433). Segmentul
A'M, este diametru In cercul lui Euler , A'M, L H, H, sifie {4}=H,H.nA'M,, 4
fiind mijlocul segmentului H,H_ (vezi “Cercul lui Euler”), deci dreapta lui Simson d,, a
punctului M, in raport cu triunghiul H H,H_ trece prin A4 . Deoarece H H, H_ si
M, MM, sunt triunghiuri S, rezulta ca d,, LM, M, deci d, LAH,. Fie B si C
mijloacele segmentelor H H_, respectiv H H,. Cum A'H, este bisectoarea unghiului

c

UH.HH, si BAUHH,, ACUHH, rezultd ca d, este bisectoarea unghiului
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U B AC, . Analog se aratd cd dreapta lui Simson d,, a punctului M, este bisectoarea

unghiului U A4 B/C,, deci punctul de concurentd al dreptelor lui Simson - mijlocul
segmentului ce uneste ortocentrele triunghiurilor S, H H,H st M M ,M_ - este punctul
lui Spieker al triunghiului ortic H _H, H _ .

12) Triunghiul A'B'C', determinat de punctele euleriene ale triunghiului ABC si
triunghiul A"B"C", avdnd ca vdrfuri punctele unde mediatoarele triunghiului ABC
intersecteazd a doua oard cercul Ilui Euler al triunghiului ABC, sunt doud
triunghiuri S .

Demonstratie. Dacd 0,0,0. este triunghiul lui Carnot al triunghiului ABC, atunci
triunghiul 4'B'C' este triunghiul median al triunghiului 0,0,0, , iar triunghiul 4"B"C"
este triunghiul ortic al aceluiasi triunghi (vezi ,,Triunghiul Carnot”) si conform
proprietatilor precedente, rezulta ca triunghiurile 4'B'C'si A"B"C" sunt triunghiuri S .

13) Triunghiurile ABC §i A'B'C' sunt ortopolare daci §i numai dacid abc=a'b'c'
(unde cu x am notat afixul punctului X).

Demonstratie. Fie P,Q,R picioarele perpendicularelor duse din punctul A' pe dreptele
BC,CA, respectiv AB.

Lema. Fie X un punct in interiorul unui triunghi ABC §i P proiectia lui X pe BC. Afixul

1 be _
punctului P este egal cu p=5[x—R—ix +b+cj, unde cu a,b,c,x am notat afixele

punctelor A,B,C, respectiv X, iar R este raza cercului circumscris triunghiului ABC.

Demonstratie. Ecuatiile dreptelor BC si XP sunt: (z—b)(c—b)—(z-b)(c-b)=0,
respectiv (z—x)(c — I;) +(z-Xx)(c—b)=0. Deoarece punctul P apartine dreptelor BC si
XP rezultd Qp-b—x)c—-b)+(b -%)c-b)=0, de unde
p=% [bmg (i—b)} b

cb Y PP T
erR2 RZ(?c -b)| sau p—z[bﬂc Rz(x b)} 2[x 2 x+b+cj.
c b

. . 1( , bc— 1( , ca—
Demonstratia  teoremei.  Avem: pzz a—Pa +b+c ,qzz a—?a +c+a |,

r =%(a'—;—[za_'+a+bj. Daca A' nu coincide cu un varf al triunghiului ABC, atunci

conditia de perpendicularitate dintre PQ si  B'C' este echivalentd cu

(ﬁ—q)(b'—c')+(p—q)(3' —Z‘) =0 sau (b —a)(R*—ca')(b'—c")+(b—a)R* -c -a_')(b_' -c)=0
2 2 2 2 2 2

sau mai departe r_E RZ—R—a (b'=c')+(b—a) Rz—cR— r_R =0, de
b a c b' '

unde rezultd ca (abc—a'b'c(a—-b)(c—a'\(b'-c")=0, deci abc=a'b'c'. Daca A'

coincide - de exemplu - cu varful 4, atunci dreapta lui Simson a Iui A4' este perpendiculara
din A4 pe BC. Dreptele A'P si B'C' sunt perpendiculare daca si numai daca BCB'C",

adica bc =b'c' sau abc=a'b'c'(deoarece a=a"').

427



[11.23. Triunghiuri ortologice
,,Orice numir este zero inaintea infinitului.” — Victor Hugo'®®

Triunghiul 4BC este ortologic cu triunghiul A'B'C' daca perpendicularele din
A, B, C pe B'C', C'A"' respectiv A'B' sunt concurente. Punctul de concurentd se
numeste centrul acestei ortologii.

1) Daca triunghiul ABC este ortologic cu triunghiul A'B'C', atunci si triunghiul
A'B'C' este ortologic cu triunghiul ABC.

Demonstratie. Solutia 1.Fie D, E, F proiectiile A'

punctelor A, B, si C pe laturile B'C',
C'A', respectiv A'B' (Fig. 434). Avem:
B'A’-B'D*=C'4>-DC"” =DA",
C'B*-C'E*=A'B* - A'E* = BE"*
A'C*~A'F*=B'C* -B'F* =CF”. Din relatiile
precedente prin sumare obtinem:
(B'A*+C'B*+A4'C*)~(B'D*+C'E* + A'F*) =
(A'B*+B'C*+C'A)—(A'E*+B'F* +C'D’) (¥)
Din  teorema lui  Carnot rezulta ca Fig. 434
B'D*+C'E°+A'F*=A'E*+B'F>+C'D".

Relatia (%) devine: BA+C'B+A4'C’=A'B +B'C’+C'A (**). Conditia ca
triunghiul ABC sa fie ortologic cu triunghiul A'B'C' este dat de relatia (**) . Pentru ca
triunghiul 4'B'C" sa fie ortologic cu triunghiul ABC este suficient sd permutam 1n relatia
(**) rolurile triunghiului ABC cu cel al lui 4'B'C", prin aceastd permutare se obtine tot

relatia (**), ceea ce arata ca si triunghiul 4'B'C" este ortologic cu triunghiul ABC .
Solutia 2. Notam cu P punctul de concurentd al perpendicularelor din 4, B, C pe laturile
triunghiului 4'B'C" si cu P' punctul de intersectie al perpendicularelor din 4' si B' pe
BC, respectiv AC. Avem: B'C'=P'C'-P'B,C'4'=P'A'-P'C',A'B'=P'B'-P'4".
Folosind aceste relatii obtinem 0=PA-B'C'+PB-C'A'+PC-A'B" =
P'C"-BA+P'B"-AC+P'A"-BC.Cum P'B'L AC si P'A' L BC,avem P'B"-AC=0 ,
P'A-BC=0, deci P'C"-BA=0 , de unde rezulta P'C'l AB. Prin urmare
perpendicularele din A", B',C" pe laturile triunghiului ABC sunt concurente in P'.

Doud triunghiuri care satisfac proprietatile de mai sus se numesc orfologice.

Fie P si P' cele doud centre de ortologie ale triunghiurilor ABC si A'B'C'. Daca
centrele de ortologie P si P' coincid, atunci triunghiurile se numesc bilogice.

2) Douda triunghiuri ABC si A'B'C' sunt ortologice daca §i numai dacd este adevdirati
relatia: B'A" +C'B°+A4'C* =A'B* +B'C* +C' 4’
Demonstratia rezulta de mai sus.

1% Victor Hugo (1802-1885) — scriitor francez
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3) Triunghiul ABC si triunghiul podar al unui punct P sunt ortologice, centrele de
ortologie fiind P i izogonalul siu P'.
Demonstratie.

Triunghiul A'B'C' este ortologic cu triunghiul ABC, centrul acestei ortologii fiind P.
(Fig. 435). Conform teoremei de ortologie si triunghiul ABC este ortologic cu triunghiul
A'B'C', centrul acestei ortologii fie cd este punctul P'. Patrulaterul BA'PC' fiind
inscriptibil ~ rezultd: m (00 ABP ") =90°-m((J A'C'B)=90°-m(U BPA") =
m({J PBA"Y=m(0 PBC),deci 0 ABP =1 P'BC adica dreptele BP si BP' sunt
izogonale. Analog se aratd ca dreptele AP si AP'sunt izogonale, deci punctele P si P' sunt
izogonale.

4) Triunghiul antipodar al unui punct P este ortologic cu triunghiul cevian al punctului
P in raport cu triunghiul ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Triunghiul antipodar”.

5) Triunghiul antisuplementar [ 1, 1. si triunghiul cevian al centrului cercului inscris

intr-un triunghi ABC sunt ortologice.
Demonstratie. Vezi ,,Dreapta lui Euler”.

6) Daca triunghiurile ABC si A'B'C' sunt ortologice avind centrele de ortologie P si
P', atunci coordonatele baricentrice ale lui P in raport cu triunghiul ABC sunt egale
cu coordonatele baricentrice ale lui P' in raport cu triunghiul A'B'C" .

Demonstratie. Deoarece A'P'1 BC, B'P'1 AC, C'P'1 4B rezulta:
sinB'P'C'=sin'4, sinP'B'C'=sinPAC si sinP'C'B'=sin PAB (Fig. 435). Din teorema
P'B _  PC i P'B' _ P'C'
sinP'C'B'  sinP'B'C' sinPAB  sin'PAC
Arac) _ b-PAsin PAC _ b sinPAC
Apis)  c-PAsinPAB ¢ sinPAB

b . ¢ :A[PAC] a . b :A[PBC]
P'B""P'C" Apup P'A"" P'B" Apcy

(4). Relatiile (3) si (4) dau coordonatele baricentrice ale punctului P' in raport cu

sinusurilor 1n triunghiul P'B'C' rezulta

sinPAC _ P'C'
sinPAB  P'B'

de unde : (1). Atunci, (2).Din

relatiile (1) si (2) rezulta (3). Analog se arata cd
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triunghiul ABC': 4,011 Ape gy Ap gy =[P'B"P'C'sind]:[P'C"P' A'sin B]:[P'4"P'B'sinC] =

a . b . ¢ _ .
PlA"PlBl-P!C’_A A .A

(pec] * Apac] - A[pas] -

Observatie: Proprietatea de mai sus ne aratd ca dacd P este centrul de greutate al
triunghiului ABC , atunci P' este centrul de greutate al triunghiului 4'B'C".

7) Triunghiul ortic H H, H_ al triunghiului nedreptunghic ABC si triunghiului ABC

sunt ortologice, centrele de ortologie fiind ortocentrul §i centrul cercului circumscris
triunghiului ABC .

Demonstratie. Perpendicularele din varfurile 4, B, C ale triunghiului nedreptunghic pe
laturile B'C', C'A' respectiv. A'B' sunt concurente in centrul cercului circumscris
triunghiului 4BC (vezi ,,Triunghiul ortic™).

8) Fie H H,H_ triunghiul ortic al triunghiului ABC, H,,H, ,H. punctele diametral
opuse punctelor H ,H,, respectiv H, in cercul Ilui Euler al triunghiului ABC.
Triunghiurile ABC si H_,H,H, sunt ortologice.

Demonstratie. Deoarece triunghiurile H_ H,H, si H,H,H, sunt omotetice, rezultd -
conform proprietatii precedente - OA4 L H.H,,OB L H.H, si OC 1L H,H,, adici
triunghiurile ABC si H_,H,H_ sunt ortologice , centrul cercului circumscris triunghiului
ABC fiind unul dintre centrele de ortologie.

9) Doud triunghiuri ABC §i A'B'C' simetrice fatd de o dreaptd sunt ortologice.
Demonstratie. Deoarece AB'= BA', BC'=CB' si CA'= AC',  relatia
B'A+C'B +A4'C* =A4'B* +B'C* +C' A” este evident adevdratd, deci triunghiurile ABC
si A'B'C'sunt ortologice.

10) Fie A', B', C' simetricele varfurilor A, B, C ale unui triunghi ABC fatd de

dreapta lui Euler a triunghiului ABC . Triunghiurile ABC §i A'B'C' sunt ortologice.
Demonstratia rezulta din proprietatea precedenta.
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II1.24. Triunghiuri paralogice

,,uUsor nu e nici cantecul. Zi

si noapte — nimic nu-i ugor pe pamant

caci roua e sudoarea privighetorilor

ce s-au ostenit toatad noaptea cantand.”
Lucian Blaga '’

Fie M,N,P punctele de intersectiec dintre dreapta d cu laturile BC,CA, AB ale unui
triunghi ABC . Punctele de intersectie dintre perpendicularele ridicate in punctele M, N, P
pe dreptele BC,CA, AB sunt varfurile unui triunghi A'B'C' numit triunghiul paralogic
(ortoomologic) al triunghiului ABC .

A

1) Triunghiul paralogic A'B'C' i
triunghiul ABC sunt asemenea.

Demonstratie. Patrulaterul PMB'P este
inscriptibil,deci m(J PB'M)=m(J ABC),
adica [ A'B'C'=U0ABC. Patrulaterul
APA'N este inscriptibil, deci

m(B' 4'N) = m(PAN) deci B'4'C'=Bac
(2). Din relatiile (1) si (2) rezulta ca
triunghiurile  A4'B'C' si  ABC sunt
asemenea (Fig. 436).

2) Triunghiurile A'B'C' si ABC sunt
omologice, dreapta d  fiind axa de
omologie.

Demonstratie.Deoarece {P}=ABNA'B',
{M}=BCNB'C', {N}=ACNA'C' iar
punctele M,N,P sunt coliniare, rezultd
din teorema lui Desargues ca dreptele A4A',BB',CC' sunt concurente, deci
triunghiurile A'B'C"' si ABC sunt omologice, dreapta d fiind axa de omologie

A

3) Centrul de omologie ( t ) dintre triunghiul ABC
si  triunghiul paralogic A'B'C' apartine
cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC  §i
A'B'C".

Demonstratie. Avem {r} = AA'"BB'nCC'
(Fig. 437). Patrulaterele PB'MB si B'MNC fiind
inscriptibile: | NMC =0 NCC'=[0 4'C'r
si UPMB=UPB'B, iar cum [ PMB=[ NMC

(unghiuri opuse la varf) avem:
0zC'A'=0A'B't, adica patrulaterul 74'B'C'
este inscriptibil (D). Atunci

T Fig. 437

"7 Lucian Blaga (1895-1961) - filozof, umanist, jurnalist, poet, dramaturg, traducitor, profesor universitar si
diplomat roméan, membru titular al Academiei Romane
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UA'tB'=0A4'C'B'=[0 BCA=[BrA, deci patrulaterul BrCA este inscriptibil (2). Din
relatiile (1) si (2) rezultd cd 7 apartine cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC si
A'B'C".

4) Cercurile circumscrise triunghiurilor A'B'C', ABC sunt ortogonale.
Demonstratie. Fie C si C* cercurile circumscrise triunghiurilor 4BC, respectiv 4'B'C", iar

Trsi T'r tangentele in punctul 7 (centrul omologiei) la C respectiv C* (Fig. 437). Atunci
m( TtB)=m(( BAr), m(PA't)=m(JA'B't)+m{T'tA)+m{A'B't)=m{ T'tB"), de
unde rezulta ca: mUT'tT)=180°-[m{ TtB)+m({J T'tB")] =
180° —[m(l PAr)+m(J PA'r)] =180°—90° =90°, deci cercurile C si C’ sunt ortogonale.

5) Dreptele lui Simson ale punctului v fati de triunghiurile A'B'C' §si ABC sunt
paralele cu dreapta d.
Demonstratie. Fie r, proiectia lui 7 pe BC si D punctul de intersectie dintre 7z, cu cercul

circumscris triunghiului ABC . Dreapta lui Simson corespunzatoare punctului z in raport
cu triunghiul ABC este paraleld cu dreapta 4B (vezi ,,Dreapta lui Simson”) aratam
caAD[d . Patrulaterele ADBE si BPB'M  fiind insciptibile, rezulta
m(PAB) = m(PrB) =90°—m(rBr,)= 90°—m(MPB")=m(BPM), deci BAP=4YPM
adica DAL PM . Atunci, dreapta lui Simson a punctului 7 este in raport cu triunghiul ABC
este paralela cu dreapta d. Analog se aratd cd dreapta lui Simson a punctului 7 este in
raport cu triunghiul paralogic 4'B'C" este paralela cu dreapta d.

6) Al doilea punct de intersectie dintre  cercurile  circumscrise
triunghiurilor A'B'C', ABC este centrul de similitudine al triunghiurilor A'B'C', ABC .
Demonstratie. Pentru ca punctul ¢ sa fie centrul de similitudine dintre triunghiurile

omologice si asemenea A'B'C',ABC trebuie ca punctul ¢ sia fie pentru ambele
triunghiuri propriul sdu omolog, adicd triunghiurile {AC si {A'C' trebuie sa fie
asemenea. Avem: U5AC=0¢BC=0CTS=0CA'S si
0ALC=0A4ABC=0A'B'C'=0A4'{C", deci triunghiurile AC si {A'C' sunt asemenea.

Observatie: Analog se aratd ca triunghiurile { 4B si {A'B', respectiv {BC si {B'C'
sunt asemenea.

7) Daca H si H' sunt ortocentrele triunghiurilor ABC si A'B'C' atunci axa de

omologie trece prin mijlocul segmentului HH ' .
Demonstratie. Vezi ,,Teorema lui Sondat”.
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[1.25. Triunghiuri bilogice

,,Crucea pusd langa numele unora multi o iau drept plus.” - S. E. Lec

198

Triunghiurile ABC si A'B'C' se numesc bilogice daca sunt ortologice si au acelesi centru

de ortologie.

1) Doud triunghiuri bilogice sunt omologice.

Demonstratie. Fie {D}=AONB'C'{E}=BONC'4',
{F}=COnA'B'" (Fig. 438). Atunci: AD 1 B'C/,
BE 1 A'C'\CF L A'B' si A'O L BC,
B'O 1 CA,C'O L AB. Fie {B"}=BENA'B,
{C"}=CFNA'C'. Deoarece O este ortocentrul
triunghiului  4'B"C" rezulta A'O LB"C"; cum
A'O L BC rezultd BCUB"C". Atunci,
m({J B"C"F)=m(J BCF) (unghiuri corespondente) si
cum m(JB"C"F)=m(] B"EF) (deoarece patrulaterul

Fig. 438

B"C"EF este inscriptibil) rezultd m(0 BCF)=m(] BEF), deci patrulaterul BCEF este

inscriptibil. Analog se aratd ca punctele C, 4, F, D respectiv 4, B, D si E sunt conciclice.
Dacd {X}=BCNB'C\{Y}=ACNC'A,{Z}=ABN A'B' atunci conform teoremei lui
Dergiades rezulta ca punctele X, Y si Z sunt coliniare; deci, conform reciprocei teoremei lui

Desergues triunghiurile ABC si A'B'C' sunt omologice.

2) Fie ABC si A'B'C'doud triunghiuri bilogice. Picioarele perpendicularelor duse din
vérfurile B si C pe laturile A'C' respectiv A'B' si punctele B si C sunt conciclice.

Demonstratia rezulta din teorema precedenta.

3) Fie XYZ axa de omologie dintre triunghiurile bilogice ABC §i A'B'C', iar O centrul
comun de ortologie. Dreptele OX s§i AA' sunt perpendiculare.

Demonstratie. Fie {D'} = A'ONBC,{E'} =B'On AC.
Conform proprietatii precedente punctele A',B',D"E"'
apartin unui cerc C,.Din puterea punctului O fatd de
cercul  C, rezulta OA'OD'=OB'"OE' (1).
Patrulaterul B'CE'F fiind inscriptibil
(m({0 BE'C)=m({ CFB)=90°) rezultd OB-OE'=0C-OF
(2). Daca {D}=A0ONB'C", atunci patrulaterul AFDC
este inscriptibil (conform proprietatii precedente) de
unde rezultda OC-OF = 0A-0OD (3). Din relatiile (1),
(2) si (3) rezulta OA4-OD =0A"OD', adica punctele
A,A',DsiD' sunt conciclice, de unde
m(J AA'D"y=m(J ADD") (4). Fie OT tangenta in O la

cercul (C) circumscris patrulaterului OD'DX (m(J OD'X)=m({ ODX)=90° (Fig. 439).

18 Stanislaw Lec (1909-1966) — poet polonez
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Atunci, m({ TOD"=m({ ODD') (5). Din relatile (4) si (5) rezulta
m(J A4'0)=m({ TOD"), deci AA'1OT. Cum OX L OT (ca diametru in cercul C)
rezulta OX L AA4".

Observatie: Analog se aratd ca OY L BB' si OZ 1L CC'.

4) Fie P centrul de omologie si XYZ axa de omologie dintre triunghiurile bilogice ABC si
A'B'C', iar O centrul comun de ortologie. Dreptele OP si XZ sunt perpendiculare.

Demonstratie. Fie {DV'=A'ONBC,{E'}=B'ONAC,{X"} =0X " A4’ si

{Y''=0YNBB'. Conform proprietatii precedente XX'Ll AA4', deci patrulaterul
A'X'D'X este inscriptibil. Din puterea punctului O fata de cercul circumscris
patrulaterului 4'X'D'X rezulta OX-OX'=0A"OD' (1). Punctele 4',B",\D',E" fiind
conciclice — din puterea punctului O fatd de acest cerc — rezultda OA"OD'=OB"OE"' (2).
Deoarece OY L BB' rezulta m(J YY'B) =90° =m(U BEY), deci punctele B,Y',E' Y sunt
conciclice, de unde OB“OE'=0Y"OY (3). Din relatiile (1), (2) si (3) rezulta
OX -OX'=0Y-0Y"' adica punctele X,X"Y si Y' sunt conciclice. Daca C’ este cercul de
diametru OP, atunci OP este perpendiculard pe tangenta OT in O la C’, iar OT XY
(analog cu demonstratia din teorema precedentd) de unde OP 1 XY.

II1.26. Triunghiuri biortologice. Triunghiuri triortologice

,.Pitagora a sacrificat pe altarul lui Zeus o sutd de boi si acesta numai pentru un singur adevar geometric. Dar daca
in zilele noastre am proceda in acelasi fel, este putin probabil ca am putea gasi atatea vite cornute pe intreg globul
pamantesc.” - M. V. Lomonosov'"

Triunghiul ABC se numeste biortologic cu triunghiul 4'B'C',dacd el este ortologic in
acelasi timp cu triunghiul 4'B'C'si cu triunghiul B'C'A'. Triunghiul ABC se numeste
triortologic cu triunghiul A4'B'C", daca triunghiul ABC este ortologic in acelasi timp cu
triunghiurile 4'B'C',B'C'A4' si C'A'B".

Teorema lui Pantazi

Daca un triunghi ABC este ortologic in acelagi timp cu triunghiurile A'B'C' §si B'C'A",
atunci triunghiul ABC este ortologic si cu triunghiul C'A'B'.

Demonstratie. Fie D, =ax+by+c, =0 ecuatia dreptei BC si D, =qa,'x+b,'"y+¢,'=0
ecuatia dreptei B'C'. Analog, se definesc ecuatiile dreptelor ce contin varfurile
triunghiurilor ABC si A'B'C'. Fie Aa, Bc, Cc perpendicularele duse din A4,B,C pe

. '+ b,b,"
B'C',A'C", respectivA'B'. Avem: (Aa): D, —MD3 =0,
a,a,'+ b.b,"'
+b,b,' +bb,'
(Bb): D, 52722 — 0 (Ce): D, -A%L 2% p —0. Conditia ca triunghiurile
a,a,'+bb,' a,a,'+b,b;’
ABC si A'B'C' sd fie ortologice este:

19 Mikhailo Lomonosov (1711-1765) — chimist rus
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a,a,'+ b,b," a,a,'+bb,' aa,'+bb,’
a,a,'+bb," aa,'+bb," a,a,'+b,b;"’
(a,a, '+ bb, Va,a, '+ b,b,"\(a,a,'+ b,b, ") = (a,a, '+ bb;, "V a,a, '+ b,b, "V(a,a, '+ bb,") (1).
Tindnd seama de relatia precedentd, pentru ca perpendicularele duse din A4, B',C' pe
laturile triunghiului ABC sa fie concurente, este necesar ca:
(a,'a, +b,'b,)(a,'a, +b,"'b;)(a,'a, +b,'b)) = (a,'a, + b, 'b;)(a,'a, +b,'b)(a;'a, +b,'b,) (2)
care este chiar relatia (1). Deci, daca perpendicularele duse din vdrfurile
triunghiului ABC pe  laturile  triunghiului  A'B'C' sunt concurente, atunci §i
perpendicularele duse din varfurile triunghiului A'B'C' pe laturile triunghiului ABC
sunt concurente. Pentru ca triunghiurile ABC si B'C'A'sa fie ortologice, trebuie ca:
(aya; '+ bby")a,a, '+ b,b, "Y(a;a, '+ bb,") = (a,a, '+ bb, Y(a,a, '+ b,b, Na,a; '+ bib,") (3)
Din relatiile @) si 3) rezulta:
(aa,'+ bb, "Ya,a, '+ b,b, Vaya, '+ b;b, ") = (a,a, '+ bb, Va,a, '+ b,b, Y(asa, '+ bsb, ")
relatie echivalentd cu faptul ca triunghiurile ABC si C'A'B'sunt ortologice. Deci, daca
doua triunghiuri sunt biortologice, atunci ele sunt triortologice.

=1, egalitate echivalentd cu

Consecinta:  Daca  triunghiul ABC  este  ortologic cu  triunghiurile
MMM, M,MM,..respectiv M, _ M M, atunci triunghiul ABC este ortologic si cu
triunghiul M M M, .

II1.27. Triunghiuri coparalele

~Expresia, conform cdreia cel care nu cunoaste sau ii este strdind geometria nu are dreptul sa intre in scoala
filozofului, deloc nu inseamnd, ca este necesar sd fii matematician, pentru a deveni intelept.” - J. W. von Goethe®®

Triunghiurile ABC si A, B,C, se numesc coparalele daca AA BB [ICC,.

1) Daca M este un punct ce apartine laturii BC a triunghiului ABC, iar d este distanta
AM -d

dintre paralelele duse la AM prin B si C, atunci A[ R

Demonstratie.  Fie  B'si  C'proiectiile
punctelor B si C pe dreapta AM. Daca
M e (BC) - Fig. 440 - atunci
AM -BB' AM -CC'
A[ABC] = A[ABM} + A[AMC] = 2 + 2
AM -d
T

2005, W. von Goethe (1739-1832) — scriitor german
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Dacd M € BC\(BC) - fig. 441 si fig. 442 — avem:

Fig. 441

|AM BB' AM-CC'|_AM-d
o 2 | 2

A[ABC] ‘A[ABM A[AMC

v oA o

2) Fie ABC §i A B,C, doud triunghiuri coparalele. Dacd inaltimile vérfurilor A si A, ale

celor doud triunghiuri sunt necongruente, atunci existd punctele M € BC si M, € B,C,
_BM, ; AM  AM,

BC B1C1 ’ A[ABC} A[AIBICI} '

Demonstratie. Evident cazurile 44, UBC si A4 UB,C,

nu convin deoarece in fiecare dintre acestea rezultd ca

astfel incadt

inaltimile din 4 si  A4ar fi congruente. Fie B c
(MY= 44 ABC si {M,}=44 NBC,.Astfel, din M
BM BM . .
BB, IMM,[ICC, rezulti ——=—"""~L, ar din
BC BC, A
. < AM -d .
proprietatea  precedenta  avem A, = — s
_AM,-d M G
A[ ABG] = (d fiind distanta dintre BB,si CC,)de B, 1

AM  AM, Fig. 443

unde se obtine:
A[ABC} A[Al BC]

3) Daca triunghiurile ABC §i ABC, sunt coparalele, a, b, c respectiv
a,,b,, c, sunt lungimile laturilor lor, atunci
(B*+—a’)-a’ +( +a’ =b*)-b’ +(a* +b" =c)-¢} > 8(A[2ABC] +A[2Alqu]) (*).

Demonstratie. Daca indltimile duse din varfurile 4 si A4 au lungimi diferite

B M, .
(h, # h, ) atunci utilizand proprietatea precedenta fie % =———=1x,deci BM =x-BC

1~1
si BM,=x-BC,. Din teorema lui Stewart fin triunghiul ABC rezultd

b*-BM +c*-MC—AM*-BC = BM -MC - BC, relatie echivalenta cu
AM? =x-b* +(1-x)c’ —x(1-x)a’. Analog se arati ci
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AM?  AM?

AM? =x-b> +(1-x)c¢’ —x(1-x)a’. Atunci din —— si relatiile precedente

2
A4BC) A[Alqu

2 2 2 2 2 2 2 2
a a, a-b+* a’-b +¢’ c c
rezulta: ( > J 2—[ > - lx+—F—-——=0 (1.
A[ABC] A‘[AIBICI A[ABC] A[AIB]CJ A[ABC] A[Allilcl]

Ecuatia (1) are radacini reale daca si numai dacd A >0, (unde A este discriminantul
ecuatiei D). Utilizand relatiile (> -b* +c*) —4a’c’ = —16A[2ABC] si

2 2 = . o _ . .
(@ b’ +cl) —da’c = —1647, ;0,420 rezultd concluzia. Dacd h, =h,,atunci din
considerente de simetrie concluzia este adevarata si in cazurile i, = h, si h, #h, . in cazul

ay ® c

ramas de studiat - h, =h, b, =h, ,h. =h, - cele doud triunghiuri sunt congruente, iar

inegalitatea de demonstrat se verifica ca egalitate.

4) Doua suprafete triunghiulare cu aceeagsi arie sunt coparalele.

Demonstrafie. Dacd 4,50 = 4, atunci inegalitatea (*) se transforma in inegalitatea lui
Pedoe: O+ =a*)-a’ +(* +a* =) b +(a’ +b* =) ¢’ 216- 4 ., "4 5y (vezi
,,Teorema lui Pedoe™).

5) Doud suprafete triunghiulare ABC §i A B,C,cu BC = B,C, sunt coparalele.

Demonstratie. Utilizand faptul cd a = q, inegalitatea (1) devine: (b> —c* —b] +¢/)* >0.

II1.28. Triunghiuri inscrise

.Nimeni sa nu intre aici daca nu stie geometrie.” - Platon®”!

Triunghiul A'B'C'este inscris in triunghiul ABC, dacad pe fiecare latura a triunghiului
ABC se afla cate un singur varf al triunghiului 4'B'C",(A4'€ (BC),B'e (AC),C' e (A4AB))

Triunghiul A'B'C' inscris in triunghiul ABC are laturile paralele cu trei ceviene

concurente ale triunghiului ABC dacd si numai daca: ﬂ-1-2+£:1 sau
BC CA 4B

cq' AB'+BC '

BC AC 4B

Demonstratie. Fie AA,BB,,CC, cevienele concurente. Laturile triunghiului 4'B'C" fiind
paralele cu cevienele AA',BB',CC"' rezulta ca sunt posibile doua ordonari:

i) B—A4'-4-C,C-B'-B -A4,4-C'-C,—B (Fig. 444)

ii) B—4-A-C,C-B -B'-4,4A-C -C'-B (Fig. 445).

21 Platon (428-348) — filosof, logician, mathematician grec
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i) Din reciproca teoremei lui Ceva rezulta

A
EBI—A% =1 (1). Notam cu a,b,c lungimile
AB BC CA4
laturilor BC, CA, respectiv. AB si cu
BA' CB' AC' .
X = , Y = ,Z = ,X,¥,z€(0,1). Din
BC 7 CA4 AB 4 ©.1
' AA'
teorema lui Thales rezulta A =~ de unde
AB
o1 B g 21T e
AB AB A4 X
A —x- BA 1-x-
AC _12X72 ) Analog, 2A12X2Y 4y
AB x BC y
B
CB 12972 (4 Fie 1-x—y-x=¢. Din
C A4 z
relatiile (1), (2), ((B) si (4) rezulta
HE +(x+y+z)-t+(xp+yz+2x)]=0, adica

(l=-x-y-2)[(1-x)A-y)(1-2z)+xyz]=0.
Deoarece (1-x)(1-y)(1-z)+xyz>0 rezulta ca

x+y+z=1, relatie echivalenta cu
B4 + B + A =1. Cazul ii) se trateaza analog.
BC CA 4B

[11.29. Triunghiuri inscrise izotomice

,Matematica seamand cu o moara: dacd veti turna in ea boabe de grau, veti obtine faind, dar daca veti turna in ea
tarte, tarate veti obtine.” - Aldous Huxley**

FieMsi M'; Nsi N'; Psi P' puncte izotomice pe laturile triunghiului ABC. Triunghiurile
MNP si M'N'P' se numesc izotomice.

1) Triunghiurile de contact si cel cotangentic corespunzitoare unui triunghi ABC sunt
izotomice.

Demonstratie. Deoarece BM=CM'=p-b,
CN=AN'=p—c si AP =BP'= p—a (Fig. 446) rezulta
ca triunghiurile de contact si cotangentic ale triunghiului

ABC sunt izotomice, unde a, b, ¢ si p lungimile laturilor si
semiperimetrul triunghiului ABC.

22 Aldous Huxley (1894-1963) — scriitor englez
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2) Triunghiurile izotomice inscrise intr-un triunghi au arii egale.

Demonstratie. Solutial. Fie x=AP'=BP, y=AN'=CN, z=BM =CM "',
a=MM',f=NN', y=PP' Avem: A[MNP] = A[ABC] _[A[PAN] + A[BMP] + A‘[NCM]] si
A onopy = Apasey =T Apavy + A py + Apyecnrn 1 Aratim ca
Apavy + Asupy t Anery = Apany t As oy + Aycnq - Egalitatea precedenta este echivalentd

(x+y)(y+p)sin4 N xzsinB N (a+z)ysinC _ xysin 4 N (x+y)z+a)sinB N z(y+f)sinC

2 2 2 2 2 2
adica: xasin B+ yzsinB+yasinB+zfsinC =xfsin A+yysin A+ yfsin A+ aysinC si

cu

>

utilizdnd teorema sinusurilor obtinem xab+yzb+yab+:zfc=xPa+yya+yfa+ayc.
Cum a=2z+a,b=2y+p,c=2x+y egalitatea precedentd devine evidentd, deci
A[MNP] = A[M 'N'P'"

Solutia 2. Fie MNP si M 'N'P' doua triunghiuri izotomice inscrise in triunghiul 4BC si
BM _ m ,ﬂ =" ,ﬁ =P Afixele punctelor M, N si P sunt
MC 1-m NA 1-n PA 1-p

zy =0-m)-zp+m-z., zy =(-n)-zo+n-z,, z, =(1-p)-z,+p-z,.

Atunci, aria triunghiului MNP este egala cu
2y ; 1 2y Z_A 1
— il =
Avne =4 A 1 =[mnp+(1-m)1-n)1-p)] TP = I =[mnp+1=m)1-=n)1=p)]- 4 45,
zZ, zp 1 z. zo |

BM' 1-m CN' 1-n ; AP' 1-p
M'C m N'A4 n ’ P'B
zyw=01-n)-z,+n-z., zp=(0-p)-z;+p-z,. Aria triunghiului M'N'P'se obtine

(*) . Analog, ,dar z, =(-m)-z,+m-z,,

>

inlocuind in relatia (¥) pe m, n si p cu I-m, I-n respectiv /-p, obtindndu-se aceeasi

expresie, deci 4,5 = A yonpy-

3) Centrul de greutate a doud triunghiuri izotomice MNP §i M'N'P' inscrise in
triunghiul ABC sunt simetrice fatd de centrul de greutate al triunghiului ABC.

Demonstratie. Din aplicatia precedenta rezultd ca afixul centrului de greutate al triunghiului
_zytzytz, (+n-p)z,+(+p-m)zy +(1+m-n)z,

MNP este  z; 3 3 , iar afixul
centrului de greutate al triunghiului M 'N'P' este egal cu:
- =ZM,+ZN,+ZP,:(l—n+p)zA+(l—p+m)zB+(l—m+n)zC, de unde
? 3 3
%6, V26, _z tzptzc . . . . L
5 = ; =z, adica tocmai afixul centrului de greutate al triunghiului
ABC.

Consecinta: Centrul de greutate al triunghiului ABC este mijlocul segmentului ce uneste
centrele de greutate al triunghiului de contact respectiv cotangentic corespunzatoare
triunghiului 4BC.
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[I1.30. Triunghiuri pseudoisoscele

,Multe capitole ale matematicii mi-au fost dragi. Matematica ¢ una.” - Gr. Moisil**®

Triunghiul ABC, in care bisectoarele exterioare ale unghiurilor B si C sunt egale,
triunghiul ABC nefiind isoscel, se numeste pseudoisoscel.

1) Dacd in triunghiul pseudoisoscel ABC, I, este simetricul punctului 1,- centrul
cercului A -exinscris al triunghiului ABC fatid de mijlocul laturii BC, atunci centrul
cercului inscris (I) al triunghiului ABC apartine mediatoarei segmentului Al
Demonstratie. Fie BE si CD cele doua Dbisectoare exterioare egale
(Ee€AC, De AB),(Fig. 447) AA,UCD, A4, BC,AA.UBE, A.€BC, K,,K,,K,

picioarele  indltimilor duse din [ B respectiv.  C, in triunghiul

a’

BCI,, {K}} = BK, N A4, ,{K.} = CK, " AA,, {M} = A4, " BE, {M'} = A4, N CD.

BE-CK, ,
Avem: 4 ypcy = Apcp) ~ Apar) = 4cap) ~ 4sepy» 4pce) = T.Deoarece 4K, UBE,
. BE-K K.
rezultd cd distanta de la 4 la BE este egald cu K K., de unde A4p,p :%
. BE(CK,-K _K!) BE-CK|
si astfel: 4 4pcy = (CK. o) _ < (D). Analog

2 2
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BD-BK] . .. .
A 4pcy = Acapy — Asepy =#b (2). Din relatiile (1) si (2) rezulta BK, = CK].

Unghiurile triunghiurilor [, BC au masurile 90°—%m(/:1);90°—%m(l});90°—%m(é).
Atnci, m(&cr,y=m&,BI1,)=90°-(90°- ;—m(ﬁ)) = ;—m(/i),

m(&cm™y = m(k, BM) = %m(@AC) , de unde rezultd ca ABKjM = ACK!M' | si de aici
BM =CM'’ (3). Fie CC,0BE,C, € A4,,BB,0DC,B| € A4,,{I,} = BB, " CC,.
Patrulaterele BI CI! si BH,CI sunt paralelograme, (unde / este centrul cercului inscris in

triunghiul ABC si Hj ortocentrul triunghiului BI,C). Deci I, si I sunt simetricele
punctelor I, si H; fatd de BC. Fie I K/LBC, K eBC. Avem

m(gl;Ki’) = m(g;Hl) =%m(QCB). Cum patrulaterul B/,CI este inscriptibil rezultd cd
m(@[al) = m(@CI) :%m(QCB). Dar @Ial EM’AIa (ca unghiuri alterne interne), deci

WAl ) = m(BY K7 = 1 ’) e _ v . <
m(MAl,)) =m(BI,K]) = Em( CB) (4).Din I)C, =BM, C,A=CM" sirelatia (3) rezultd

I'C, =CiA= AB,, adica patrulaterul AB,I,C; este romb. Deci, QI;BI EAB1 relatie

care impreuna cu (4) dau FAI; EQ;A, adicd triunghiul 7471 este isoscel, deci
Al =1, =1,H, (5) si punctele C,B,,I sunt coliniare deoarece dreapta IC, este

perpendiculard pe segmentul [A7],] in mijlocul acestuia.

2) Consecinti:
Distantele de la ortocentrul triunghiului 1,BC la virfurile acestuia sunt respectiv egale
cu distantele de la centrul cercului inscris I la varfurile triunghiului ABC.

3) Triunghiul ortic al triunghiului I BC este pseudoisoscel.

Demonstratie. Triunghiul ortic K,K K, al triunghiului / BC are unghiurile de masuri

1 . ~ A o .
180°—2[90°—Em(D A)} =m(J A) respectiv m(B), m(C) si atunci triunghiurile K,K_K;
si ABC sunt asemenea, deci triunghiul ortic al triunghiului /,BC este pseudoisoscel.

4) Intr-un triunghi pseudoisoscel ABC este adevirati relatia: Al =r,—r (1, este raza

cercului A-exinscris si r raza cercului inscris in triunghiul ABC) .
Demonstratie. Avem Al =1,1=1K;—IK=r,—r (6).

293 Grigore Moisil (1906-1973) — matematician roman, profesor la Universitatea din Iasi, membru al Academiei

Romaéne
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2 . . . L . BlI, a-c
5) Intr-un triunghi pseudoisoscel ABC este adevarata relatia: —* =

1, Cb-a’
Demonstratie. Din asemanarea triunghiurilor CA.M" si CBI,, respectiv a triunghiurilor
. CI . BI
BAM si BCI, rezulta: a :—CB si a :—BC de  unde
CM' CA. BM B4,

Cl,-CA, = CM'-CB=BM -BC= Bl,-B4, (unde am folosit relatia (3)) si de aici

Bl, = 4, (7). Dar, AB=BA, =c, deci CA, =a—c si analog BA, =b—a. Astfel
Cl, B4,
. . BI -
relatia (7) devine: —* = b (®).
Cl, b-a

a

6) Intr-un triunghi pseudoisoscel ABC este adevirati relatia: Al 2= BI-CI.

. . . . B
Demonstratie. Din asemanarea triunghiurilor 4B/ si BH,I, rezulti: B -"B Al ;

BI Al
dar I H, =1I,=AIl si BH,=CI,, deci Bl, AL _ T (9). Analog, l, _Ar_ Bl
AB Bl Al AC CI CI

(10), de unde rezulta AI* = BI-CI.
5 . . . .24 . .
7) Intr-un triunghi pseudoisoscel ABC , sin B} = s1n3 . s1n5 .
. oa . . - . B . C . . .
Demonstratie. Inlocuim relatia cunoscuta A/ = 4R smz-smz si analoagele in egalitatea
. .24 . B .
AI* = BI-CI si va rezulta sin? = = sm—-smg .
2 2 2
8) Intr-un triunghi pseudoisoscel ABC,I1I> =1I,-1I,.
Demonstratie. Deoarece I, = 4R siné,]]b =4R sing,llc =4R sin% , egalitatea de

. - .,A . B . C . .
demonstrat este echivalentd cu sin? E = sm; . smE , demonstrata anterior.

X BI,-CI
9) Intr-un triunghi pseudoisoscel ABC, Al = %
Demonstratie. Din relatiile (9) si (10) rezultd B, -CI, =b-c. Cum in orice triunghi 4ABC
avem Al- Al =b-c rezultd Bl -CI, = Al - Al,, deci Alz%.

a
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10) Intr-un triunghi ABC pseudoisoscel, a’ —(b+c)a* +3abc —bc(b+c) = 0.
BI _CI, AB _b- b-a ¢ (11). Din
ClI BI, AC a-c b

asemdnarea triunghiurilor BIK; s§i CK!A,, respectiv CIK/ s§i BK;A, rezulta:

Demonstratie. Din relatiile

<A, _ BK, Cum BK} =CK! rezulta BI_C4, BR; Dar,
CI ~ CK! CI ~ BA. CK!
=CK, = p—b,CK! = BK, = p—c (unde p=%b+c), deci: BL_a=¢ p=b 5

Cl b-a p-c
Din relatiile (11) si (12) rezultd legatura dintre laturile unui triunghi pseudoisoscel :

a=c p=b_¢ b=a i ad—(b+c)a® +3abe—be(b+c)=0 (13).

b-—a p-c b a-c

Observatie: Relatia precedenta poate fi obtinuta direct plecand de la egalitatea bisectoarelor
exterioare CD si BE.

11) Intr-un triunghi pseudoisoscel ABC, a’ +be= 4Rr, .

Demonstratie.  Relatia a - b+ c)a2 +3abc—bc(b+c)=0 este echivalenta cu

2abc . abc . . N <
= =4’ +be §i cum Rr,=——— (vezi “Cercurile exinscrise”) rezultd
b+c—a 2(b+c—a)
concluzia.

1 1 1
+

a-b a-c bc
1 1 1 . -
+ +—=0 este echivalenta cu
a-b a-c bc

12) Intr-un triunghi pseudoisoscel ABC,

Demonstratie. Relatia

@ —(b+c)a* +3abc—bc(b+c) =0.

N2
13) Intr-un triunghi pseudoisoscel ABC, II, = u .

r
Demonstratie. Din asemdnarea triunghiurilor 4/R si AI,R' - unde R si R’ sunt proiectiile

. Al . . Al .
punctelor 7 si I, pe latura AC — rezulta —:L,lar de aici ——=—" si
Al, r, Al, - Al r,—-r
utilizand relatia (6) obtinem concluzia.
. Al - -r)-
14) Consecintd: Intr-un triunghi pseudoisoscel ABC, Al, = fa _ (g =11, .
r r
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II1.31. Triunghiuri cosimediane

,,Nu s-ar putea oare reprezenta muzica drept matematica simturilor i matematica drept muzicd a ratiunii? Céci
muzicianul simte matematica,iar matematicianul concepe muzica. Muzica-i vis, matematica este viata practica.”-
James Sylvester™

Fie A4',B',C' punctele de intresectie ale simedianelor triunghiului ABC cu cercul
circumscris triunghiului ABC.

1) Laturile triunghiului A'B'C' sunt proportionale cu medianele triunghiului ABC.
Demonstratie. Fie a'b',c' lungimile laturilor triunghiului A4'B'C'. Avem:

m(] AA'C") = m( ACC") = %m(QC’) si m(U AA'B")=m(] ABB") = %m(QB " de unde

m( B'A'C"y = m(U ABK)+m(0 KCA) = m(U) CBG)+m( BCG) =180°— m( BGC).
Analog, m( A'B'C")=180°—m( AGC),m( A'C'B') =180°—m(J AGB).  Teorema

sinusurilor aplicatd in triunghiurile BCM_  si BGC ne da: — c/2 = 'mc
sind GCB sinB
2/3).
(_ [3):m, _ - a , de unde sinGCB= be si sinCGB = Sabe Atunci,
sind GCB  sinJ BGC 4Rm, &Rm, m,
a' = 2Rsin(180°— BGC) = 2Rsin BGC = 2% Analog b= —=9PC oo 39bC
m,m, 4m,m, 4m,m,

deci - :b— - Analog se arata ca 4 :i =<

mu mb mc ma' mb' mc'

2) Triunghiurile ABC si A'B'C' admit aceleagi simediane AA',BB',CC'..
Demonstratie. Fie K ,K,,K_ intersectiile dintre simediane cu laturile opuse, 4",B",C"
intersectiile simedianelor AA',BB',CC' cu laturile B'C',C'A', respectiv A'B".
C'A" Ayppey A'C-AA"sina 3abc . 3abc . m, sina
: = = - = -sine |: sinff |=—%-——
A"B' Ajpppy A'B-A'A"smp | 4m,m, m,m, m, sinf3

Avem

24 James Sylvester (1814-1897) — matematician englez, profesor la Universitatea din Oxford, contributii
importante in algebra
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(1, unde a=mM*4'C"Y,B=m4*4'B") i m(DC’CA)za(z%m(@’A)j,

m(] ABB"Y=f (: %m@{B ’)j. Teorema sinusurilor aplicata in triunghiul ACK, si ABK, da:

sinag _sind sinf8 _sinA4
AK, CK,’ AK, BK,

(2). Deoarece BK, si CK, sunt simediane rezulta:

2 2 2 2
KA = [é] ,K”A = [Ej ,de unde rezulta K A= fb -, AK, = 2bc >, dar
KB \a) K,C \a a +b a +c
2acm, 2abm, C o . . . <
BK,=——7, =——+% (3)(vezi ,Simediane”). Din realatiile (2) si (3) rezulta:
a +c a +b
sing = ¢ i sinp=-2° (). Din relatile (1) si (4) remltd
4Rm, ; 4Rm, ' ;

A"B' \m

2 2
4" ' s . . . . .
C—:(&] :[b—'j (conform proprietatii 1), deci AA4" este simediand in triunghiul
; c
A'B'C'". Analog se aratd ca BB" si CC" sunt simediane 1n triunghiul 4A'B'C".

Triunghiurile 4BC si A'B'C' care admit aceleasi simediane se numesc triunghiuri
cosimediane.

3) Triunghiul circumpedal al punctului lui Lemoine al unui triunghi ABC si triunghiul
ABC sunt triunghiuri cosimediane.
Demonstratie. Proprietatea este o reformulare a teoremei (1).

4) Doud triunghiuri cosimediane au acelasi punct al lui Lemoine.
Demonstratia rezulta din faptul ca triunghiurile admit aceleasi simediane.

5) Doua triunghiuri cosimediane sunt omologice, centrul de omologie fiind punctul lui
Lemoine al triunghiului ABC.
Demonstratia este evidenta.

6) Cercurile lui Apollonis ale triunghiului ABC intersecteazd cercul circumscris al
triunghiului ABC in vdrfurile triunghiului cosimedian.
Demonstratie. Vezi ,,Cercurile lui Apollonius”.

7) Intre unghiurile triunghiurilor cosimediane ABC si A'B'C' au loc relatiile:
2
ctgA +ctgA' = ctgB + ctgB' = ctgC + ctgC' = 3 ctgw (w este unghiul lui Brocard).

Demonstratie. ctgA+ ctgA' = ctgd + ctg(wr -] BGC) = ctgd—ctg(U BGC), G fiind centrul
de greutate al triunghiului ABC. Teorema cosinusului aplicatd in triunghiul BGC da:
2 Y (2.} 2 2 b +c* —5a°
a =(_m[’j +(—mcj -2-—m,-—m,_-cos BGC sau: cos BGC =u, de
3 3 3 3 8m,m,
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b’ +c* —54° 8Rmym, (b*+c* —5a°)-R b+’ —a’

unde ctg@GC = = , lar ctgd= R.
8m,m, 3abc 3abc abc
2, 2 g2
Avem cz‘gA+ctgA’:i b*+c*-a’ _bre =sa :E-i-(b2 +c*+a’). Tinand
abc 3 3 abc

b+ +d? _bz-i-cz+a2
4~A[ABC] abc

2
aratad ca ctgB +ctgB'=ctgC+ctgC'= Py clgo.

2
cont ca: ctgw = -R rezulta: ctgA+ctgA’=§ctga). Analog se

8) Doud triunghiuri cosimediane au acelasi unghi Brocard.
Demonstratie.  Fie @' unghiul Iui Brocard al triughiului A4'B'C'. Atunci

2 . 2 .
ctgA+ctgd' = gctga) s ctgA'+ctgd = gctgw', de unde cigw=cigw' si cum

w <30°% w'<30° (vezi ,,Punctele lui Brocard”) rezulta o = w".

9) Doud triunghiuri cosimediane au acelagi cerc Brocard.

Demonstratie. Cercul lui Brocard este cercul ce are ca diamtru segmentul determinat de
centrul cercului circumscris triunghiului §i punctul lui Lemoine al aceluiasi triunghi.
Deoarece triunghiurile cosimediane au acelasi cerc circumscris si acelasi punct al lui
Lemoine rezultd ca au si acelasi cerc Brocard.

10) Doud triunghiuri cosimediane au aceleasi puncte Brocard.

Demonstratie. Deoarece cercul lui Brocard trece prin punctele lui Brocard Q si Q' ale
triunghiului ABC, Q si Q' sunt simetrice fatd de diametrul OK (vezi ,,Cercul lui
Brocard”), iar triunghiurile cosimediane au acelasi cerc Brocard, rezulta concluzia.

11) Doud triunghiuri cosimediane au acelagi al doilea triunghi Brocard.

Demonstratia este evidenta deoarece varfurile celui de-al doilea triunghi Brocard sunt
picioarele perpendicularelor duse din centrul cercului circumscris triunghiului de referinta
pe simedianele triunghiului.
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[I1.32. Triunghiul celor trei imagini

~Matematica este o monstruoasa tautologie.” - Bernard Shaw*”

Triunghiul 4'B’C" ale cirui varfuri sunt obtinute prin simetria varfurilor triunghiului
ABC fata de laturile opuse se numeste triunghiul celor trei imagini al triunghiului ABC
(Fig. 449).

B’

Fig. 449

A

1) Triunghiurile ABC si A'B'C" sunt omologice centrul de omologie fiind ortocentrul
triunghiului ABC.

Demonstratie. Deoarece dreptele 44", BB" si CC" sunt perpendiculare pe laturile BC, CA,
respectiv AB rezulta ca ele sunt concurente in ortocentrul triunghiului ABC, deci conform
teoremei lui Desargues triunghiurile ABC si A'B"C" sunt omologice.

2) Centrul cercului circumscris triunghiului celor trei imagini A'B'C" corespunzitor
unui triunghi ABC este simetricul centrului cercului circumscris triunghiului ABC fata
de punctul lui Cognitd.

Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Cosnita”.

3) Cercurile circumscrise triunghiurilor AB'C",BC"A",CA'B" trec prin inversul
punctului lui Cosnita fata de cercul circumscris triunghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Cosnita”.

4) Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC si A B'C" triunghiul celor trei
imagini corespunzdtor triunghiului ABC. Cercurile circumscrise triunghiurilor AOA’,

BOB" §si COC" se intilnesc intr-un punct care este inversul punctului izogonal
conjugat al centrului cercului lui Euler al triunghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Teorema lui Musselman”.

25 Bernard Shaw (1856 -1950) — scriitor irlandez, laureat al Premiului Nobel pentru Literaturd in 1925
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Teorema lui Boutte

2) Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC . Triunghiul celor trei imagini A' B C’
este obtinut prin omotetia de centrul G §i raport 4 a triunghiului podar al centrului
cercului lui Euler al triunghiului ABC.

\OO T

A*
Fie M ,,M,,M_ mijloacele laturilor BC , CA respectiv AB si A4, B,,C, mijloacele laturilor
MM ., MM, respectiv M M, . Evident, triunghiul A4 B,C; se obtine din triunghiul 4BC
prin omotetia de centru G si raport 1/4. Fie X omoteticul lui 4" prin (G,%) (Fig. 450).

Aratdm ca X este proiectia centrului cercului lui Euler (O,) al triunghiului ABC pe BC.

A4 . . S .
G4 _ GX; 1 din reciproca teoremei lui Thales rezultd cd A X[ AA™. Dar
GA GA” 4
A4 L MM, de unde rezultdi cd A4X LM,M,, deci 4X L BC. Cu alte cuvinte
X € BC (Fig. 451). Evident , X este simetricul punctului 4, fatd de B,C,(care este linie

mijlocie in triunghiul M M, M,); cu

Cum

alte cuvinte punctul X apartine cercului
circumscris  triunghiului M M, M,
adica cercului lui Euler. Urmeaza ca X
este proiectia lui O, pe BC . Analog se

demonstreaza ca imaginile punctelor B
si  C’prin omotetia (G,% sunt

proiectiile lui O, pe C4, respectiv AB.

Observatie:  Dacd  0;0)0;  este
triunghiul podar al centrului cercului lui
Euler al triunghiului ABC, atunci
G4 GB GC Al

Go! GO! GOt Fig. 451

*
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[11.33. Triunghiuri izoliniare

,,Cel mai fericit om este acela care face fericiti un numar cat mai mare de oameni.” - Lev Tolstoi**

Fie doua triunghiuri ABC si A'B'C' in acelasi plan. Dacd paralelele duse prin A,B,C
la laturile B'C', C'A' respectiv A'B' intersecteazd laturile opuse in trei puncte
coliniare o,f,y atunci si paralelele duse prin A',B'.C' la BC,CA respectiv AB
intdlnesc laturile opuse B'C',C'A' si A'B' in trei puncte coliniare o', ',y ".

Fig. 452

Fie AB,C, triunghiul determinat de dreptele Aa,BB si Cy, iar ABC, triunghiul
determinat de dreptele A'a',B'f' si C'y'. Din asemdnarea triunghiurilor 4'B'a’' cu

CB,'a, respectiv C'a'A' cu C'aB ( triunghiuri cu laturile paralele doua céte doud )

rezulta: a'B':A’a’ si & ¢ _A'a’ prip impartirea relatiilor precedente se obtine:
aB' oC aC' aB
[y > 1 L. 'A' A -y A .
a'B’ =M. Analog, se arata egalitatile: 4 _ I si
a'C' aC'aC y'B' yB/“yB

ﬁvC' ﬁcl lﬁc 5 5 a'B' ﬂ'C' y,A,
= , de unde rezulta ca . . -
ﬁ ’A' ﬂAl |.ﬁA

alCV ﬂ’A’ j/’B’
aB)' G 14 .(“B.ﬂcﬁl
aCy' ﬁAl' 7B

=1-1=1(unde s-a aplicat teorema lui Menelaus
aC pA yB

26 Lev Tolstoi (1828-1910) — scriitor rus
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triunghiurilor 4,B,C, si ABC cu transversala afy ) si din reciproca teoremei lui Menelaus
aplicatd in triunghiul 4'B'C'rezulta ca punctele ', 8, sunt coliniare.

Observatie: Triunghiurile ABC si A'B'C' ce indeplinesc conditiile de mai sus se numesc
izoliniare.

I11.34. Triunghiuri metaparalele

»Azi facem matematica ce va fi folositd maine si mai ales poimdine.
Daca n-am face-o azi, poimaine ar trebui s-o importim.” — Gr. Moisil*"’

1) Fie triunghiurile ABC §i A'B'C"'. Daca paralelele duse din A, B, C la B'C', C'A4',
respectiv A'B' sunt concurente intr-un punct D, atunci paralelele duse din A', B', C'
la BC, CA, respectiv AB sunt concurente intr-un punct D'.

Demonstratie.Fie A(x;, ), B(x,.7,), C(x;,¥;) , A'(x,, ), B'(x,,,),C'(x;, ;) . Ecuatiile
paralelelor duse din 4, B, C la dreptele B'C', C'A', respectiv A'B' sunt:
x(yy =) =y = x0) =% (; = V) = » (3 =), x(y) =) =y —x)) =X, (v = )) = v, (4] = x)

Xy =y =y —x) = x, (v =) = vy (x) - x)). Conditia de concurentd este

Bl

Fig. 453

echivalenta cu: xl(y; 7y’2)+x2(y1’ 7y;)+x3(y’2 7y1’) = yl(x; 7x’2)+y2(x1’ 7x;)+y3(x’2 7x;) R

1 1 1 1 1 1

adica v, ¥, »| = & % x| (¥). Simetria relatiei precedente demonstreazi
X Xy X3 N 2 »n

teorema .

Observatii:

1) Triunghiurile ABC si A'B'C' ce au proprietatile de mai sus se numesc metaparalele
sau paralelogice, iar punctele D si D' se numesc centre de metaparalelism.

27 Grigore Moisil (1906-1973) — matematician roman, profesor la Universitatea din Iasi, membru al Academiei

Romaéne
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2) Vom nota cu ABC [l A'B'C' faptul ca triunghiurile ABC si A'B'C' sunt
metaparalele.

2) Dacid ABC 1 A'B'C', ABC Ul B'C'A4", atunci ABC ] C'B'A".
Demonstratie: Utilizand teorema precedenta relatile ABC [0 A'B'C' si ABC [

1 1 1 I 1 1 1 1 1
B'C'A' sunt echivalente cu: |y, y, w| = |x x, x|, respectiv |y, y, ¥| =
Yoo X X nono» X X X
1 1 1 1 1 1 I 1 1
x, X, x/|.Din egalititile precedente rezulta: [y, y, »|=|x x x|, adica ABC
M N X X X D )2 )3

UC'B'4".

3) Daci ABCU M,M,M;, ABCU M,M;M,, .., ABCU M
ABCU M MM, .

Demonstratia proprietatii se realizeaza utilizand relatia (*).

M M,, atunci

n—1

II1.35. Triunghiul pedal

,,Cea mai mare dorinta a mea este sa comunic si altora
pasiunea mea pentru matematica.” — Miron Nicolescu®®

Daca M este un punct in planul triunghiului 4BC, picioarele cevienelor AM, BM, CM sunt
varfurile unui triunghi M, M, M, numit triunghiul pedal al lui M (Fig. 454).

1) Triunghiul pedal al centrului de greutate al unui
triunghi ABC este triunghiul median corespunzitor
triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,,Triunghiul median”.

2) Triunghiul pedal al ortocentrului unui triunghi ABC
este triunghiul ortic corespunzditor triunghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,, Triunghiul ortic”.

3) Triunghiul pedal al punctului lui Gergonne al unui
triunghi ABC este triunghiul de contact corespunzdtor
triunghiului ABC.

Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Gergonne”.

4) Triunghiul pedal al punctului lui Nagel al unui triunghi ABC este triunghiul
cotangentic corespunzdtor triunghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Nagel”.

2% Miron Nicolescu (1903-1975) — matematician roman, membru al Academiei Roméne, contributii in analiza
matematica



5) Fie A'B'C' triunghiul pedal al centrului cercului circumscris triunghiului ABC.

stunci. A0 _sin2B+sin2C BO _sin2C+sin24 CO _sin24+sin2B
" o4’ sin24 OB’ sin2B  OC' sin2C

Demonstratie. Vezi ,,Centrul cercului circumscris unui triunghi”.

6) Dacai Q Q,Q este triunghiul pedal al primului punct al Ilui Brocard Q
corespunzdtor unui  triunghi ABC, Q e(BC),Q, €(CA),Q, €(4B), atunci

BQ, _(cjz cQ, _(ajz ; A9, _(bjz
ac o) a0, (b)Y Ba )

Demonstratie. Vezi ,,Punctele lui Brocard”.

7) Daci Q,Q,Q este triunghiul pedal al celui de-al doilea punct Brocard, Q) € (BC),
' 2 ' 2 ' 2

Q) e(CA), Q. < (4B), atunci 2% — ("] G (bj A _ (b] ,

QC \c¢) Q4 \a) QB \c

Demonstratie. Vezi ,,Punctele lui Brocard”.

8) Triunghiul pedal al retrocentului R al unui triunghi ABC este triunghiul podar al
punctului lui Longchamps corespunzdtor triunghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Retrocentrul unui triunghi”.

9) Triunghiul antisuplementar [ 1,1  si triunghiul pedal al centrului cercului inscris

intr-un triunghi ABC sunt ortologice.
Demonstratie. Vezi ,,Dreapta lui Euler”.

10) In triunghiul ABC fie A'B'C' triunghiul pedal al unui punct Q, astfel incit

BA' CB' AC!
~C =2 I = si C'B =2, Daci z,,Z5,Z. sunt afixele punctelor A,B,C, atunci
n p m

. mzA + I’lZB + pZC
afixul punctului Q este z, = ———.
m+n+p

nz, + pz mz,+pz. .
Demonstratie. Afixele punctelor A',B,C' sunt z, =B—pc, Zg = MEa T PEe si
n+p m+p

mz,+nz . mz,+nz, + pz
z., =—4——2 Fie punctul Q'[M

]. Utilizand conditia de coliniaritate a

m+n m+n+p
Z, Z 1
trei puncte D(z,),E(z;)si F(z,)- anume: |z, Z 1/=0, rezultad fara dificultate ca
Zp Z 1

punctele 4,4',Q'; B,B',Q'; respectiv C,C',Q' sunt coliniare, iar cum punctul Q'
apartine celor trei ceviene AA',BB',CC' rezultica Q=0Q".
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11) In triunghiul ABC fie A'B'C' triunghiul pedal al unui punct P, astfel incit
ﬂ—v AB'_ i A—C’—l Atunci, pentru orice punct din planul triunghiului
ac gt Y o™ P P P &
ABC este adevarata relatia: MP = ! MA+ 4 MB+—~—MC.

1+A+u I+A+u I+A+u

. . 1 . . .
Demonstratie. Din teorema lui Ceva avem: A-v-— =1, deci v :% (1). Din teorema lui
U

7y PR vy
1+ A+ u 1+A+u

Van — Aubel obtinem: % = A+ u, de unde rezulta MP =

(2). Din BA =v rezulti MA'= Lm +LVC' (3). Din relatiile (1), (2) si (3) rezulta
A'C I+v I+v

concluzia.

Cazuri particulare:
1) Daca P =G, atunci MG :§m+ém+ém .

a  — b  — c

2) Dacd P=1,atunci MI = MA+ MB + MC .
a+b+c a+b+c a+b+c
3) Daca P=0, atunci
MO = - - ! - (sin2A-m+sinZB-m+sin2C-M_C").
sin2A4+sin2B+sin2C
4) Daca P=H, atunci
MH = g4 MA+ g8 MB + fgC MC (pentru un triunghi
tgA+1tgB +1gC tgd+1tgB +1tgC tgd+tgB+1gC

nedreptunghic).

[I1.36. Triunghiul anticevian

,,0 teoremi de geometrie este o legitura organica intre partile unei figuri.” — Gh. Titeica®®”

Fie P un punct din planul triunghiului A4BC. Triunghiul anticevian A'B'C' al
triunghiului 4ABC corespunzdtor punctului P este obtinut astfel: AeB'C', Be A'C,
CeB'A" iar AA'NBB'NCC'={P} (Fig. 455 ). Punctul P se numeste punct anticevian.

1) Triunghiul ABC este triunghiul cevian al punctului P in raport cu triunghiul
A'B'C".

2) Triunghiul anticevian corespunzitor centrului cercului inscris (I) in triunghi este
triunghiul antisuplementar.
Demonstratie. Vezi ,,Triunghiul antisuplementar”.

29 Gheorghe Titeica (1873-1939) — matematician roman, profesor la Universitatea din Bucuresti, membru al
Academiei Roméne, contributii importante in geometrie
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3) Triunghiul anticevian corespunzator centrului de greutate (G) este triunghiul
anticomplementar.
Demonstratie.Vezi ,,Triunghiul anticomplementar”.

A B'

AV
Fig. 455

4) Triunghiul anticevian corespunzitor punctului simedian (K) este triunghiul
tangential.
Demonstratie. Vezi ,,Triunghiul tangential”.

5) Fie A'B'C' triunghiul anticevian al unui punct P in raport cu un triunghi ABC.

Bisectoarele unghiurilor triunghiului A'B'C' intersecteaza laturile BC, CA si AB in

punctele A",B", respectiv C". Dreptele AA",BB" si CC" sunt concurente.

Demonstratie. Din teorema

BA"  BA'

A"CA'C’

CB" CB' ; AC" AC!

B'A B4 C'B CB

teorema lui Ceva aplicatd 1in

triunghiul ~ anticevian A'B'C'

rezulta ﬂﬁg =1, de unde
AB' BC' CA' Al

se obtine: Fig. 456

B4A" CB" AC" BA' CB' AC' 1

A4"C B"A C"B A'C B'A C'B

si din reciproca teoremei lui Ceva aplicata in triunghiul ABC rezulta ca dreptele A4", B

si CC" sunt concurente.

bisectoarei rezulta

Din

"
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II1.37. Triunghiuri ortogonale
,»Am inchis usile ca si nu intre greseala. Atunci adevirul m-a intrebat: pe unde voi intra eu?” - R. Tagore®'

Doua triunghiuri se numesc ortogonale daca au laturile doua cate doud perpendiculare una
pe alta.

Sa se construiascd triunghiul A'B'C' avdnd vdrfurile pe dreptele suport ale laturilor
triunghiului ABC astfel incit cele doud triunghiuri sd fie ortogonale.

Fig. 457
Bl
_________ B,
B, C C,
Demonstratie. Presupunem ca triunghiul A'B'C' astfel incat
A'C'1L AC,A'B' L AB,B'C"' L BC, A'e AC,B'e AB,C'e BC. Construim

perpendicularele pe laturile triunghiului ABC in varfurile acestui triunghi si fie 4 B,C,
triunghiul obtinut prin intersectiile acestor perpendiculare. Avem
AC, L AC,A B, 1 AB,B,C, L BC. Repetand procedeul de mai sus, obtinem triunghiul
A4,B,C, cu A4,C, L AC,A,B, L AB,B,C, L BC,. Se observa A4,C,0AC,A4,B,1A4B,
B,C,0BC. Se poate considera ca triunghiul 4,B8,C, se obtine din triunghiul ABC printr-o
omotetie. Fie O centrul acestei omotetii, centru care se afld la intersectia dreptelor
AA,,BB,,CC,.In mod analog se observa cd 4 B,C, se poate obtine din A4'B'C"' printr-o
omotetie §i deoarece 04 :—' rezultd ca omotetia are acelasi centru O. Din cele
2 1
prezentate rezultd procedeul de constructie a doud triunghiuri ortogonale: i) se construieste
triunghiul 4,B,C;; ii) se construieste triunghiul 4,B,C, ; iii) unim 4 cu 4,, B cu B, si se

determina centrul omotetiei O; iv) unim apoi O cu A4,,B,,C, si la intersectia cu dreptele
suport ale laturilor ABC gasim punctele A',B',C' care sunt varfurile triunghiului cautat.
Constructia de mai sus este valabila indiferent de natura triunghiului.

210 Rabindranath Tagore (1861-1941) —scriitor si filosof indian, laureat al Premiului Nobel pentru Literaturd

455



I11.38. Triunghiul lui Carnot™"

,.Geometria este limbajul omului... de la nasterea sa, omul nu a actionat decat pe fundamentul geometriei, pe care a
pétruns-o cu atata claritate incat putem admite ci ea este aceea care ne conditioneazi.” - Charles le Corbusier’'?

Fie H ortocentrul triunghiului ABC si O,,0,,0, centrele cercurilor circumscrise
triunghiurilor BCH, ACH, ABH. Triunghiul O,0,0, se numeste triunghiul lui Carnot, iar
cercurile circumscrise riunghiurilor BHC, AHC, AHB se numesc cercurile lui Carnot -

(G, (Co), (Co-

1) Cercurile circumscrise
triunghiurilor BHC, AHC si AHB
sunt congruente cu cercul
circumscris triunghiului ABC .

Demonstratie. Fie A'B',C'
mijloacele segmentelor AH, BH, CH,
H,, H,, H, picioarele iniltimilor
triunghiului 4BC , O centrul cercului
circumscris triunghiului 4BC si O,
simetricul lui O fatda de BC. Atunci,
AH =00, si AHUOO, de unde
rezultd cd patrulaterul OO,HA este
paralelogram. Deci, HO, = OA(=R)
(1) si cum OCO,B este romb rezulta
cd 0C=0,B=0C=0B (=R) (2).
Din relatiile (1) si (2) rezultd ca
0.C=0B=0,H (=R), deci O

a

Fig. 458

este centrul cercului circumscris
triunghiului BHC, adica O, =0, . Analog, O, si O, sunt simetricele lui O in raport cu
laturile AC, respectiv AB. Cercul circumscris triunghiului BHC este congruent cu cercul

circumscris ABC. Analog, cercurile circumscrise triunghiurilor AHC si AHB sunt
congruente cu cercul circumscris triunghiului ABC.

Observatii:

1) Laturile triunghiului lui Carnot contin punctele lui Euler (A4', B', C') ale triunghiului
ABC.

2) Distantele de la centrul cercului circumscris triunghiului ABC la centrele O,,0,,0. sunt
egale cu AH, BH, respectiv CH.

3) Centrele cercurilor lui Carnot sunt simetricele centrului cercului circumscris (O) al
triunghiului ABC fatd de laturile triunghiului ABC.

2) Triunghiurile O,0,0, si ABC sunt congruente.

2! Lazare Carnot (1753-1823) — matematician si inginer francez
212 Charles le Corbusier (1877-1965) — arhitect, pictor francez de origine elvetiana
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Demonstratie. Cum BO,CO si AOCO, sunt romburi rezultd: BO, UOCUAO, si
BO,=0C= 40, (=R) , deci patrulaterul ABO,O, este paralelogram, adicd 4B =0,0,.
Analog, AC=0,0, si BC=0,0,, triunghiurile O,0,0, si ABC sunt congruente.

3) Triunghiurile O,0,0, si ABC sunt omotetice.

Demonstratie: Fie O, mijlocul segmentului OH. Atunci, triunghiul O,0,0, se obtine prin
omotetia de centru O, siraport -1, a triunghiului 4ABC.

4) Triunghiurile O,0,0. si ABC au acelasi cerc al lui Euler si aceeasi dreapti a lui
Euler.
Demonstratie. In triunghiul 0,0,0, ,0 este ortocentrul siu, iar H este centrul cercului

circumscris, deci are aceeasi dreapta Euler cu triunghiul ABC si evident acelasi cerc al lui
Euler.

5) Cercurile lui Carnot sunt simetrice cercului circumscris triunghiului dat in raport cu
laturile corespunzdtoare.

Demonstratie. Deoarece ortocentrul H al triunghiului ABC apartine cercului circumscris
triunghiului  BHC, simetricul sdu fata de latura BC, apartine cercului circumscris
triunghiului ABC, iar cercurile circumscrise triunghiurilor ABC si BHC sunt congruente,
rezulta ca cele doud cercuri sunt simetrice fatd de latura BC a triunghiului ABC. Analog, se
aratd ca si celelalte doud cercuri Carnot sunt simetrice fata de laturile AC, respectiv AB.

6) Fie H ortocentrul unui triunghi ABC, (C), (Csy), (C) cercurile lui Carnot
corespunzdtoare triunghiului ABC, iar A4, si A. al doilea punct de intersectie dintre

cercul (C,) cu laturile AC respectiv AB. Analog se definesc punctele B si B,, respectiv

C, si C, determinate de intersectiile cercurilor (Cy), respectiv (C) cu laturile

a

corespunzdtoare ale triunghiului ABC. Ortocentrul triunghiului ABC este centrul
cercurilor circumscrise triunghiurilor A4, A ,BB B, ,CC C,.

b e c“a

Demonstratie.

Fig. 459



Avem  m(HAH ) =90°—m(H_HA) = 90° —m(H# HC) = m(HCH,) (1). In cercul (c)
m(B4_H) = m(HCB) :%m(@H) (2). Din relatiile (1) si (2) rezulta HAB =44 H | deci
triunghiul AHA, este isoscel, de unde AH = HA, (3). Analog se aratd cd AH = H4, (4).

Din relatiile (3) si (4) rezultd AH = HA = HA, , deci H este centrul cercului circumscris

triunghiului 44,4, . Analog , se arata cd / este centrul cercului circumscris triunghiurilor
BB B, si CC,C,.

7) Fie O, centrul cercului Carnot (C,) si H H, H, triunghiul ortic al triunghiului ABC.
Atunci: BO, L. H H, si CO, L H H_.

Demostratie.  Daca O este centrul cercului circumscris triunghiului 4BC, atunci
OC 1 H H, (1) (vezi ,, Triunghiul ortic”) — Fig. 459. Patrulaterul BOCO, fiind un romb -
datoritd faptului cd O, este simetricul lui O fata de BC - rezulta BO, 0OC (2). Din
relatiile (1) si (2) rezultd ca BO, L H H,. Analog , se aratd CO, L H H .

Observatie: Analog  se aratd ca A0, LHH,, CO, LHH, 6 si AO, LHMH,,
BO. L H.H,.

8) Fie A ,B,,C, punctele de intersectie dintre bisectoarele interioare ale triunghiurilor A,
B, respectiv C cu cercul circumscris triunghiului ABC. Triunghiul O,0,0,, avind
virfurile in centrele cercurilor Carnot ale triunghiului A B C, este omologic cu

triunghiul ABC, centrul de omologie fiind un punct al lui Kariya al triunghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Kariya”.

9) Tangentele duse in ortocentrul H al unui triunghi ABC la cercurile lui Carnot ((,),
(Cs), (C) intersecteazd laturile BC, CA, respectiv AB in trei puncte coliniare.

Demonstratie. Fie A',B',C' punctele determinate de intersectiile dintre tangentele si
laturile triunghiului , iar A",B",C" al doilea punct de intersectie dintre dreptele

A

B"
Cvl

AH, BH, CH cu cercul circumscris triunghiului ABC. Avem
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m({J BCC")y=m({ BB"C") = %m(@C") si cum A'H este tangentd cercului ((,) rezultd

m({J A'HB)=m({0 HCB), de unde 0A'HB=0C"B"B, deci dreptele A'H si
B"C" sunt paralele. Fie {M}=B"C"nBC. Din asemdanarea triunghiurilor A'BH cu
A'B_ BH . A'C _HC

MBB"si A'HC cu MCC" rezulta: =—— i =——, de unde
MA' HB" MA'  HC"
A'B  BH HC" . . B'C CH HA" . C'A AH HB" .
=—. . Analog, se arata ca =—. si =— . Atunci
A'C HC HB" B'A HA HC" C'B HB HA"
A'B . B'C . c'4 =1, deci punctele 4', B', C' sunt coliniare.
A'C B'A C'B

10) Fie C,C,C, triunghiul de contact al triunghiului ABC. Ortocentrele triunghiurilor
AC,C., BC,C., CC,C, sunt centrele cercurilor Carnot ale triunghiului C,C,C..

Demonstratie. Fie C,C. si C,C, indltimi in
triunghiul  AC,C. si H, ortocentrul
triunghiului AC,C,. Atunci C,C,[IC, si
C,C,0IC,, deci patrulaterul IC,H,C, este
paralelogram (Fig. 461). Cum IC, =IC,

rezultd cd patrulaterul [/C,H,C, este romb,

deci H, este simetricul centrului cercului
circumscris triunghiului de contact fata de
latura C,C,, ceea ce aratd cd H, este centrul

cercului Carnot corespunzitor laturii C,C,.
Analog se aratd ca ortocentrele triunghiurilor B G, C
BC,C. si CC,C, sunt centrele cercurilor

Carnot  corespunzdtoare laturilor C,C,
respectiv C,C, .

11) Laturile triunghiului Carnot trec prin punctele euleriene A',B',C' ale triunghiului
ABC.
Demonstratia este evidentd din constructie.

12) Triunghiul A'B'C' este triunghiul median al triunghiului lui Carnot O,0,0.,.
Demonstratie. Deoarece AA'= A'H si O,A=0,H =0,A=0,H rezulta ca patrulaterul
AO_HO, este romb, deci O,A'=A'0O,, adici A' este mijlocul segmentului 0.0, .
Analog, se aratd ca B' si C' sunt mijloacele segmentelor 0,0, si 0,0, .

13) Triunghiul A"B"C" avdnd ca virfuri punctele unde mediatoarele laturilor

triunghiului ABC intersecteazd a doua oard cercul lui Euler al triunghiului ABC este
triunghiul ortic al triunghiului lui Carnot.
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Demonstratie. Deoarece BC || 0.0, si M, A" L BC, iar A"e 0,0. ( vezi ,,Cercul lui
Euler” ), rezulta cd O, A" este indltime in triunghiul lui Carnot. Analog se aratd cd O, B "

si O.C" sunt naltimi in triunghiul 0,0,0, .

14) Triunghiul A' B'C' (determinat de punctele euleriene ale triunghiului ABC) si
triunghiul A"B"C" ( avind ca varfuri punctele unde mediatoarele triunghiului ABC
intersecteazd a doua oard cercul lui Euler al triunghiului ABC) sunt doud
triunghiuri S .

Demonstratie. Vezi ,,Triunghiuri Ortopolare”.

15) Fie H ortocentrul wunui triunghi ABC, H,H,H_, triunghiul ortic
{H}=A4H,NH,H, ,{H,}=BH,NH,H, ,{H,}=CH (H,H,. Dreptele H,H, H,H,,
H H, sunt axele radicale dintre cercul lui Euler al triunghiului ABC si respectiv

cercurile lui Carnot (C,), (Cy), (Co)..
Demonstratie. Vezi ,,Dreapta lui Euler”.

16) Triunghiul avdnd vérfurile in centrele cercurilor Carnot si triunghiurile avind
virfurile in punctele unde inaltimea triunghiului dat intersecteaza cercul sdau
circumscris sunt omologice, centrul de omologie apartinind acestui cerc ciscumscris.
Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Kariya”.

17) Fie I centrul cercului inscris intr-un triunghi ABC si H, H, H_ triunghiul sau
ortic. Centrele cercurilor inscrise in triunghiurile AH,H., BH.H,, CH_ H, sunt
centrele cercurilor Carnot corespunzdtoare triunghiului de contact C,C,C. al

triunghiului ABC.
Demonstratie. Fie M proiectia lui B pe
bisectoarea CI §i {A4}=HMNAI.

Avem: WH H, =4CB si MH_4=WcB
(:%m(QCB)) (deoarece patrulaterele
H.H,CB si H_MCB sunt inscriptibile)
(Fig. 462) de unde rezultd ca
m(4H_4) = m(akr M) = %m(@-[CHb ),

deci H_A, este bisectoarea unghiului

@-ICHb. Cum A4, este bisectoarea

unghiului 4, rezultd cd A4, este centrul

cercului Inscris in triunghiul AH_ H,.Dar

mEA My =mam y+malH_4) =

Fig. 462

%m(z&)+%m(é) si m(MI4) = m(Wi14) = m(QAC)er(WCA):%m(A)%m(é) ,de unde

rezultd ca @41M EW]IAI. Aratdim cd punctul M apartine dreptei C.C,. Fie
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(M} =CINC.C,. Avem: m(@IMI):%[m(%)er(@‘)] (ca unghi exterior triunghiului

BIC), m(@IM ) =90° —%m(/zl) . Patrulaterul IC.AC, este inscriptibil, deci

m(%ch) = %m(fi) , de unde m(%ch) = 90°+%m(121). Astfel,

m(BC_M,)+m(MIB)=180°, adicd patrulaterul BC,M,I este inscriptibil, deci
m(@M A= m(@Ccl ) =90°, de unde rezultd cd M, este proiectia lui B pe bisectoarea C|,
adica M, =M. Deoarece Al L C,C,, M €C,C, si triunghiul MA,I este isoscel, rezulta
cd punctele 4; si / sunt simetrice fatd de latura C.C,, deci 4, este centrul cercului

Carnot corespunzitor laturii C,C,, a triunghiului de contact.

18) Fie O0,0,0, triunghiul lui Carnot al unui triunghi ABC si H _H,H_ triunghiul ortic
al triunghiului ABC. Dreptele O,H

a?’

O,H,,0.H, sunt concurente.

Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Hexyl”.

[I1.39. Triunghiul lui Lucas®?

,Matematica reprezinta in sine o colectie de rezultate, care pot fi aplicate la orice.” - Bertrand Russell*"*

Pe latura BC a triunghiului 4BC iIn exterior se construieste pdtratul BCCB,. Fie
{M}=4B nBC si {N}=AC, NBC. Fie P si O punctele de intersectic dintre
perpendicularele ridicate din N si M pe latura BC si laturile AC, respectiv AB.

1) Patrulaterul MNPQ este pitrat. A

Demonstratie. Din asemanarile triunghiurilor AQM
siABB, ; APN si ACC,; APN si ABC, rezulta:

an_mo_a0 4 _we_ap v _an_av o AN

AB, BB AB AC, CC, AC B(C, AB AC ii '.I

de unde wzﬂ si cum BB =CC, rezultd B R C
BB, CC,

MQ = NP. Deoarece MQLU NP si MQ L BC,NP L BC

rezultd cd patrulaterul MNPQ este dreptunghi. Atunci,

PQOUBC si PO=MN (2). Din relatiile (1) si (2) rezulta

&:Q:M:% (si cum BC=BB,), de unde

AB BC BC BB,

MN = QM deci patrulaterul MNPQ este patrat. B, G

Fig. 463

213 Francois Lucas (1842-1891) — mathematician francez, contributii in teoria numerelor
24 Bertrand Russell (1872 - 1970) — filosof, logician si matematician englez, laureat al Premiului Nobel pentru

literatura
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Observatie: Cercul circumscris triunghiului 4PQ se numeste A — Lucas. Analog, se
definesc cercurile B — Lucas si C — Lucas. Fie L,,L,, L. centrele cercurilor Lucas.

Triunghiul L,L,L. se numeste triunghiul lui Lucas.

2) Fie a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiului ABC §i R raza cercului circumscris acestui

triunghi. Patratul MNPQ are latura de lungime egali cu ; 7
1+
bc
Demonstratie. Fie A' piciorul inaltimii duse din 4. Din asemanarea triunghiurilor AQP si
ABC rezulta: Q = ﬁ = g, de unde AQ :£l, AP = él , (PQ =1), iar din asemanarea
c b a a a
c
BO OM c——I1
triunghiurilor BOM si BAA' rezulta —===— de unde 4 —— i de aici
AA' c h,
h 2. .
1=2"% Dar ha:M:L‘bczﬁ, de unde rezulta / = .
a+h, a a-4R 2R 14 29R
bc
. . R
3) Razele cercurilor A — Lucas, B — Lucas si C — Lucas sunt egale cu: R, =R’
1+
bc
R , R
R, =" %R’ respectiv R_. = TR
I+— I+—
ac ab
Demonstratie. Deoarece triunghiurile APQ si ABC sunt omotetice, centrul omotetiei fiind
. . . / 1 s
punctul 4 si raportul de omotetie fiind egal cu —= YR (conform proprietatii
R P
bc
. R, I o .
precedente) rezultd cda —+=—, de unde R, = . Analog se determind lungimile
R a 2aR
I+——
bc
celorlalte doua raze.
A
4) Cercul circumscris triunghiului ABC si cercurile lui
Lucas sunt tangente interior.
Demonstratie. Deoarece triunghiurile AQP si ABC sunt
omotetice, prin omotetia de centru 4 si raport
2aR
I+——
bc
rezultd cd cercurile circumscrise acestor doua triunghiuri C
se corespund prin omotetia considerata, deci cercurile sunt /
tangente interior. B
Fig. 464
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Observatii:
. . . R,
1) Raportul de omotetie poate fi considerat si sub forma r
2) Analog se arata ca cercurile B — Lucas §i C — Lucas sunt tangente interior cercului

circumscris triunghiului ABC.

5) Cercurile lui Lucas sunt tangente doud cdte doud.
Demonstratie. Avem: OL, = OB —-L,B=R-R,,
OL.=R-R. si mUBOC)=2m({ BAC). Aplicand

teorema cosinusului in triunghiul OL,L. rezulta:

L L. =OL, +OL,. —20L, -OL,. -cos(l L,OL..). Cum
R R
OL,=R-———— =R- i
8 2bR Ole =R % !
1+ I+—
ac ab
2, 2 2
cos(U LOL.) = cos 24 =2cos’ A—1=2 breza)
2bc
Fig. 465 2 2

rezults LI, = 2R@bCHDRYCR) G _ b p e

(ac+2bR)(ab+2cR)

cercurile B — Lucas si C — Lucas sunt tangente. Analog, se arata ca cercurile 4 — Lucas si C
— Lucas respectiv B — Lucas si 4 — Lucas sunt tangente.

6) Laturile triunghiului Lucas au lungimile R, +R,,R, +R.,R. +R,.
Demonstratia este o consecinta a proprietatii precedente.

Fie T,,T;,7T, punctele de tangentd dintre cercurile lui Lucas. Triunghiul 7, 7,7, se
numeste friunghiul tangentelor Lucas. Cercul circumscris triunghiului 7,7,T,. se numeste

cercul radical al cercurilor Lucas.

I11.40. Triunghiul lui Fuhrmann

,Daca cineva vrea sa determine cu un cuvant laconic §i expresiv esenta matematicii, acela trebuie sa spuna, ca este

o stiinta despre infinit.” - Henri Poincaré*'®

Fie ¢ cercul circumscris triunghiului ABC . Triunghiul lui Fuhrmann al triunghiului
ABC este triunghiul F, F,F. ale cdrui varfuri sunt simetricele mijloacelor arcelor

BC , Uc respectiv 4B , considerate in cercul (, fatd de laturile triunghiului ABC
(Fig. 466). Cercul circumscris triunghiului lui Fuhrmann se numeste cercul lui Fuhrmann.
Centrul cercului lui Fuhrmann (F) se numeste punctul lui Fuhrmann (F). Fie A", B',C'
mijloacele arcelor BC,AC, respectiv 4B si M, M,, M, mijloacele laturilor triunghiului
ABC , iar O centrul cercului circumscris triunghiului 4ABC .

215 Henri Poincaré ( 1854 -1912) — matamatician si fizician francez, contributii importante in toate ramurile
matematicii



Fig. 466

1) Dreptele A'F,,B'F,,C'F. sunt concurente in centrul cercului circumscris
triunghiului ABC.
Demonstratie.  Deoarece OA' L BC rezulta cd si F,A' L BC ,deci Oe A'F,. Analog

OeB'F, 51 0eC'F,.

2) Triunghiul ABC si triunghiul Fuhrmann F F,F. al triunghiului ABC sunt

ortologice.
Demonstratie. Deoarece F,A' L BC,F,B'1 AC si F.C'l AB iar F A", F,B",F.C" sunt

concurente in centrul cercului circumscris triunghiului ABC rezultd ca triunghiul F F,F,
este ortologic cu triunghiul 4BC .

3) Perpendicularele duse din A, B si C pe laturile F,F., F . respectiv F,F, ale

triunghiului Fuhrmann sunt concurente intr-un punct P.

Demonstratie. Deoarece relatia de ortologie dintre doud triunghiuri este simetricd, rezulta
(conform proprietatii precedente) cd triunghiul ABC este ortologic cu triunghiul
Fuhrmann, deci perpendicularele duse din 4, B si C pe laturile F,F,., F,F. respectiv

F,F, sunt concurente intr-un punct P.

4) Cercurile avind centrele in virfurile F,,F, I, si trec prin punctele B i C, C §i 4,
respectiv A si B sunt concurente in punctul P.
Demonstratie. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul 4ABC. Fie ¢,.¢,.J,. cercurile

circumscrise triunghiurilor BIC , CIA respectiv AIB, iar ¢,,¢,.¢. cercurile avand centrele
in punctele F,,F,.F. si trec prin punctele B si C, C si 4 , respectiv 4 si B (Fig. 467).

Conform teoremei lui Catalan, centrele cercurilor ¢§,.{,.4. sunt mijloacele arcelor

BC,'AC respectiv 4B ale cercului circumscris triunghiului 4BC . Cercurile <, s ¢,
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sunt simetrice fatd de BC; ¢, si ¢, sunt simetrice fatd de CA; £, si ¢ sunt simetrice fatd
de AB. Atunci conform teoremei lui Schoute cercurile ¢,¢,.¢. sunt concurente intr-un

punct O, linia centrelor fiind perpendiculara pe axa radicala a cercurilor; rezulta ca
FF,,F F., F,F, sunt mediatoarele segmentelor 40, BQ,CQO si conform proprietatii (3)

rezultd ca punctele P si Q coincid, deci cercurile ¢,¢,,¢. sunt concurente in punctul P.

5) Fie I, centrul cercului A -exinscris corespunzdtor triunghiului ABC, I, simetricul
Iui 1, fata de BC. Daci P este punctul de concurenti al cercurilor ¢.¢,.C. (avind
centrele in virfurile triunghiului Fuhrmann §i trec prin punctele (B,C), (C,A)

respectiv (A,B)), atunci punctele P, A si 1, sunt coliniare.

Demonstratie. Fie A' mijlocul arcului QC al cercului circumscris triunghiului ABC si [
centrul cercului Inscris in triunghiul ABC . Punctele 4,/,4' si I, sunt coliniare (vezi

“Cercurile exinscrise”) iar A" este centrul cercului circumscris patrulaterului BICI, (adica

cercul &, (Fig. 467). Cum cercurile H

A

¢, si ¢ sunt simetrice fatd de latura
BC rezultd cd punctul I, apartine
cercului,. Fie H, si H,
ortocentrele triunghiurilor /BC,
respectiv. IAB, iar A" al doilea
punct de intersectie dintre cercul ¢,
si dreapta BC. Conform proprietatii
prin care simetricele ortocentrului
unui triunghi fata de laturile acestuia
apartin cercului circumscris
triunghiului (vezi ,,Ortocentrul unui
triunghi”) rezultd ca simetricul lui
H, fatd de BC apartine lui ¢, si

deci H, apartine luid,. Analog
H_ e ¢,. Evident I este ortocentrul
triunghiului 4H_ B . Simetricul sau
fatd de AB apartine cercului (.
Avem: [0 AH,B =10 AA4'B

(:%m(gPB)) (1), iar unghiurile

UAHB si  UAIB  sunt 1
suplementare (/ fiind ortocentrul
lui AH_B). Datoritd simetriei rezultd [1 [, CB =[] BCI,, iar in ¢, avem: [J BCI, =[] B,

2, de unde OBCI =0BH,. Cum  m(AH B)+m(Q AIB)=180° i
m(0 BIA)+m(U BII, ) =180° rezulta m(1 AH B)=m(0 BII,), adica [ AH B =0 BII, (3).
Din relatiile (1), (2) si (3) rezultd U 44" B =0 BCI,, adicd AA"[JCI,, relatie care arati cd

a
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punctele P, A si I sunt coliniare (deoarece in ¢, si ¢, avem
m( BPA) =180°— m(1 BA" A)= 180°—m(1 BCI,)=m(0 BPI,) si cum 4 si I, se afla in

acelasi semiplan fatd de PB rezulti P, A si I, coliniare).

Observatie: Analog se arata cd simetricele I, si I, ale centrelor cercurilor B - exinscris,
respectiv C - exinscris fatd de CA si AB sunt coliniare cu punctele P si B, respectiv P si C.

6) Teorema lui Stevanovic
Ortocentrul triunghiului lui Fuhrmann corespunzditor triunghiului ABC este centrul

cercului inscris in triunghiul ABC .
Demonstratie. Pastrand notatiile de mai sus, fie {4} =4/, "BC, M, mijlocul laturii

BC si {D,} =11 nBC (Fig. 467 ). Datorita simetriei fatd de BC , rezultd ci punctele
A, F,si I, sunt coliniare. Dar IM [1AD, (vezi ,Punctul lui Gergonne- teorema lui
Poncelet) si M F,0D,I, . Din reciproca teoremei lui Desargues aplicatd triunghiurilor
IF M, si AI, D, avand centrul de omologie 4, - rezultdi AI, [JIF,. Conform proprietitii
(3) rezultd PI, 1 F,F,., adicd IF, L F,F,, analog IF, L F,F,. , deci I este ortocentrul
triunghiului lui Fuhrmann.

7) Daca afixul cercului circumscris triunghiului ABC este in originea reperului
complex , atunci afixul punctului lui  Fuhrmann este egal cu

. :ZA(Zp—a)+ZB(2p—b)+ZC(2p—C)
F Zp .
Demonstratie. Notdm cu z, afixul punctului X . Afixul centrului cercului A - exinscris
este z, = cla+b)z.+(b-a)laz, +bz,]
‘ (a+b)b+c—a)

(4) (vezi, Triunghiul cotangentic”), iar afixul

. o . az,+bz, +cz
centrului cercului inscris in triunghiul ABC este z, =—4—%—< (2). Deoarece A'

a+b+c
.. . . . n C o z,+z
este mijlocul segmentului I, (vezi ,,Cercurile exinscrise”) rezultd z, = =~ (3). Cum
. . . zZ,+z
M, este mijlocul segmentului A'F, rezultd z, =2z, —z =zp+z.— ~ . Analog

se determind afixele punctelor F, si F,., de unde rezultd afixul centrului de greutate al
Zp, tzp tzp 4p-a)+z,(4p-b)+z.(4p—
triunghiului  FF,F: 2, = s = 2 8p-a) 23(61’ )*z(Gp=o)
' p

Deoarece I este ortocentrul triunghiului F,F,F, rezultd IG, =2G.F (unde F este

. . . z, +2z
centrul  cercului  lui  Fuhrmann),  deci zg, = %, de  unde

B _z,2p-a)+z,(2p-b)+z.(2p—c)
o= )
2p

466



8) Centrul cercului Iui Fuhrmann corespunzator unui triunghi ABC este mijlocul

segmentului HN, unde H si N sunt ortocentrul, respectiv punctul lui Nagel al

triunghiului ABC .

Demonstratie.

Alegem un reper complex cu originea in centrul cercului circumscris triunghiului ABC .

z,2p-a)+z,2p-b)+z.(2p—c)
2p ’

Atunci, Zy =z, +tzZp+zc, Zp =

_z(p-a)+zy(p=b)+z.(p=0c)
p

zZ,+z
. Deoarece ~L—X

= z,. rezulta concluzia.

9) Punctul lui Nagel si ortocentrul unui triunghi ABC apartin cercului lui Fuhrmann
corespunzdtor triunghiului ABC .

Demonstratie. Deoarece |ZH —zF| = |ZN —ZF| =|ZF -z, |, adicd HF = NF = FF, rezulta ca

H si N apartin cercului lui Fuhrmann.
Observatie: Punctele H si N sunt diametral opuse in cercul lui Fuhrmann.

10) Raza cercului lui Fuhrmann corespunzitor triunghiului ABC are lungimea egald cu
lungimea segmentului OI, unde O si I sunt centrele cercurilor circumscris, respectiv
inscris in triunghiul ABC .

Demonstratie. Deoarece HNUOI si HN =20l (vezi,,Punctul lui Nagel”), rezulta

R, :%HN:OI: R*-2Rr .

11) Consecinti: Patrulaterul IONF este paralelogram.

12) Centrele cercurilor lui Euler ale triunghiului ABC si triunghiului lui Fuhrmann
coincid.
Demonstratie. Alegem un reper complex cu originea in centrul cercului circumscris
triunghiului ABC , deci z, = 0. Atunci, afixul centrului cercului Iui Euler al triunghiului
zy+z, z,+z5+2Z . . e
ABC este z, =" 5 g =4 ZB €. Afixul centrului lui Euler al triunghiului lui
z, 4z, Z,+zg+z,

Fuhrmann ste z , = =
% 2 2

13) Consecinta: Raza cercului lui Euler a triunghiului lui Fuhrmann este egali cu
Jjumdtate din lungimea segmentului Ol .

14) Fie F,F F_ triunghiul lui Fuhrmann corespunzdtor unui
triunghi ABC. Cercurile circumscrise triunghiurilor F ,BC,
F,CA, F._AB, F,FyF. sunt concurente in ortocentrul

triunghiului ABC .
Demonstratie. Fie H, simetricul ortocentrului H fatd de

BC (Fig. 468); punctul /, apartine cercului circumscris
triunghiului 4BC . Deoarece patrulaterele BHF,C si BH,A'C
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sunt congruente, iar BHA'C este inscriptibil rezulta cd si patrulaterul BHF,C este
inscriptibil, H apartine cercului circumscris triunghiului F,BC . Analog se aratd ca H
apartine cercurilor circumscrise triunghiurilor F,CA4 si F.AB. Cum H apartine si

triunghiului F,F,F, , rezultd concluzia.

N F H
15) Simetricul centrului cercului circumscris unui
triunghi ABC fata de punctul lui Spieker al triunghiului
ABC este punctul lui Furhmann.
Demonstratie. Vezi ,,Punctul lui Spieker”. o) I
Fig. 469

II1.41. Triunghiul lui Lionnet

.Stiintele matematice, stiintele naturale si stiintele umanitare pot fi numite, respectiv
si stiinte supranaturale, stiinte naturale si stiinte nenaturale.” - L. D. Landau®'®

1) Pe laturile unui triunghi ABC se construiesc in exterior triunghiurile
A'BC,AB'C,ABC" asemenea cu A'B'C'. Cercurile circumscrise acestor triunghiuri au

un punct comun D.
Demonstratie. Din conditia de asemanare rezulta

(1 BA'C) = m( BAC),m(Ul CBA") = m(1l CBA), ‘
Z(D ACB)=mnED AC'B).mFie D p1’1111lctu1 de C’
. ,

intersectie  dintre  cercurile  circumscrise
triunghiurilor ABC' si AB'C (Fig. 470). Atunci,
m(J ADB) =180°—m(_ C), m({ ADC)=180°—m( B)
m() BDC) =360°—[180°—m(] C)+180°—m(U B)] =
m( B)+m(] C)=180°—m( A) =180°—m( BA'C)
deci punctul D apartine cercului circumscris )
triunghiului BA'C . Fig. 470

Fie L,,L,,L, centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor A4'BC,AB'C,ABC".
Triunghiul L,L,L, se numeste triunghiul lui Lionnet corespunzitor triunghiului ABC.

Cercul circumscris triunghiului L, L,L; se numeste cercul lui Lionnet.

2) Triunghiurile A'B'C' §i L L,L, sunt omologice.
Demonstratie. Deoarece m(l] BDA) =180°—m(J C), m(J BDA") =m(J BCA")=m(I C)
rezultd ca m(U BDA)+m( BDA") =180°, deci punctele 4,D, A" sunt coliniare. Analog se

aratd cd B,D,B' respectiv C,D,C" sunt coliniare, deci D este centrul de omologie dintre
triunghiurile ABC si A'B'C'.

2151, D. Landau (1908-1968) —fizician rus, laureat al Premiului Nobel pentru Fizica in anul 1962
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3) Triunghiurile A'B'C' si L L,L, sunt ortologice.

Demonstratie. Deoarece AD este axa radicald a cercurilor circumscrise triunghiurilor
AB'C si ABC' rezulta AD 1 L)L, deci AA' Ll L,L,. Analog, BB'L LL, si CC'LLL,,
iar cum AA'NBB'NCC'={D}, rezultd cd D este un centru de ortologie , celdlalt fiind
centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

4) Triunghiului lui Lionnet L L,L, este asemenea cu triunghiul A'B'C" .

Demonstratie. Deoarece BD 1 L,L,, CD 1 L L, rezulta ci m(EL L) =180°—m(BDC) =
m(@A’C) = m(@A’C') = m(@AC) , i analog m(;@leL}) = m(@B'C’) , deci triunghiurile
A'B'C" si L L,L, sunt asemenea.

5) Triunghiul lui Lionnet L L,L, este asemenea cu triunghiul ABC.
Demonstratia rezulta din proprietatea precedenta.

6) Punctele D si O sunt izogonale in triunghiul lui Lionnet, unde O este centrul
cercului circumscris triunghiului ABC .
Demonstratie. Deoarece DL, si perpendiculara din D pe BC sunt drepte izogonale in raport

cu unghiul 0 BDC, (m(;@lDB) = 90°—m(§CD)) , rezultd ca DL, si L,O sunt izogonale in
raport cu unghiul 1@3L1L2 , deoarece BD L L,L,, CD L L|L,.

[I1.42. Triunghiurile lui Morley?*”

Arta de a rezolva probleme geometrice seamana cu trucurile iluzionistilor — uneori, chiar stiind solutia problemei,
nu-i clar cum s-ar putea ajunge la ea.” - I. D. Novikov*'®

Teorema lui Morley

Trisectoarele unghiurilor unui triunghi se
intersecteazd in trei puncte care sunt vdrfurile
unui triunghi echilateral.

Demonstratie. Fie triunghiul ABC si L, M, N
intersectiile trisectoarelor (Fig.471). Avem:

m(! BAN) = m(l NAM ) = m(] MAC) :%m(D A)

m( NBA) = %m(%’), m(0 MCA) = %m(@).

Teorema sinusurilor in triunghiul ANB da:

AN A B .

= adica,
A + B

3

. B
sin —
3

27 Frank Morley (1860-1937) — matematician englez, profesor la Universitatea Johns Hopkins, contributii in
algebra si geometrie
218 1gor Dovikov (1935- ) — fizician rus
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. B . x-C ., m=C
csinE 2R sinCsinE 2Rsin(r—C) sinE 2Rsin—sin 3—d4sin® =~
AN = 3 _ 3 _ 3 _ 3 3 3 J_
. r—-C . (n-C . 7-C . 7-C
sin sin| =—— sin sin
3 3 3

2Rsin§ 3-2 l—coszﬂ_zc :ZRsinE 1+200s2ﬂ_2c :4Rsin£ l+cos2”_2c =
3 3 3 3 32 3

=4R sing[cosz +cos ZH_ZCJ =8R siné) cos[z —gjcos (E —g) =8R sinE sing cos (f —gj
3 3 3 3 2 3 6 3 3 3 6 3

. . B . B . . . .
Analog se obtine: AM =S8R sm;sm%cos[%—;). Teorema cosinusurilor in triunghiul
ANM ne dia: MN® = AM?* + AN* —2AM - AN -cosg si utilizdnd relatiile precedente

obtinem: MV =64 sin? Bsin? € 0052[7—[—9)+cosz(E—EJ—ZCOS[Z—EJOOS(LZ—igJCOSé =
3 3 6 3 6 3 6 3 6 3 3

1+oos(2”—2cj 1+oos(2”—23) ]
:64R2sin2§sin2§ 6 3 + 6 3 —oos?(cosﬂ_B_CﬂyosB_Cj

2 2

=64R2sinzgsiﬁ%{l+cosﬂ_§_c+cosB_C—cosé(cosﬂ_g_c+cosB;Cﬂ=

B-C

= 64R’sin? Esin2 < 1+ cosicos
3 3 3 3

, A A B—C]
—C0S" ——Cc0S—cCOS =
3 3
64R* sinzgsinzgsinzé. Asadar, MN=8Rsin?sin§sin%. Simetria in 4, B, C a

relatiei precedente asigura valabilitatea enuntului.

Observatie: Triunghiul LMN determinat de trisectoarele interioare ale unghiurilor
triunghiului ABC se numeste triunghiul interior al lui Morley.

Fie NML triunghiul lui Morley al triunghiului ABC si
{4} =LM "NB,{4,} = NLNMC, {B}=MNANLC, {B,} =LM n"NA, {C/} = NLNMA,
{C,} =MNNLB,{P}=BNNMC,{Q}=CLNNA{R} =AM NLB,{A"} = BB, " CC,,
{B'}=CC, " AA,,{C"} = A4 " BB,, iar razele cercului circumscris triunghiurilor
A'BC,AB'C,ABC"' le vom nota cu R;,R;,R;. Fie m(0BAP)=a,m({ LBC)= 4,
m(J MCA) =y (Fig. 471).
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1) Pentagoanele AAMNA,, BB NLB,,CC LMC, sunt inscripibile.

Demonstratie. Deoarece MN 1 PL si PL este bisectoare in triunghiul BPC avem
m(J BPC)=60°+ 2« si de aici m(l] LPC)=30°+c . Dar
mUPAL)=m({NPL)-m(UPL4)=a si analog m{PAL)=ca, adicdi pentagonul
AAMNA, este inscriptibil. Analog, se aratd cd pentagoanele BB/NLB, respectiv
CC,LMC, sunt inscriptibile.

2) Fie R,R,,R, razele cercurilor circumscrise pentagoanelor AAMNA,, BB NLB,,

CCLMC, . Atunci, a & =b & =c & (unde a,b,c sunt lungimile laturilor
Rl R2 R3

triunghiului ABC).

Demonstratie. Avem: mU B,BC)=m( BBL)+m( LBC)=60°+ (deoarece

UBBL=ULNM, BLNB, fiind patrulater inscriptibil). Analog, m(U C,CB)=60°+y, de

unde m(JBA'C)=180°—-(60°+)—(60°+y)=ca . Teorema sinusurilor aplicata

a . NM

triunghiurilor A'BC, respectiv. ANM ne di: ——=2R,——=2R,, de unde
sina sina

R NM . R R R .

—t=—"—1 adici NM=a-—. Analog, NL=b—2,IM=c-— si cum

R, a R, R, R,

NM = NM = LM rezulta concluzia.

3) Perechile de triunghiuri (A'BC ,ANM), (B'CA ,BLN), (C'AB,CMN) sunt respectiv
asemenea.

Demonstratie. Avem m((0 B'AC)=m(0 NAM )=a,m(0 LPC)=30°+a .
Atunci, m(J ANM)=m({ NOM)+m({ NMQ) =60°+ f =m(] BBC), deci triunghiurile
A'BC si ANM sunt asemenea . Analog se arata si celelalte doud asemanari.

4) Triunghiurile POR si LMN sunt omologice.

Demonstratie: Dreptele PL, MQ, respectiv NR sunt mediatoarele laturilor triunghiului
echilateral LMN, deci sunt concurente, ceea ce aratd ca triunghiurile POR si LMN sunt
omologice.

5) Laturile triunghiului ABC §i ale triunghiului Morley corespunzitor LMN, sunt
antiparalele in raport cu unghiurile sub care se vad laturile respective ale triunghiului
ABC din vérfurile omoloage ale triunghiului LMN.

Demonstratie.  Avemm(U NB.L)=m(U LBC)=f, deci patrulaterul BBC,C este
inscriptibil, adica dreptele B,C,,BC sunt antiparalele in raport cu unghiul U BLC. Analog
se aratd cd C, 4, este antiparaleld cu CA fatd de unghiul 0 CM4 si A B, este antiparaleld
cu AB fatd de unghiul U ANB.

6) Daca R este lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC , atunci lungimea
laturii triunghiului lui Morley corespunzitor este egald cu 8Rsin asin fsiny .
Demonstratie. Solutia 1. O primd demonstratie rezultd chiar din teorema lui Morley.
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Solutia 2. Avem m(J BNL)=60°+a,m(] BLC)=120°+«, de unde BL

sin - siny
I'BL _ a _ .2R sin 3« , deci: NL=— 2Rsin3a s1{1ﬂ51ny _
siny sin(120°+¢«) sin(60°— ) sin(60° + ) - sin(60° — x)

4Rsin (3 —4sin’ a)sin Bsiny

, deunde rezulta ca NL =8Rsinasin fsiny .
cos2a —cos120°

7) Trisectoarele unghiurilor exterioare ale unui triunghi ABC determind un triunghi
echilateral.
Demonstratie.

Pl

Vom demonstra teorema considerand urmatoarele cazuri:
a) triunghiul ABC este ascutitunghic. Pe laturile triunghiului echilateral POR construim
triunghiurile isoscele P'OR,Q'RP,R'PQ avand unghiurile de la baza de masura

60°+ ,60°+ 5 respectiv 60°+y astfel incat a+p+y=60° si
a <30° 6 <30°y <30°. Intersectiile laturilor triunghiurilor P'QOR,Q'RP,R'PQ

determina varfurile unui triunghi ABC (Fig. 472). Aratam ca laturile celor trei
triunghiuri isoscele sunt trisectoarele exterioare ale unghiurilor triunghiului 4BC. Avem:

m({ PR'Q)=180°—(120°+2y)=60°~2y, de unde rezulti cd %mﬂ]PR'Q):30°—y;

m{JARB) =60°+a+ =120°-y =90°+ (30°—y) = 90° +%m(D BR' A4). Datoritd simetriei si

a ultimului rezultat avem ca R este centrul cercului inscris in triunghiul 4R'B. Analog, se
aratd ca O si P sunt centrele cercurilor inscrise in triunghiurile AQ'C si BP'C. Atunci,

[0 BAR=[1RAB'=[0 R'AT, adicda RA si R'A sunt trisectoarele exterioare ale unghiului
[ BAC.

Observatii: Avem: m( R'RQ) = 180°—%m(D PR'Q)—y =180°—(30°— y)—y =150°,
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m( RAR") =180°—-(30°—y)—(150°—- ) =60°—c, de unde A=3a, B=3F si C=3y.
Deoarece a <30° 4 <30°y <30° rezulta ca triunghiul ABC este ascutitunghic.
b) Fie triunghiul echilateral POR. Unghiurile de la baza triunghiurilor isoscele satisfac

Ql

B C Fig. 473

relatiile: a+ f+y =60°,a =30°. Triunghiul BP'C consideram ca are varful P' la infinit
(Fig. 473). Avem : m({BPC)=60°+a+=90°= 90°+%m(D BP'C)  (unde

m( BP'C) =0°), relatie care arata ca P este centrul cercului inscris in triunghiul BP'C.

Analog ca in cazul precedent se arata ca R si Q sunt centrele cercurilor nscrise in
triunghiurile AR'B respectiv AQ'C. Deoarece 4 =3a =3-30°=90° rezulta ca triunghiul

ABC este dreptunghic.

c¢) Pe laturile triunghiului echilateral PQR construim triunghiurile isoscele
PQO'R,Q'RP,R'PQ care au unghiurile de la baza de masuri 120°—-«,60°+ 3,60°+y ,
astfel incat o+ f+y =60°,a > 30°, B +y <30° (Fig. 474) . Avem: m(U RP'Q) =2a—60°,

Pl
AN

Q '
R 1
[\
o
B\/ C Fig. 474
P
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%m(D RP'Q)=a—30° m(0 BPC)=y+60°+ B =120°—q = 90°—(a—30°)=90°-;rr(DBP'C)

Ultima ecuatie aratd cd punctul P este centrul cercului exinscris corespunzator punctului
P' al triunghiului BP'C. Deci, laturile triunghiurilor isoscele sunt trisectoarele unghiurilor
exterioare ale triunghiului ABC.

Observatie: Triunghiul POR determinat de trisectoarele exterioare ale triunghiului ABC se
numeste triunghiul Morley exterior.

I11.43. Triunghiul lui Grebe

,,Doua linii paralele se intdlnesc la infinit — cred si ele in aceasta.” - S.Lec?"”

Pe laturile triunghiului 4BC se construiesc in exterior pétratele BCA-A,, ACB.B, si
ABCzC,. Fie {A'=B.B,NnC,Cp, {B}'=C,ConAgdr si {C'}=AzA- "B,B.
Triunghiul 4'B'C' se numeste triunghiul lui Grebe (Fig. 475).

Al
\
\
\
\ O1
B
N a
AT
C, Z \ N\
L\ N B,
/ \ \\
// \ K, AN
C ;K %
b / //\ - \\
~ N
——— N N Q
R /7‘_ B/ K M \\\ \\
/ / a a \\ \
7 ~< N
/// <2
e | T NN
7 >~
Vd 02 O3 \\\
s ~<
B/’ A A C'
b c
Fig. 475

219 Stanislaw Lec (1909-1966) — poet polonez
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1) Dreptele AA',BB' i CC' sunt concurente in punctul lui Lemoine al triunghiului
ABC.

Demonstratie. Fie M, mijlocul laturii BC, {P}=AM,"B,C, si {K,} =AA'"BC.
Este cunoscut faptul ca 4AM, 1 B,C, (vezi ,Triunghiurile Vecten”). Patrulaterul
AB,A'C, fiind inscriptibil (deoarece m(U AB,A")+m(AC,A")=180°) rezultd
D44'Cc,=0C B4 (1). Cum ABUA'B' rezulta [ BAK, =0B'A'A=0C,A'A (2).
Din relatiile (1) si (2) rezulta cd 0 A4B,C,=UBAK, (3). in triunghiul APB ', avem:
m(U PAA"Y+m(0 A' AB ;) +m(U AB ,P) =90° (4). Din UK,AM , =0 P44’ (5)
(unghiuri opuse la varf) si mU B,AC)=90° rezulta
mUA"AB,))+m(U K,AM ) +m({U M ,AC)=90° (6). Din relatiile (4), (5) si (6) rezultd
mUAB,C,)= m({ M_,AC), care impreuna cu relatia (3) dd m( BAK,)=m({ M, AC),
relatie care aratd cd 4K, este simediand in triunghiul ABC . Deci, dreapta AA' trece prin

punctul K al lui Lemoine al triunghiului ABC. Analog se arata ca dreptele BB' si CC' trec
prin punctul K.

2) Triunghiurile ABC §i A'B'C' sunt omotetice, centrul de omotetie fiind punctul lui
Lemoine al triunghiului ABC .
Demonstratie. Deoarece ABIJA'B', BCUB'C' si ACUA'C'rezulta ca triunghiurile ABC

si A'B'C'si cum AA'NBB'NCC'={K} rezultd ca triunghiul ABC si triunghiul lui Grebe
sunt omotetice, centrul omotetiei fiind punctul lui Lemoine al triunghiului ABC .

3) Consecinti: Centrul cercului circumscris triunghiului Grebe apartine axei Brocard a
triunghiului ABC.

Demonstratie. Deoarece triunghiurile ABC si A'B'C' sunt omotetice, rezultd ca prin
omotetia consideratd cercurile lor circumscrise se corespund, deci centrul cercului
circumscris triunghiului Grebe este coliniar cu centrul cercului circumscris (O) al
triunghiului ABC si cu centrul omotetiei, punctul lui Lemoine (X). Cu alte cuvinte, centrul
cercului circumscris triunghiului Grebe apartine axei Brocard OK a triunghiului ABC.

4) Fie 0,,0,,0; centrele circumscrise triunghiurilor AB,C,, BCpAg, respectiv
CA-B. Triunghiurile 0,0,0; si ABC sunt omotetice, centrul omotetiei fiind punctul

lui Lemoine al triunghiului ABC .
Demonstratie. Deoarece A apartine cercului circumscris triunghiului A4B,C, si

mU AB,A") rezultd cd O, se afld la mijlocul segmentului 44'. Analog, O, si O; sunt
mijloacele segmentelor BB', respectiv CC'. Astfel, 0,0,, 0,0; si O;0; sunt linii
mijlocii in trapezele ABB'A"', BCC'B' respectiv ACC'A4', deci O,0,UAB, 0,0,0BC
si 0,0,04C, iar cum O, An0O,BNO;C={K} (vezi proprietatea (2)) rezultd ca
triunghiurile 0,0,0; si ABC sunt omotetice, centrul omotetiei fiind punctul Iui Lemoine
K.

5) Consecinti: Triunghiurile O,0,0; si triunghiul lui Grebe al triunghiului ABC sunt

omotetice, centrul omotetiei fiind punctul lui Lemoine al triunghiului ABC .
Demonstratia rezultd din teoremele 2) si 4), tindnd cont ca relatia de omotetie este
tranzitiva.
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6) Triunghiul lui Grebe A'B'C' si triunghiul ortic H H,H  al triunghiului ABC sunt

omologice.
Demonstratie. Fie {A"}=A'H,NB'C' ,{B"}=B'H,NA'C', {C"}=C'H.NA'B',

C
——+ccosB
"B' RH, RB+BH, g
{Ry=BCNA'B',{Q}=BCNA'C'. Avem: A'B° _RH,  RB+BH, _sinB
c'4" H,Q  HC+CO , o,

sinC
¢ l+sinB-cosB sinC (c) 2+sin2B __ B"C' (aY 2+sin2C
—- - -——=|—| —————. Analog se arata ca: =l-| —
b 1+sinC-cosC sinB b) 2+sin2C A'B" c) 2+sin24
. C"A" (b ® 2 4sin24 . A"B' B"C' C"A' .o . C
si =|— - . Atunci, . . =1si din reciproca teoremei lui
B'C" \a) 2+sin2B C'A" A'B" B'C"

Ceva rezultd ca dreptele 4'H,,B'H,,C'H_ sunt concurente, deci triunghiurile 4'B'C"

si H,H,H

. sunt omologice.

I11.44. Triunghiul lui Malfatti**

,Este suficient sa ardti, ca un lucru oarecare este imposibil, ca indata se va gasi matematicianul care-1 va face.” -
W. W. Sawyer™!

Trei cercuri aflate in interiorul unui triunghi ABC astfel incat fiecare este tangent la
celelalte doua si la doua laturi ale triunghiului se numesc cercuri Malfatti. Fie T",,I',,I".
centrele cercurilor Malfatti si 7,,7,,7, punctele de tangentad dintre cercurile Malfatti (Fig.

476). Triunghiul T" ,I',I" . se numeste triunghiul Malfatti.

1) Daca n,1,,r, sunt razele cercurilor Malfatti, atunci laturile triunghiului Malfatti au

lungimile v, +v,, r,+r, 1,+7,.

20 Gian Francesco Malfatti (1731-1806) — matematician italian, profesor la Universitatea din Ferrara, contributii
in geometrie, algebra si teoria probabilitatilor
2! Warwick Sawer (1911-) —matematician englez, profesor la Universitatea din Toronto.
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2) Dreptele AT",,BI',,CT. sunt concurente in centrul cercului circumscris triunghiului
ABC.

Demonstratie. Deoarece cercurile sunt tangente la cate doua laturi ale triunghiului rezulta
ca dreptele AT'4,BI's,CT'c sunt bisectoarele unghiurilor triunghiului ABC, deci sunt
concurente in centrul cercului circumscris triunghiului ABC.

3) Dreptele I' T,,1", T, T sunt concurente.

A>T BTBYT C

rr, .,v. 7. r, n,r . . .
4 f. 2. 4-2.3.1=1, rezultd din reciproca teoremei

(Hﬁ BJ@+t CJ
g4 g4 r

4) Razele cercurilor Malfatti au lungimile: 1 = —,

! 4 2
@+tA)@+th @+tA)@+tBj
g4 g4 - g4 g4

1+tg —
&%
v, = ) ’3: R

2 B B
1+tg—
&4

Demonstratie. Deoarece

e LU, IL, rnonon
lui Ceva ca drepteleI’,T,,I',T,,I' [T, sunt concurente.

Demonstratie. Fie AA =x, BB, =y, CC,=z. Din trapezul dreptunghic I',4AT

rezultd x’+(r, —r,)’ =(r,+1,)’, de unde x’ =4rr, sianalog y* =4rnr,z° =4rr,, iar de

aici 7, =2 7 =X 1, =Y Fie C,,
2x 2y 2z

triunghiul ABC cu laturile BC, CA, respectiv AB. Din x+y+z=2(4C,+BC, +CC,) si

BC +CC =BC,+CB, =y, rezulta

Xx—y+z

C,,C punctele de tangentd ale cercului Inscris in

AC, = Fie P proiectia

punctului I', pe IC,. Din triunghiul
dreptunghic IPT, rezulta
B 2(r-n) 2y-xz

to= = = Analo

g2 xX=y+z y(x—y+z) £

se obtin egalitatile:

o 2x-)z si Fig. 477

2 X(—x+y+z)
C_ 2rz—xy

g—=——""—". Folosind relatiile precedente si egalitatea
2 z(x+y-2z)

tgé'thHgé'thHgEtgé:l obtinem: 2r2(x+y+z)—2r(xy+yz+zx)+xyz:O
2 72 2 72 272
A_2r(x—r)

2rx-yz :2r(x—r) deunde tg—=—~—-~
-X+y+z x(2r—x)’ 2 x(2r—x)

sau . Din egalitatea precedentd rezulta

ecuatia x2 -tg? +2r (1 —tg 1;) x-2r* =0 care are singura solutie acceptabila:
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X= r(l +1g j) . Analog, y= r(l +1tg f) si z= r(l +1tg Zj . Din relatiile de mai sus

1+¢ 1+tC 1+tE 1+tE 1+té 1+t§
g4 %) r STy A T%) ,

r
rezultd: 7, = o= = .
A 27 B 277 C 2

1+tg— l+tg— l+tg—

g4 g4 g4

5) Dacd r,r,,r. sunt razele cercurilor exinscrise corespunzitoare triunghiului ABC,

2_1

)

NN

—
3\ -

atunci: v, —r, =

7~ N\
NN
|
3 -
N—

o

o

|

N\
N\l\)
—_

N\
\\M

gl

. . A B C . A4 B C y
Demonstratie. Fie tg—=t, tg—=t,, tg—=t. Din tg|—+—+—|=1 rezultd
4 4 4 4 4 4
1—t —t,—t, —tt,—t,t, —tt +tt,t, =0, care Tmpreund cu expresiile razelor scrise in
ot 2

L . 2
aplicatia precedentd ne dau: -

r rr, 1+t

(*) si analoagele. Dar,

1-)1-¢ . .
r, = P -r:ctgg-ctgg-rzw-r, de unde se obtine egalitatea
p—a 2 2 4¢,t,
Cr=Qae)ar) B b b BTG lizand relatiile (*) rezultd
2 2tt(1+t) 1+t 1+1, 1+1, 2
concluzia.

6) Raza cercului inscris in triunghiul ABC in functie de razele cercurilor Malfatti este
2 rlrz r3

ldcu: r =
egara el NN AN N

R . . 2\nr B _2ynn
Demonstratie. Din expresiile razelor n,r,,r, rezultd: tg— = -1, th: -1,
r
2y . . A B
tggz e —1. Tindnd seama de egalitatea fg| —+— |=1g E—E rezulta
4 r 4 4 2 4
A A B A B C
2 tg —+ 2 tg —-tg —=1+1tg —-tg —-tg — adica
&3 £ 8y IR I

2(2”2—1}2[2 ifs —1}(2 il —1]= 14{2 hr2 —1)-(2 e —1}(2 i —1}, deci:
r r r r g :
2

rzﬂ_gm(\/Zh/Zh/Z)Jrﬂh/aJr rr =0 de unde obtinem
1 ( ol s denen

2\/rr 7

-1, atunci

Deoarece tg
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é:\/ng\/Zim si deoarece tgjsl rezulta tg‘jzw si
I

\/Z \/> \/7 I’1+I’2+r3.

2Jrr,

g

7) Fie X, Y si Z mijloacele segmentelor A A4,, B B, respectiv C,C,.Dreptele AX, BY, CZ

sunt concurente.
Demonstratie.

Avem: BX—%(a B4 +A4C)=— [a+ 2(p- b)——3(p c)}:%(a+lB—IC) sau

7

. B . C
Sin— Sin —
2 2

. Procedénd analog se

BX:l 2Rsin A+ :4Rsinécos§sin£cosB+C
2 2 4 4

obtine: — (a BA + 4,C)=4Rsin é sin B cos E cos B+ C de unde
2 2 4 4

cos B sin ¢ tg ¢ tg 4 tg B
BX 474 _©4 CY °4 . AZ 4
— = = . Analog se aratd ca —=—" ——=——", Deoarece
XC singcosE tgE : Y4 tgg S Z tgé

4 4 4 4

BX gﬂ =1, din reciproca teoremei lui Ceva rezultd ca dreptele AX, BY, CZ sunt
XC YA ZB
concurente.

8) Daca X, Y si Z sunt mijloacele segmentelor A A,, B B,, respectiv C,C, atunci dreptele
T,X,T,Y si T.Z sunt concurente in centrul cercului inscris in triunghiul lui Malfatti.

Demonstratie. Tangenta comund cercurilor C(I'y,5)si C(I'.,r)trece prin mijlocul
segmentului 4 4, (adica prin punctul X ) si totodatd prin centrul cercului inscris /, in

triunghiul lui Malfatti, deoarece /7, =1,T, =1,T,. .

Observatii:
1) Triunghiul 7,T,T,. este triunghiul de contact al triunghiului lui Malfatti.
2) Din proprietatea (3) rezultd ca dreptele I',7,,I',7,,I' .T.. sunt concurente in punctul lui

Gergonne al triunghiului lui Malfatti.
3) Punctul 7, este centrul radical al cercurilor lui Malfatti.

9) Pentru orice punct M din planul triunghiului ABC sunt adevdrate relatiile:

MT, =D+ Smr,, MT, =22 B+ 2 M, MT, =5 MC+ 5T,

r r I"[7 r, r r

a a c c

(unde 1,,1,,1. sunt centrele cercurilor exinscrise corespunzdtoare triunghiului ABC si

7

a’

r,, respectiv 1. razele lor).
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AU, n

Demonstratie. Avem: =—, de  unde = , deci
A[a ra 1—‘A[a ra - ’/i
vr L Thy A = s
MT = MA+—MI,. Analog se aratd celelalte egalitati.
ra ra

Observatie: Tinand cont ca r, =

P putem scrie lMFA :(l—l)M—A+&M—Ia.
p-a I no p

1 a

10) Coordonatele baricentrice absolute ale centrelor cercurilor Ilui Malfatti
corespunzdtoare triunghiului ABC sunt:

r, (Zi’p(l—i]—a;b;cj, I, (Q;er [i—i]—b;cJ , respectiv
non noh
Fc(a;b;er[l—lj—cj.
T

Demonstratie. Deoarece coordonatele baricentrice absolute ale centrului cercului

N a b c . .
A — exinscris sunt [, [— ; ; ] rezultd ca pentru orice punct M este
2(p-a) Ap-a) 2p-a)
adevarata relatia:
lmMFAzfl—l}Mﬂ+p_a{ 4 A+—2 B Mf} sau
4 no p [ 2p-a) 2p—-a) 2Ap-a)

zﬁMFA = {er [l - ij - a:l MA+bMB +cMC, de unde rezulti concluzia.

Ul Ul

a

11) Coordonatele baricentrice absolute ale punctelor de tangenti dintre cercurile lui

Malfatti sunt: T, (i;L—L;L—L),TB (L—L;i;L—L], respectiv
n o r,rp rn 7

c

1 1.1 1 ¢
I.|——————
h I I, 5, 1P
. r,r, r - . . . L
Demonstratie. Deoarece ——= =—= rezulta ca pentru orice punct M din planul triunghiului
e N

ML, +r,MT
r+r
(r,+1,) 1 1

——=MT = 2 M+ (— —ijm + (— —i]M—C de unde rezultd concluzia.

30 p noh o

ABC avem: MT , = sau tinand cont de proprictatea precedenta:
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12) Dreptele AT,,BT,,CT. sunt concurente.

Demonstratie.  Ecuatia  dreptei AT, in  coordonate  baricentrice  este:
x y z
1 1 1 1 .
1 0 0 |=0 sau y| ——— |—z| ——— |=0. Analog ecuatiile dreptelor
o Lo

1 1 1 1
0 _— _
ET Lo
1 1 1 1 . .
Deoarece |——— 0 ———|=0 rezulta ca dreptele AT,,BT, si CI. sunt
ho T
L
noh h n
concurente.
Observatii:

1) Punctul de concurentd al dreptelor AT,,BT,,CT,. se numeste primul punct al lui
Malfatti ().

2) Triunghiurile ABC si T,T,T,. sunt omologice, centrul de omologie fiind primul punct al
lui Malfatti.

13) Dreptele 1T ,1,T,,I.T. suntconcurente.

a“a?’

Demonstratie. Tinem cont de coordonatele baricentrice ale centrelor cercurilor exinscrise

I [_ a b c jl[ a —b c ]
‘U 2p-a) 2(p-a) 2p-a) ) "\ 20p-a)’ 2p-a) 2p-a) )

]C( S b — j si scriem ecuatiile dreptelor /,7,,1,7, si I T . Utilizdnd
Ap—a) Ap-a) 2Ap-a)

conditia de concurentd a trei drepte (d,):ax+by+cz=0 i=13 si anume

al bl cl
a, b, c¢,|=0 rezulta concluzia.

a, by ¢

Observatie: Punctul de concurenta al dreptelor AT,,BT,,CT, se numeste al doilea punct
al lui Malfatti (u,).

481



I11.45. Triunghiul lui Schroeter’

,Atatea claile de fire stangi
Gasi-vor gest inchis sa le rezume,
Sa nege, dreapta, linia ce frangi
Ochi in virgin triunghi taiat spre
lume?”
Ion Barbu223

Fie MM M,  si HH H_ triunghiurile median, respectiv ortic ale unui triunghi
neisoscel si  nedreptunghic ABC, {A'\=M,M,"H,H,{By=M,M,~HH,,
({Cy=M M, ~H H,. Dreptele AA",BB",CC" sunt paralele intre ele si perpendiculare
pe dreapta lui Euler a triunghiului ABC.

Demonstratie.
B’ A c
b
* M
M, /
B Ha Ma C
Fig. 478

Fie C| cercul lui Euler al triunghiului ABC, C, cercul circumscris patrulaterului H HH,C
si C, cercul circumscris patrulaterului M ,OM,C (O este centrul cercului circumscris
triunghiului ABC), iar {D} = C, N C,. Bvident, H ,H, e C, nC,, M M, € C, " C, si
C,DeC,nC,. Atunci HH, M M, si CD sunt concurente fiind axele radicale

corespunzitoare perechilor de cercuri considerate. Fie {C'}=H H, "M M, "CD.
m(0 M,0OD)=m(0 H,HD)=180°~m(J BCD) si cum HH, [1OM, rezultd cd punctele H,
O si D sunt coliniare. Deoarece patrulaterul HH,CD este inscriptibil rezultd
m( HDC) =180°—m(1) HH,C)=90°, deci HO L CC". Analog se aratd cd 44" 1L HO si
BB" 1 HO, deci A4 0BB [1CC".

Observatie: Triunghiul 4°B"C" se numeste triunghiul lui Schroeter.

22 Heinrich Schroeter (1829-1892) — matematician german, contributii in geometrie
*>Ton Barbu (1895-1961) — matematician roman, profesor la Universitatea din Bucuresti, contributii in algebra si

geometrie
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[11.46. Triunghiul lui Titeica™

,Titeica era plin de vioiciune, fericit sa-mi vorbeasca despre caminul sau, radiind, cu privirea sa
luminoasa si discretd, aceeasi magnificd sanatate morala... Intelegeam cé in el se reuneau continuu
preocuparea datoriei de Tmplinit si o euforie izvorata din constiinta datoriei implinite...” — Henri
Lebesgue™

Teorema lui Titeica

Fie cercurile C,(0,,R),C,(0,,R),C;(0;,R) astfel incit {H}=C NC,NC,,
{4}=C,NC,, {B}=C,NC,, {C}=C,NC,. Cercul circumscris triunghiului ABC este
congruent cu cercurile C,,C, §i C;.

Demonstratie.

Al

Fig. 479

Patrulaterul O;40,H este romb, deoarece AO; =O0,H = A0, =0;H . De asemenea
patrulaterul O,BO;H este romb, deci AO, ||O;H || BO, si deoarece AO, = BO,(=R)
rezulta ca patrulaterul 4B0,0, este paralelogram, deci 4B = 0,0, . Analog, BC = 0,04
si CA=050,, deci triunghiurile 4ABC si 0,0,0; sunt congruente, deci cercurile
circumscrise  triunghiurilor A4ABC si  0,0,0; sunt congruente. Deoarece
HO, =HO,=HO,(=R) rezultd cd H este centrul cercului circumscris triunghiului
0,0,0;5, deci si cercul circumscris triunghiului ABC areraza R .

Triunghiul O,0,0; se numeste friunghiul lui Titeica.

% Gheorghe Titeica (1873-1939) — matematician roman, professor la Universitatea Bucuresti, membru al
Academiei Roméne
2 Henri Lebesgue (1875-1941) — matematician francez, contributii importante in analiza matematica
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1) Punctul H este centrul cercului circumscris triunghiului lui Titeica O,0,0;.
Demonstratia este evidenta intrucat HO, = HO, = HO,(=R) .

2) Punctul H este ortocentrul triunghiului ABC .
Demonstratie. Punctul O, este simetricul lui O, fatd de mijloacele segmentului HC, iar

0,0, || AB, rezulta ca CH L AB. Analog , BH 1 AC, deci H este ortocentrul
triunghiului 4BC .

Fie A',B',C' punctele de intersectie dintre HO,,HO, si HO; cu cercurile C;,C,

respectiv Cs.

3) Triunghiul A'B'C' este triunghiul anticomplementar al triunghiului ABC .

Demonstratie. Deoarece HO, =0 A'=HO,=0,B'=R, rezultd ca 0,0, este linie
mijlocie in triunghiul HA'B', deci 0,0, || A'B' si cum 0,0, || AB rezultd A'B'|| AB.
Deoarece 0,0, este mediatoarea segmentului HC , rezultd cd C € A'B'. Analog, punctele
A,B',C'" si A",B,C" sunt coliniare si B'C'||BC,A'C'|| AC, deci triunghiul A4'B'C' este

triunghiul anticomplementar al triunghiului ABC .

4) Triunghiul lui Titeica O,0,0; este omotetic cu triunghiul ABC, centrul de omotetie

fiind centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC .
Demonstratie. Deoarece 0,0, || AB,0,05 || BC si 0,04 || AC, iar triunghiul ABC si

0,0,0; sunt congruente, rezultd ca triunghiurile sunt omotetice. Notdm cu litere mici

afixele punctelor corespunzatoare. Alegem un reper complex cu originea in centrul cercului
circumscris triunghiului ABC, O(0). Atunci, H(a+b+c), iar centrul cercului lui Euler

o, (%ZH_C] Patrulaterele 40,HO,,BO,HO,,CO,HO, fiind paralelograme rezulta

a+h=o0,+0,,b+h=0+0,, c+h=0+0,, de unde o, +0,+0,=2(a+b+c)=40,,
0, =40, —(a+20,)=20,—a=b+c, 0,=20,—b=a+c, o, =20,—c=a+b. Deoarece

a-o,

=-lel rezultd ca punctele A4,0,,0, sunt coliniare. Analog, B,0,,0, si
0; — 0

C,0,,0, sunt coliniare, deci centrul de omotetie dintre triunghiurile 4B8C, 0,0,0; este
centrul lui Euler.

5) Dreptele AO, BO,,CO; sunt concurente in centrul cercului lui Euler al triunghiului

ABC.
Demonstratia rezulta din proprietatea precedenta.

6) Centrul cercului lui Euler al triunghiului ABC este mijlocul segmentelor
A0, BO,,CO,.
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Demonstratie. Din Z_(;Q =—1 rezultd |a—09| =|01 —09| adica 40, =0,0,. Analog
1 9

BO, = 0,0, si CO, =0,0,.

7) Triunghiul median al triunghiului Titeica este omotetic cu triunghiul ABC, centrul

de omotetie fiind ortocentrul triunghiului ABC .

Demonstratie. Dacd A4,B,C, este triunghiul median al triunghiului 0,0,0; atunci

A\ B, || 0,0, || AB si omoloagele, iar 4, € AH,B, € BH si C, € CH , deci triunghiurile

A,B,C, si ABC sunt omotetice, iar /1 este centrul de omotetie.

[I1.47. Triunghiurile lui Napoleon. Punctele lui Fermat®*

,The last thing we want from you, general Lagrange, is a lesson in a geometry.” - Napoleon?’

Pe laturile unui triunghi ABC se construiesc in exterior triunghiurile echilaterale 4,BC,
AB,C si  ABC,, cercurile lor circumscrise avand centrele N, , N, si N_. Triunghiul
N_,N,N, se numeste triunghiul exterior al lui Napoleon. Daca triunghiurile echilaterale
A,BC, AB,C si ABC, se construiesc in interiorul triunghiului ABC, atunci centrele lor
N; , N;) si N;, sunt varfurile unui triunghi numit triunghiul interior al lui Napoleon.
Triunghiul 4 B,C, se numeste primul triunghi al lui Fermat, iar triunghiul A4,B8,C, se

numeste al doilea triunghi al lui Fermat.

A B,
G

1) Segmentele AA,BB,CC, sunt congruente.
Demonstratie. Din congruenta triunghiurilor AB4, si C,BC (deoarece 4B = BC,,

226 Pierre de Fermat (1601-1665) — matematician francez, contributii in teoria probabilitatilor si teoria numerelor
7 Napoleon Bonaparte (1769-1821) — cel mai important om politic si militar dupi Revolutia francezi, proclamat
in 1804 drept Imparat al francezilor
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B4 =BC si B4, =€BC, ) rezulti ca AA, = CC, (1). Din congruenta triunghiurilor
ACA, si BCB, rezultd A4, = BB, (2). Din relatiile (1) si (2) rezulta A4, = BB, = CC,.

2) Cercurile circumscrise triunghiului A BC, ABC si ABC, au un punct comun.
Demonstratie. Fie F, al doilea punct de intersectie dintre cercurile circumscrise
triunghiurilor BACsiCB/A. Avem
m(BF,C) =180 —m(BA,C) =180°—60° =120°, m(4F,C) = 180° — m(EB, 4) = 120° .

Atunci, m(4F, B) = 360° —[m(BF,C) + m(€F,4)] =120°, deci m(4F,B)+m(4C B)=180°,

adicd F, apartine si cercului circumscris triunghiului 4BC, .

Observatie: Punctul F, se numeste primul punct al lui Toricelli — Fermat.

3) Dreptele AA,, BB, si CC, sunt concurente in punctul F,.
Demonstratie. Deoarece m(@FlAl) = m(@CAl) = %m(@Al) - 60° si m(@}"1 4,)=120°

rezulta m(QF]B) + m(@F{Al) =180°, adica punctele 4, F;, 4, sunt coliniare, deci dreapta
A4, trece prin punctul F;. Analog se aratd ca dreptele BB, si CC, trec prin F,.

4) Coordonatele unghiulare ale punctului
K sunt egale cu 120°,
daca unghiurile triunghiului ABC au
mdsura mai mica de 120°.
Demonstratia rezulta din cele de mai sus.

5) Daca m(@AC) >120°, atunci

mHAF,C)=m(BF,A)=60°si m(BF,C)=120°.
Demonstratie.  In  cercul  circumscris
patrulaterului ACB K, avem:

m(@FlC) = m(QBIC) =60° idar in cercul

circumscris patrulaterului ABC F, avem
mWF BY=mc,B)=160° si
m(BF,C) =180°—m(BF,C)) =120° . Fig. 481

6) Triunghiul exterior al lui Napoleon este echilateral.
Demonstratie. Notdam cu  a,b,c lungimile laturilor BC, CA respectiv AB. Avem :
AN, = %g = ? , AN, = @ , lar m(@bANc) — m(BAC)+60°. Din teorema
cosinusului in triunghiul N, AN, avem
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2 2
N,N?>=AN,>+ AN —-2A4N, - AN, -cos(A+60°)=b ;C —%{%osfl—\/jsim‘l}, adica
2 2 2 2 2
NN’ = b ;C —%(b2 +c’ —a2)+2-A[ABC} -?z a +b6 e —2;/§-A[ABC] Simetria

rezultatului precedent ne conduce la concluzia N N, =N,N,=N_N,, deci triunghiul

a?

exterior al lui Napoleon este echilateral.

7) Cercurile circumscrise triunghiurilor A,BC, AB,C, ABC, au un punct comun F,.
Demonstratie. Fie F, al doilea punct de intersectie
dintre cercurile circumscrise triunghiurilor BA,C si
AB,C . Atunci, m(€EF,B) = m(B4,C) = 60° ,
m(@zeC )= m(@AC ) =60° de unde rezultd ca punctele

F,, B i B, sunt coliniare. Analog se aratd ca punctele

F,, A si A, sunt coliniare. Atunci, m(@FZA):lZOO R
deci m(BF,4)+m({BC,4)=180°, adici F, apartine

cercului circumscris triunghiului 4BC, .

Observatie: Punctul F, se numeste al doilea punct Toricelli — Fermat.

8) Dreptele A4,, BB, si CC, sunt concurente in punctul F,.
Demonstratie. Din aplicatia precedentd {F,} = A4, "N BB, . Deoarece patrulaterul BC,AF,

este inscriptibil rezultd %ZFZ E@AF2 . Din congruenta triunghiurilor BC,C si BAA,
rezulta BC,C =844, de unde m(BC,F,)+m(BC,C) = m(BA4,)+ m(BAF,) =180°, deci

punctele F,, C,, C sunt coliniare.

9)Segmentele AA,, BB, si CC, sunt congruente.

Demonstratie: Din congruenta triunghiurilor ACA, si B,CB ( deoarece AC =B,C,
4,C = BC si m(4CA,)=m(BCB,) = 60°~m(C)) rezulti A4, = BB, (1), iar congruenta
triunghiurilor 44,B si CC,B rezultd A4, =CC, (2). Din relatiile (1) si (2) rezultd ca
A4, = BB, = CC,.

10)  Triunghiul interior al Iui  Napoleon N _N,N. este echilateral

Demonstratie. Avem AN, :C\f , ANI; :b;/g iar m(%AN;):‘m(gAC)—60°. Din
2 2 2
teorema cosinusului in triunghiul N, AN, rezulti ~N,N.’ _athre —2;/§-A[ 4BCY -

Simetria relatiei precedente conduce la N,N, = N,N. = N_N..
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Observatie: Inegalitatea a’+b>+c* =443, A[ 4BC] este echivalenta cu

(@*=b*) +(b* =c*) +(c* —a*)* 20, evident adevirati (unde am folosit formulele lui

Heron 1n exprimarea ariei triunghiului ABC').

11) Primul punct Fermat verifici egalitatea: F A +F B +FC, =2(FA+FB+FC).
Demonstratie. Deoarece patrulaterul FB4C, F,CB A si F;AC,B sunt inscriptibile, din
relatia lui Schooten rezultd F4, = FB+FC, B =FA+FC si FIC, =FA+FB relatii
care prin sumare dau F A4 + F B, + FC =2(F,A+ F B+ FC).

12) Dreptele AN,, BN, si C/\N, sunt concurente in centrul cercului circumscris

triunghiului ABC .
Demonstratia este evidenta deoarece 4 N,, BN, si C,N_ sunt mediatoarele laturilor BC ,

CA respectiv AC .

13)Triunghiurile ABC si A B,C, sunt ortologice.

Demonstratie. Deoarece A, N, L BC ,B N, L AC,C N_ 1 AB i
AN,NBN,NC,N, ={0} rezulta ca triunghiurile ABC si 4,B,C, sunt ortologice, O fiind
un centru de ortologice.

14) Triunghiul exterior al lui Napoleon N N, N si triunghiul A B,C, sunt ortologice.
Demonstratia rezulta de mai sus.

'

15) Dreptele AN,
triunghiului ABC .
Demonstratia este evidentd deoarece A,N,,
triunghiului 4BC .

B,N,,C,N, sunt concurente in centrul cercului circumscris

'

B,N,,C,N. sunt mediatoarele laturilor

16) Triunghiurile antipodare ale punctelor lui Fermat corespunzditoare unui triunghi
ABC sunt echilaterale.
Demonstratie. Vezi ,,Triunghiul antipodar”.

17)Dreptele AN,,BN,,CN_. sunt concurente.

Demonstragie. Solutia 1. Fie {4'} = AN, BC,{B'} = BN, (1 AC,{C"'} =CN_,\ BA.
A'  Aigy,  AB-BN_ -sin(B+30°)  AB -sin(B +30°)
A'C Aey, AC-CN,-sin(C +30°)  AC -sin(C +30°)
CB' BC -sin(C +30°) AC'  CA-sin(4+30°)
B'A  BA-sin(4+30°)° C'B_ CB-sin(B+30°)
ﬂ-ﬁ-ﬂzl si conform reciprocei teoremei lui Ceva rezulta ca dreptele

A'C B'A C'B
AN ,, BN,, CN _ suntconcurente.

Atunci:

de unde rezulta ca

Solutia 2. Notam cu litere mici afixele punctelor corespunzitoare. Avem: 4, =RY (B),
B = ‘Rjoo(C) ,C = ‘RZOO (A), (unde prin ‘R?Q(Y) am notat rotatia de centru X si unghi 60° a
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punctului Y ). Atunci, a =c+w(b-c), b=a+w(c-a), ¢ =b+w(a—->b), unde
na=b+c+a1=b+20+a)(b—c) (1.
3 3
n, = a+c+b _ c+2a+w(c—a) @, n - a+b+c _ a+2b+w(a->b) (3). Ecuatiile
3 3 3 3
dreptelor  AN,,BN,,CN. sunt: (AN,): (@-n,)z—(a—n,)Z+an, —an, =0 (4),
(BN, ): (b —n,)z—(b—n,)Z +bn,—bn, =0 (5),(CN,): (¢—n )z—(c—n,)Z+cn —cn, =0
(6). Sumand ecuatiile (4), (5), (6) - tindnd seama de relatiile (1), (2), (3) precum si de:

T .. T .
@ = cos—+isin— si
3 3

o+on=1, o> —0+1=0 , ®° =—1 - rezulti o identitate, ceea ce aratd ca dreptele sunt
concurente.

18) Triunghiul exterior al lui Napoleon N N, N si triunghiul A B,C, sunt ortologice.

Demonstratie. Utilizand notatiile din teorema precedentd rezultd

I 3¢—3b+i3(c—2a+b) S a—am b—2a+c+iN3(b—¢) i3(c—2a+b)+3c—3b
b 3 “ 2 213 ’

de unde e :£ eil”, deci N,N, L AA . Analog se aratdi ca N N, LCC, si

a, —a 3
N,N, L BB, sicum A4 AN BBNC,C={F} rezulta concluzia.

19) Triunghiul exterior al Iui Napoleon N N, N_ si triunghiul antipodar al primului

punct al lui Fermat sunt omotetice.
Demonstratie. Fie A"B"C" triunghiul antipodar corespunzitor punctului F,. Deoarece

AF, L B"C" si N N_ L AF, (cf. teoremei precedente) rezultd cd N,N_UB"C". Analog se
aratd cd N,N UB"A" si NN, UA"C", rezultd ca triunghiurile N N,N_ si A"B"C" sunt
omotetice.

20)Triunghiurile ABC si AB/C, au acelasi centru de greutate.
Demonstratie. Notam cu litere mici afixele punctelor corespunzaitoare. Avem:

—1+i\/§
E=——.
2

b+ec+é&’a, =0, c+ea+e’h=0,a+eb+e’c,=0, unde Adunand

relatiile precedente membru cu membru obtinem:
(1+&)a+b+c)=—&(a, +b +c,),adicia+b+c =a, +b +c,, deci triunghiurile ABC si
A B,C, au acelasi centru de greutate.

21)Triunghiurile ~ABC si N,N,N. au acelasi centru de greutate.

Demonstratie. Notdam cu litere mici afixele punctelor corespunzatoare. Avem:
b+c+a, a+c+b, a+b+c -
n,=————, n,=———, n,=———-—, de unde rezultd
3 3 3
2(a+b+c)+a +b +c 2a+b+c)+a+b+c
n,+n,+n, = ( )3 — = ( ; =a+b+c (unde am

utilizat proprietatea precedentd).
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Observatie: Din proprietatile precedente rezultd ca triunghiurile A4,B,C, si N, N,N_ au
acelasi centru de greutate.

22) Triunghiurile ABC si N,N,N. au acelasi centru de greutate.
Demonstratie analoaga celei precedente.

23) Triunghiurile Iui Napoleon interior si exterior au acelasi centru de greutate.
Demonstratia rezulta din proprietatile precedente.

Observatie: Din cele de mai sus rezultd ca triunghiurile lui Napoleon si triunghiurile lui
Fermat au acelasi centru de greutate.

24)  Aria  triunghiului  Napoleon  exterior N _N,N, este egald cu:

V3

1
- :E-A[ABq +ﬁ @+ +c).

NaNhZ\/g 23 a+b*+c* | 3
= = Agpoyt '~
4 3 6 4

Demonstratie. Avem Ay y y | , de unde

rezultad concluzia.

25)  Aria  triunghiului  Napoleon  interior N ,N,N. este egald cu:

B

1 2 2 . - .
A[NQJV}JVL | :-2 Ay -i—i'(a2 +b" +¢"). Demonstratie analoaga precedentei.
Observatie: Din proprietatile precedente rezultd 4, \ | — A[ NN S 4 50y -

26) Fie N,N,N, si N N,N. triunghiurile lui Napoleon, T ,T;T. triunghiul tangential
al unui triunghi ABC. Punctele N,, N,, T, sunt coliniare.

Demonstratia este evidentd deoarece punctele N,, N, T, apartin mediatoarei segmentului
BC.

Observatie: Analog se arata cd punctele N, , N, , T,, respectiv N, N,, T, sunt coliniare.

27) Izogonalele punctelor F, si F, ale lui Fermat sunt punctele izodinamice S si S' ale

triunghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Puncte izodinamice”.

28) Triunghiul exterior al lui Napoleon N _N,N_ este omotetic cu triunghiul podar
S.,S,S. al primului punct izodinamic S al triunghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Puncte izodinamice”.

29) Triunghiul interior al lui Napoleon este omotetic cu triunghiul podar al celui de al

doilea punct izodinamic al triunghiului ABC.
Demonstratie. Vezi ,,Puncte izodinamice”.

490



30) Fie ABC, primul triunghi al lui Fermat al unui triunghi ABC §i punctele
A'e(AA),B'e(BB,),C'e (CC)) astfel incdt A'A =2AA',\B'B, =2BB' 5si C'C, =2CC".
Triunghiurile A'B'C' si al doilea triunghi al lui Napoleon N,'N',N' ~ sunt
congruente.

Demonstratie. Notam cu litere mici afixele punctelor corespunzitoare. Atunci,
A4 =R (B),B, =R (C),C, =Ry (4) (unde R} (Y) intelegem rotatia de centru X si
unghi ¢ a punctului Y), de unde @, =c+6(b—c),b,=a+0(c—a) si ¢,=a+60(a-b)-

c+6(b-c)+2a

unde 6 =cos60°+isin60°. Deoarece A'A4 =2A4A" rezultd a'= . Analog,

3
b'= M sic'= w. Deoarece 4, este simetricul lui 4, fatd de
BC rezulta a,=b+c—a, =b—-60(b—c) de unde na,:b+c3+a2 :2b+c—3€(b—c).
Analog, n, '— ma%g(c_a) 3 '— w' Deoarece
|a'—b’|= n,'-n, ’|,|a'—c'|= n,'-n,' si |b’—c'|=|nb '—n, '| rezulta cd

A'B'=N_'N,', A'C'=N_'N_' si B'C'=N,'N_ ' adica triunghiurile A'B'C' si
N,'N,'N,' sunt congruente.

Observatie: Deoarece triunghiul N, 'N,'N_' este echilateral rezulta ca triunghiul 4'B'C"
este echilateral.

31) Triunghiul A'B'C' gi al doilea triunghi al lui Napoleon au acelasi centru de
greutate.
Demonstratie. Deoarece a'+b'+c'=n,"+n,'+n,'=a+b+c rezultd cd centrele de greutate

ale triunghiurilor 4A'B'C" si N,"N,'N," coincid.

Observatie: Centrul de greutate al triunghiului 4'B'C"' coincide cu centrul de greutate (G)
al triunghiului ABC.

32) Sunt adevirate relatiile: GA'U AA,,GB'UBB,,GC'UCC,, GA'=GB'=GC' si

GA'=%AA25GB'=%B325GC'=§CC2’

Demonstratie. Din £-4 _ L ell rezultd ca GA'UAA,
a-a,
. g-al| 1 . !
si =——=—  adicd GA'=—AA4,.  Deoarece
a-—a, 3

AA, = BB, = CC, rezultd GA'=GB'=GC".

33) Hexagonul A'N_'C'N,'B'N," este regulat.
Demonstratia este evidenta deoarece 4'N,'=N_'C".
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Consecinta: Punctele A',B',C"' apartin cercului circumscris celui de-al doilea triunghi al
lui Napoleon corespunzator triunghiului ABC.

34) Primul punct al lui Fermat ( F,) corespunzdtor unui triunghi ABC apartine cercului
circumscris al celui de-al doilea triunghi al lui Napoleon al triunghiului ABC.
Demonstratie. Din  m(U A F,B)=m({A'F,B")=120° si m{U A'C'B')=60° rezultd
m(JA'F,B")+m( A'C'B")=180° adica patrulaterul F,A4'C'B' este inscriptibil, deci F,
apartine cercului circumscris triunghiului 4'B'C' si conform proprietatii precedente —
apartine cercului circumscris triunghiului N,'N,'N_".

35) Al doilea punct al lui Fermat ( F, ) apartine cercului circumscris primului triunghi al

lui Napoleon corespunzdtor unui triunghi ABC.
Demonstratia este analoaga cu precedenta.

36) Fie A"e(AA4,),B"<(BB,),C"e(CC,) astfel incat A"A,=24A",B"B, =2BB".
Punctele A",B",C" apartin cercului circumscris primului triunghi al lui Napoleon.
Demonstratie. Patrulaterele A4A4'GA",BB'GB",CC'GC" sunt paralelograme (deoarece

GA'DAA",GA’z%AAzzAA"), de unde GA"UAA4, si G"=%AA1. Analog,

GB":%BBlsi GC":%CCV Cum A4, =BB =CC, rezulta ci GA"=GB"=GC".

Deoarece |g—a"| :|g—na| rezultd ca punctele A",B",C" apartin cercului circumscris

triunghiului N, N, N,.

37) Triunghiul A"B"C" este echilateral si congruent cu primul triunghi al lui Napoleon
N_N,N_ corespunzdtor triunghiului ABC.

n,— n(_| adica

Demonstratie. Se aratd fard dificultate ca |a"—b"| =|n, —nb| si |a"—c"| =

A"B"=N,N, si A"C"=N,N,.
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I11.48. Triunghiurile lui Vecten

,,Desenul corupe rationamentul” — Ion Barbu

Pe laturile unui triunghi ABC se construiesc in exterior patratele BCA A4, ACB-B, si

ABCRC, care au centrele O,, Oy, respectiv Op. Triunghiul 0,00, determinat de
centrele acestor patrate se numeste triunghiul Vecten exterior.

Al

Fig. 484

Bl

1) Dreptele AO ,,BOy,CO, sunt concurente .

Demonstratie. Triunghiurile dreptunghice isoscele ACOp si ABO. sunt asemenea, atunci

40
AB _40c , de unde AB-AOp = AC- A0, si de aici
AC A0y
AB- A0, -sinBUO, = AC- AO,. -sinE4D,, (deoarece B40, = €40, ), deci
A[ABOB] = A‘[ACOC]' Analog se arata Cé A[BCO(;] = A[BAO(;] si A[CAOA] :A[CBOB] (1). Fle
{4,}=40,NBC, {B,}=BOzNAC si {C,}=CO-NAB. Atunci,

A[ABOA] _ AO, -k :ﬂ: B4,
A[ACOA] AOA hz hz AIC

(unde h, si h, sunt lungimile indltimilor duse din B si C

pe latura 4O, 1in triunghiurile 4BO,, respectiv ACO,). Analog, y =—— si
[05B4]

N

A[OBBC] B,C
B,
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4 C, 4 4B BC C4
L0 _ 212 (2). Din relaile (1) si (2) rezulti: ——.==.=Z1Z_1 i conform
Ao CiB 4,C B4 CB

reciprocei teoremei lui Ceva rezulta ca dreptele 40, BOy si CO, sunt concurente.

Observatie : Punctul de concurentd al dreptelor 40,, BOy si CO, se numeste punctul

lui Vecten exterior (V).

2) Sunt adevdrate relatiile: A0, 1. 0;0., BO; 1. 0-0,, CO- 1L 0,0;.

Demonstratie. Notam cu litere mici afixele punctelor corespunzatoare. Prin rotatia de
v

centru Oy si unghi %, punctul B ajunge in A4, deci A=iRgC (B), de unde

Vi

a=o,+ab-o.),unde a):cos%ﬂsin%:i,adicé 0c = al—z.b . Analog , B:‘ﬁgA (&)
—1i
si C:‘ﬁg (A4), de unde o, :M sl op -t . Atunci , 47 9% :—iei-D*, adica
5 1-i 1-i 0c —0p

00, 1 0540 . Analog se aratd cd BO; 1L 0.0, si CO- L OOy

Observatie:  Ortocentrul triunghiului  O,0,0, este punctul de intersectie al
dreptelor A40,, BOy si CO, .

3) Sunt adevdrate relatiile: AO, =030,, BOy =0-0,, CO-=0,0;.

Y
Oc —0p

0y

=—i rezulta

Demonstratie. Din = |—i| =1, adica |a—0A| = |Oc —oB| , de

0c ~ 08
unde A0, = O0z0, . Analog se aratd cd BO, =0,0, si CO. =0 ,0;.

Observatie: Cu segmentele 40, BOy si CO. se poate construi un triunghi congruent cu
triunghiul 0,050 .

4) Triunghiurile AB,C,, BAzCy, CA-B- si ABC au aceeasi arie.
AC,- 4B, sinC} 4B,

Demonstratie.  Avem A 3 1= Deci AC,=AB=c,

2
AB,=AC=b si sin(E,4B,)=sin(360°-180°—4)=sin(180°—~A) =sin4,  deci
besin A .
Aus,c1 =7 = Apcy- Analog se aratd 6@ A g ¢,y = Acaene) = Aascy-
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. . . . . .. ' b2 + Cz + 4A[ABC]
5) Laturile triunghiului Vecten exterior au Iungimile a = B —
2 2 2 2
/a +c"+4 , [b +a”+4 o
= % si c = % ,unde a,b,c suntlungimile laturilor

030., 0,0, respectiv O ,Op.

Demonstratie. Din teorema cosinusului in triunghiul AOzO. obtinem

b\/_ _ c\/E

0,08 =0y 4’ +0c A’ ~20,4-0 A-c0s1] 0,40 Dar  0pA=="=, O.A==]

2 2
m( 05 AC,) = 90°+m(0 BAC) deci a2 :b—+c— o bersinli A4 adici

/ +c +4A[ABC] . Analog, b = /a +c +4A[ABC] [ +a’ +4A[ABC

6) Este adevirati relatia: B,C,> +C,A4," + A.B.> =3(a’ +b* +¢%)

Demonstratie. ~ Teorema  cosinusului in triunghiul 4B,C, ne da:
2_32_ 2
B,C.2 =b*+c? —2bc-cos@AACA , COS@ACA = cos(180° — 4) = —cos 4 :% ,
c
de unde BACA2 =b*+c? —(a2 —b? —cz) =2b* +2c%—d?. Analog,
Cydy® =2a* +2¢* —b* si A-B.? =2b% +24° -7, de unde

B,C}+CyA7 +A.B.> =3(a’ +b* +c?).

7) Dreptele AA. si BB, sunt perpendiculare.

Demonstratie.  Notam cu litere mici afixele punctelor corespunzitoare . Avem :
A =RE(B) si Bo=WR2(4), deci ap=c+i(b—c) si be=c—i(a—c). Atunci:
a-ac —i[b—c+i(a—c)]

= =—ieci-0", deci AA. L BB, .
b-b b-c+i(a—c)

Observatie: Analog se aratd cd A4y, 1L CCy si BB, 1 CC,.

8) Fie G,, Gz, G, centrele de greutate ale €
triunghiurilor AB,C,, BCyzAj respectiv A H,
CA-B.. Dreptele AG,, BGy si CG. sunt
concurente in ortocentrul H al triunghiului
ABC. i
Demonstratie.  Fie B, al patrulea varf al : G./|B C
paralelogramului BCyB Ay si I
{Hz}=BB NAC. Deoarece : \
m(0 AgBCy) =180°—m(U B) rezulta }
m(0 BAgB))=m(] B). Atunci triunghiul B, ">~
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ABC si B AgB sunt congruente (m(J BAzB)) =m( B), AB=BCp =B/ A;, BC =BAy),
deci m(J BB Ag) =m(1 BAC) = m(0 B,BCy). Deoarece
m( BBCy)+m(l ABH,,) =180° —m(J CBA) =90°

deci m( BAH,)+m(J ABH,)=90°, de unde rezultd ca BH, 1 AC (1). Deoarece intr-un
paralelogram diagonalele se injumatatesc, rezultdi cd BB, este mediand in triunghiul
BA,C 5, deci Gy € BB (2). Din (1) i (2) rezultd ca GzB L AC . Analog, AG, L BC si
CG. 1 AB, de unde rezultd cd BGy, CG, sunt dreptele suport ale Tnaltimilor triunghiului
ABC , deci sunt concurente in ortocentrul triunghiului 4BC .

9) Fie H,, Hy, H, ortocentrele triunghiurilor AB,C,, BAzCy respectiv CA-B..
Dreptele AH,, BH, si CH, sunt concurente in centrul de greutate al triunghiului
ABC.

Demonstratie. Fie A cel de-al
patrulea varf al paralelogramului
CAB A, AP L B,C,, BO1 AC,,
(PeBCQeAC) si {M,}=APNBC
cum Blc,o=WH,B , c,41 4B
si C4,ALH,Q rezulta ABUH 0,
deci U BAM , =10 AH ,Q (alterne
interne). Deoarece [AA4,C, =1BCA
(vezi proprietatea anterioard) rezulta
0 C 44, =0 ABC , deci triunghiurile
ABM , si C,AA, sunt congruente, de

unde BM, = A4, :%AAI :%BC,

deci M, e mijlocul segmentului BC,
adicd AM |, este mediand in triunghiul ABC, adica G -centrul de greutate al triunghiului
ABC - apartine dreptei AH, . Analog, Ge BH, si Ge CH. .

Observatie: Din congruenta triunghiurilor ABM, si Al

1 .
C 44, remulta  AM,=C A4, =EBACA , deci AN
B,C,=2AM, =2m,. Analog AyCgz=2m, si A
AcB-=2m, (unde m,,m,,m, sunt lungimile N

medianelor triunghiului ABC). Atunci ' .
B,C]+A4,C+AB =4m, +m, +m>)=3(a’ +b +c) O )

[os}
=
@)

Dacé pe laturile triunghiului 4BC se construiesc spre B,
interior patratele BCA-A,, ACB.B,, BAC,Cy avand ‘
centrele 0,0} respectiv O . Triunghiul 0,0,0, se
numeste triunghiul Vecten interior (Fig. 487).
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10) Sunt adevarate relatiile: A0, 1 030, BO; 10,0, CO. 1 0,0),.

Demonstratie. Notdam cu litere mici afixele punctelor corespunzatoare. Avem:
z z z a—ic b—ia c—ib

A=R2(C), B=R2 (4), C=R2 (B), deci oy = , 0p = , 0= , de
Op Oc o 1-i 1-i 1-i

_0;1 _—i(a+ai—-ic—b)

unde =—ici-0", de unde rezulti A0, L 0,0, . Analog,

0p —0¢ a+ai—ic—b

BO, 10,0, si CO- 1 0z0,.

11) Sunt adevirate relatiile: AO, = 0,0, BO; =0,0, si CO. =0,0,.

0y

-0y

=—i rezulta

Demonstratie. Din

'

Op —O¢

=|—z'|=1, de unde ‘a—oA‘=‘oB —OC‘,
0p ~Oc

adici 40/, = 0540, . Analog se arati ci BO, = 0,0, si COp =0,0),.

Observatie: Cu lungimile segmentelor AO;(1 , BOB', CO'C se poate construi un triunghi
congruent cu triunghiul Vecten interior.

12) Dreptele AOVA, BOA, C0'C sunt concurente.
Demonstratie. Dreptele AO,, BO,, CO, fiind perpendiculare pe dreptele 0,0, 0,0,

0};0;1 , sunt dreptele suport ale triunghiului OVAOI';O'C , deci sunt concurente in ortocentrul

triunghiului Vecten interior.

Observatie: Punctul de concurenti al dreptelor 030, 0,0, 01'30;1 se numeste punctul

Vecten interior.

13) Triunghiurile ABA, si BCCy; BCB. si ACA., respectiv ABB, si ACC, au
aceeagi arie.
Demonstratie. Notam cu a,b,c lungimile laturilor BC, CA respectiv. AB. Din

0 ABA}; =0 CBC}; (unghiuri cu laturile perpendiculare doud céte doud) rezulta
_ AB-BAy -sinll ABA;  BAy-BC-sinll CBCy .
A[ABA,;] = > = 5 = A[CBC},]' Analog se aratd ca

Apcsy = Aaciy S Aass,) = Aace

14) Dreptele BB, CCy siinaltimea din A a triunghiului ABC sunt concurente.
Demonstratie. Fie AH, inaltimea din 4, notam m( BAH,)=«;, m({H,AC)=a,,
m(U CBBy)=p,, m(UUB:BA)=p,, m{UACCg)=y,, m{ CzCB)=y,. Din teorema
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CB. BB, . 4B, BB,

sinusurilor  avem: - =— si - =— , de unde
sinf, sin(90°+C) sinf, sin(45°+ A4)
sin g, =2°%C i sin g, _bV2sin(d+45) sinfy, | cosC (1). Analog
BB, BB sin S, 2 sin(A4 +45°)
se  arati ca  —ol_ V2 sin(A+45°) . Dar sing, =sin(90°~B)=cosB i
siny, cosB

sing; sinff siny,

sina, =sin(90°—C) =cosC, de unde =1, si din reciproca teoremei

sina, sinf, siny,

lui Ceva sub forma trigonometrica rezultd concurenta dreptelor BB, CCy si AH, .

Observatie: Daca triunghiul nu este ascutitunghic, rezultatul se pastreaza, dar calculele
suferd unele modificari.

15) Fie {A'}=C,Cy "B, B-,{B"}=C,Cy NAgA, §i {C'}=AzA- "B B.. Triunghiul
ABC si triunghiul ortic al triunghiului ABC sunt omologice.
Demonstratie. vezi ,, Triunghiul lui Grebe”.

16) Triunghiul Vecten  exterior 0,050, are  aria  egald  cu
a’ +b* +c? . .

40,0,0.1 = Ausc +T’ unde a, b, c sunt lungimile laturilor BC, CA, AB.

Demonstratie.

Alegem un sistem cartezian cu originea in centrul cercului circumscris triunghiului 4BC.
Notam cu litere mici afixele punctelor corespunzitoare, iar prin Z = R% (Y) intelegem ca

punctul Z se obtine printr-o rotatie de centru X si unghi ¢ a punctului Y. Avem:

B =5R§A (C),C= ERZB (A4), 4 =SR§C (B), de unde rezultdi o, = bl __l,'c’ 0, = cl—_ 1;1’
o, o, 1 b—ic b+ic 1
_a-—i . o — i . - - ~
= Atunci: A6 ,0,001 —ZOB O_B 1 —gc—m i+1¢i 1| =
o. o, 1 a—-ib a+ib 1
2 b+ ca+ab—ac—ba—cb)—i(aa+bb+cc) + +i(be+ca+ab +ac+ ba+cb)] 1
a a1
A e, :ib b1 :i[b2+c2+a5—a2—b2—cé] 2) si BC'+CA*+AB' =
c b1

le=b +]a—c[ +]p—a| = (c=b)c-b)+(a—c)a-c)+(b-a)b-a)=

BC* +CA* + AB’
2

(3) (unde |a| = |b| = |c| =R - raza cercului circumscris triunghiului 4BC). Din relatiile (1),

3R —(bc+ca+ab+ac+ba+ch),deci  be+ca+ab+ac+ba+ch=3R> -
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2) si (3) rezultd: Ao,05001 = Aascr +%[3RZ —(b;+c;+al_)+a;+b;+cl_))] =

1 BC’+CA’ + AB’ BC? +CA’ + AB’
A[ABC] +—- = A‘[ABC] + .
4 2 8
. . . . ' [N . o a2 +b2 +C2
17) Triunghiul Vecten interior O,0;0. are aria egalid cu A[o;io);o‘c] =4 e, B E—

unde a, b, c sunt lungimile laturilor BC, CA, AB.
Demonstratia este analoaga celei precedente.

I11.49. Triunghiurile Sharygin

»--.poezia nu este lacrima

ea este insusi plansul

plansul unui ochi neinventat

lacrima ochiului

celui care trebuie sa fie frumos,
lacrima celui care trebuie s fie fericit.”
Nichita Stanescu®?

in triunghiul ABC fie A',B',C" picioarele bisectoarelor interioare si A", B",C" picioarele
bisectoarelor exterioare. Punctele de intersectie ale mediatoarelor segmentelor
AA',BB',CC"' sunt varfurile primului triunghi Sharygin. Mediatoarele segmentelor
AA",BB",CC" se intersecteaza in trei puncte care sunt varfurile celui de-al doilea triunghi
Sharygin.

1) Triunghiul de contact al triunghiului ABC si primul triunghi Sharygin al triunghiului
ABC sunt omotetice.

Fig. 488 /

$Nichita Stanescu (1933 — 1983) — eseist, poet romén, ales postum membru al Academiei Roméne
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Demonstratie. Fie §,S,S. primul triunghi Sharygin al triunghiului ABC, C,C,C, triunghiul

de contact al triunghiului ABC. Deoarece triunghiul AC,C, este isoscel rezultd ca

CC 1LAl; cum si §,S 1LAlrezulta C.C,0S.S,. Analog CC,USS, si

ccoss, (1). Fie M,,M, M, miloacele bisectoarelor A4A4',BB',CC'. Fie

{4}=S,5.nBC si {4,} =S.5, "BC. Avem

m(U A4S,4,)=180°-[m({ S, 44,)+m({ S,4,4)]=180°—[m({ BAM,)+m{ M,4,C)] =
1 1 1 .

1800—[900—517@ By+90°— m{] O}E[m@ B)+m(l O)si

m(1 GCC)=ml GCNH+ml CCI)=

m( C,CI)+m(] C.BI)= %[m(D C)+m(U B)], decil §,S,S. =0 C,C,C.. Analog ,

Uus,s,S. =0CCGC, adica triunghiurile §,S,S. si C,C,C. sunt asemenea (2). Din relatiile

(1) si (2) rezulta ca triunghiurile §,5,S. si C,C,C, sunt omotetice.

2) Consecinta: Unghiurile primului triunghi Sharygin S S,S. corespunzitor

triunghiului ABC au mdsurile egale cu 90° —%m(D A), 90° —%m(D B), respectiv

90° —%m(D 0).

Demonstratie. in proprietatea precedenta am aratat ca

mS.S,S,) = %[m(D B)+m{ CO)]= %[1 80° —m(] A)] =90° —%m(D A). Analog se aratd

ca mUUS,S,S.)= 90°—%m(D B)si mUS,S.S,)=90° —%m(D 0).

3) Triunghiurile Sharygin sunt asemenea.

Demonstratie. Fie S.,S,S. cel de-al doilea triunghi Sharygin, A4",B",C" picioarele
bisectoarelor exterioare si Ml ,MIZ,M; mijloacele segmentelor 44", BB" respectiv CC",
{P=S,S "BC,{R}=S,S. "BC. Avem: m (0 A"RS,) = m (0 M RB) =

h™~a

360° - [90O +(180°—m(U B))+ (90O —%m(D A)ﬂ (3) . Din triunghiul PM,C avem:
m(U M;PC)=90°—(90°—%m(D B)j=%m(D C) (4). Din relatiile (3) si (4) rezultd ca
m{ PS,'"R)=180°-[m(@ §,'"PR)+m({U S,'RP)]=90° - ;—m(D B).

Atunci , m(1S.S,S.) :90°—%m(D B) si analog se aratd ci m( S,S.S.) = 90°—%m(D A),

m( S,S.S,)=90° —%m(D C). Din relatiile de mai sus §i consecinta precedenta rezultd ca

triunghiurile lui Sharygin S S,S. si S§,'S,'S," sunt asemenea.
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Observatie: Unghiurile celui de-al doilea triunghi Sharygin corespunzator triunghiului ABC

au masurile egale cu 90° —%m(D A),90° —%m(D B),90° —%m(D O).

4) Primul triunghi Sharygin S,S,S. al triunghiului ABC si triunghiul antisuplementar
11,1 al triunghiului ABC sunt omotetice.

Demonstratie. Deoarece m(U I _Al)=90° (Fig. 489) rezulta [ 1, 1 Al sicum S .S, 1L Al
rezultd 1.1,08.8S,. Analog, 11,088, si 1,1.08,S. (5). Cum

m(] BI,C) =90° —%m(D A), m(] CI, A) = 90° —%m(D ABC) si

1 . . . .
mU Al B) = 9O°—Em(D ACB) rezulta ca triunghiurile 7, 1,1, si §,S,S, sunt asemenea si

utilizand relatiile (5) rezultd ca triunghiurile 7 7,7, si S S,S, sunt omotetice.

5) Al doilea triunghi Sharygin S.S,S. al triunghiului ABC este asemenea si omologic cu
triunghiul antisuplementar 1 1,1 al triunghiului ABC.
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Demonstratie. Deoarece m(0 BI,C)=m(0 S,S,S.) =90° —%m(D A) si

m( CI,A)=m(U S.S,S.) = 90°—%m(D B) rezulta ca triunghiurile S,S,S. si 1,1,1, sunt

asemenea. Deoarece punctele A4",B",C" sunt coliniare (ele apartindnd axei ortice a
triunghiului  ABC), atunci M,,M,,M, sunt mijloacele patrulaterului complet
B"A"BAC"C si conform teoremei lui Gauss sunt coliniare (apartin dreptei lui Gauss).
Deoarece {M,}=1,1. NS, S.{M,}=11,nS,S. si {M,}=11,nS,S, din reciproca

teoremei lui Desarguss rezultd ca dreptele 7,S,,1,S, si 1,S. sunt concurente, triunghiurile
S.S,S. si I,1,1, fiind astfel omologice.

6) Triunghiurile Sharygin ale triunghiului ABC sunt omologice cu triunghiul ABC, axa
de omologie fiind dreapta lui Lemoine a triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie{X}=S,S, NB4, {¥}=S,S.NAC, {L;}=8,5S,NBC, 4" piciorul
bisectoarei din A. Deoarece S.S, este mediatoarea segmentului AA4' si AA' este
bisectoarea unghiului [J BAC rezulta ca patrulaterul 4XA'Y este romb. Din teorema lui

Menelaus pentru triunghiul ABC si transversala L ,X,Y avem:£~ﬁ-y—czl, unde
LC XB YA

LB
LB _AB (deoarece XA=YA) (6).
LC YC
Deoarece XA'llAC rezulta ﬁ:ﬂ,

AB BC

2
adica XB=-2°-°_ (7) iar din
b+c a b+c

YA'AB rezulta re_ ﬂ,

YA BC

2

ye=-%2_ 5 (g Din relatiile (6).

b+c a b+c
LB (cY

7) si (8) rezulti ——=| — | . Analog, daci

(7) 51 (8) rezu e (b] g

1

2 2
{(L,}=S,8S.NAC, {L}=S5,S,NAB rezulti chz[ﬁj si o =(éj ,de unde
A LB \a

——-——-——=1, iar din reciproca teoremei lui Menelaus rezulta ca punctele L,,L, si L,

sunt coliniare deci triunghiurile S,S,S.  si ABC sunt omologice. Tangenta in 4 la cercul

circumscris triunghiului 4BC intersecteazd dreapta BC intr-un punct A4, care are

AB ’ AB LB AB LB
proprietatea —— = (Ej . Atunci, ——=——de unde : ! = ! adicd
4¢ b A4C T LC AC-AB LC-LB

AB_LB

3C egalitate echivalentd cu 4 B = LB si deoarece 4, si L, sunt de aceeasi parte a
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lui B pe dreapta BC rezultd cd punctele A4, si L coincid, deci L, apartine dreptei lui
Lemoine a triunghiului ABC. Analog se aratd ca L,si L, apartin dreptei lui Lemoine, deci

axa de omologie dintre primul triunghi Sharygin si triunghiul ABC este dreapta Iui Lemoine
a triunghiului ABC. Analog se arata ca triunghiul 4BC este omologic si cu cel de-al doilea
triunghi Sharygin.
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